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„SuT  le  sens  des  notatioos  Arcsinor  et  Arccosj;**,  ainsi  qo'en 
ootre,  la  mtoe  ann^  1847,  ud  autre  ,,8iir  le  sens  des  nota- 
tions  S^^.et  Cpsäc^r,  Tango?  et  Cot or,  Arcs^co;  et  Arccosöco?, 
Arctgo?  et  Arccotar.''  Le  bnt  principal  du  prcmier  de  ces  md> 
moires  i^tait  de  restitner  k  l'analyse  noD-senlement  Tusage  des 
notations 

(1)  «»,  Log»(a:) 

poor  le  cas  mtrae  tnh  la  partie  reclae  de  x  est  nägative,  mala  en« 
core  l'asage  des  notations 

(3)  Aresin  o;,  Arccoso; 

poor  le  cas  mtoe  oA  :f,  ^tant  une  quantit^  reelle,  surpasse  nu- 
i^riqaement  l'unit^.  (En  elf  et,  il  est  bien  conou  que  M.  Cauchy, 
kna  sa  th^orie  des  ezpressioos  Imaginaires,  se  fut  trouvö  oblig^, 
iiy  a  bien  d'annäes,  k  Interdire  en  göo^ral  ces  notations  pourles 
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cas  dont  j^  viens  de  parier,  et  que  l'on  s'ätait  ensiiite  conform^ 
assez  gän^ralement  ä  cette  interdietion).  Ce  memoire  et  son  but 
forent  ensuite  meotionnös,  en  peu  de  mots,  daos  une  note  sous 
le  texte  d'un  autre  »»Doctrinae  serlerum  infinitarum  exer- 
eitationes,  P.  ]"*«^%  que  je  pr^sentais  k  la  Soc.  des  seien- 
y^s  d'Upsal  en  1846^  et  doot  un  exemplaire  fut  aussi  presente 
ft  M.  Caiichy  en  mois  de  Mars  de  la  m^ine  annäe.  Ce  me  fut 
donc  uoe  sorprise  agr^able  d'appendre  ensuite  par  un  cabier^ 
ipubli^  vers  la  fin  du  ni^me  an^  des  Exercices  d'Analyse  et 
•de  Phys.  matb^m.  T.  111. pag. 361-387  et  aussi  d'une  Note*) 
de  A|.  Caucby  dans  le  Journal  de  Matb^ni.  pures  et  ap- 
pliqu^es  T.  Al.  (1846),  non^seulement  que  c*^tait  arrivä  ä  nilustre 
Auteur,  dans  le  m^nie  temps  qu'ä  moi,  de  trouver'qu'on  pourrait 
en  eifet  se  passer  de  la  fächeuse  interdietion  des  notations  pr^- 
c^dentes,  mais  de  plus  que  les  Conventions  auxquelles  il  avait 
eu  recours,  pour  fixer,  dans  le  cas  de  oc  räelle  et  num^riquement 
>  1 ,  le  sens  des  Rotations  (S^ ,  ^aient  c«actement  les  mömes  que 
j'avais  adopt^es  moi-m^me.*  Pour  ce  qui  conceme  les  fonotions  (I), 
dans  le  caid  mentiono^  ci-dessus,  la  nouvelle  d^nition  de  M.  Caucby 
s'^cartait  eo  quelque  ^gard  de  la  mienne.  En  effet,  il  avait  bien 
trouvä,   tout  comnie  moi,   qu'il  fallait  adopter  cette  däfinitioo  g^ 

Durale  de  la  notation  Loge(a+/^V^ — 1)  ou,  pour  abr^ger,  \(x)i 


#> 


Q  d^signant  le  module  V  «*  +  /5*, 


^  M«a  eertain'*  des  arcs  r^els  (en  nombre  infim)  qai  satisfont 
k  la  cotaditioi» 


(4)  ^(cos^  +  V^8in^)  =  «  +  /JV^; 

mais  il  avait  paru  k  M.  Caucby  que  cet  „un  certain^  devait 
iije  c^lut  ded  arcs  actuellement  nomm^s  .qui  se  trouve 
e^fitre  tes  limites  ic  et  (exclusive)  — it^  et  ä  mol  celui  qui 

se  trouve  entre  les  limites  s*  — »  et  (exclusive) q+^**).— 

*)  Note  tnr  1»  dövelop^enneat  de«  fenction«  en  «eriee 
ordlo-nn^eatuivantleapaiatances  aaoesdaiitet  det  variable«. 

**)  Cette  exclaaioD  de  TuDe  de«  valear«  limite«  noa«  ötait  paroe 
n^cessalre  poar  eviter  la  eonfasiea  de  denz  Taleur«  distincte«  de  Fez- 
pre««ion  l(:r)  pour  des  certaine«  valear  de  X,  £o  effet ,  «I  Ton  je  di«  - 
peaaerait  de  cette  exciusion,    11  «'ensaiTrait  de  la  formale  (3), 

1)  «i  Ton  adopte  la  ddtermination  de  ^.  de  M.  Caucby, 

qoe  la  notation 
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ViMtiitres  qaelqaes  divergencei  entre  la  thäorie  des  fonctions  (1) 
^M.  Caachy  et  la  mieDoe  V^taient  qu'une  cons^quence  Dtkev- 
die  de  la  seale  qu'oo  TieDt  de  nommer»    chose  ^ideote  de  te 

fM  noos  adoptions»  Tun  et  l'aatre,  pour  definittons  ^^n^ralea  des 

AotetioDS  09  et  hogh(a:),  les  satvantes: 

(3)  a:y=e*i^'),  Log*(*)=]^^- 

Des  deux  d^terminations  de  l'arc  ^,  que  je  Tiens  de  nommer, 
Celle  de  M.  Caoehy  eDfratoe  ^^Tidemment  cet  Incoov^nient  que 
[si  Ton  fszccpte  seulement  le  cas  particolier  oft  la  valeur  Dom^ 
rique  de  rexposant  (r^el)   f*  est  un  iKfmbre  ebtier]    la   fonction 

(«+^V — iy*  devient  discontinoe  poar  ^=0,  toutes  les  fois 
qae  «  ett  inie  quantit^  negative  ^=—A,  attendu  qu'eo  verta  de 
eette  d^tsmiiiiatien  de  ^,  la  fonction 

ß  coBTergeant  iod^finimeut  vers  2^0»  convergera  eo  eflfet  eile- 
mkne  vers  les  deox  limites  diffärentes 

(— il)A«  et  (— J)/*€-2^V^, 

mknai^pie  la  convergence  de  ß  vers  z^ro  se  passe  do  cdtö  des 
qpaMiB  positives  ou  de  eelui  des  qoantit^s  negatives;  —  oo,  ce 
910  rerient  an  meme,   cette  determination  de  ^  eotraiue  ävidem- 
iD6Bt  cel  ineonv^nieDt  que  la  quantitä 


(a)  I(— ^)  anrait  le  double  «ens  de  l(/i) J:9r V— If 

2)  ti  l'oD  adopte  la  mienne, 
fsste  ssterts« 

(ß)         J(— ^\dl}  anrait  le  donble  «ene  de  KB)  - 1 V^  * 

etdel(Ä)+|^V'=l, 

(i4  et  B  poaitWet.) 

n  «f  hon  d^obcerrer,  en  oatre,  qne  dant  ce  cat  la  d^iinition  (a).entr4i- 
Majl    011   vertu  de  la  premi^re  det  formulet  (5)  ci-detsa«}  ceCte  cod- 


^,  ee  f  ei  reiieat  an  »«nie, 


f.. 
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K. 

ne  deTiendra  pas,  corome  Tod  voadrait  bien»    la  limite  commune 
dea  deux  expreasiona 

a 
f  convergeant  ind^finiment    vera  z4to,   que  dana  le  caa  particulier 

oü  la  valeur  Dum^rique  de  Texpcaant  fi  est  un  nombre  entier. 

Nota.  C'eat  pr^cis^ment  ä  cause  d'un  pareil  incotiv^uient  que 
M.  Cauchy  s'est  trouvö  oblig^  k  rejeter  le  projet  [de 
M.  Lamarle  et  d'autres]  d*adopter  pour  d'  celui  des 
arca  satisfaisants  ä  T^quation  (4)  qui  se  trouve  com- 
pris  entre  0  et  (exclusive)  27t,  ou,  en  d'autres  termes, 
Tarc  Qon-nögatif  qui,  ^taat  moiudre  k  Ü7t,  satisfait  h 
i'^qu.  citöe  *).  En  effet,  teile  d^termination  de  ^  en- 
trainerait  ^videmmeot  legraveincontenientque  la  quantitö 

Af* 

ne  deviendrait  pas  limite  commune  des  deux  expreaaiona 

{A  ±  €  V^>«, 

£  convergeant  indefiniment  vera  z6to,  que  dana  le  caa 
particulier  de  Texposant  fi  numäriquement  entier,  attenda 
qu*en  vertu  de  cette  Uätermioation  de  d', 

l\m(A  +  ßV^)f*  aerait  =Af*  ou  =Af*^ß^ir-i, 
(/»=o) 

auivant  que  la  convcirgence  de  ß  vers  z^ro  ae   ferait 

du  c6t^  des  quantitäs  positives  ou  de  celui  dea  quant« 

negatives. 

Au  central  re,  au  moyen  de  ma  d^termiuation  de  ^  ci-deasoa 

Qientionn^e»  on  evite  tout  d'un  coup  les  deux  inconv^nients  actuei- 

lement  indiqa<$s,  ou,  en  d'autres  termes,  en  vertu  de  cette  d^ter- 

roination  de  ^,  la  quantit^ 

pour  dea  vaieurs  positives,  auasi  bien  que  pour  des  valeura  näga- 
tivea  de  cc,  devient  limite  commune  dea  deux  expreasiooa 


*)  Voir  p.  ex.  la  Note  (de  M.  Lamarle)  «ar  le  th^or^me 
de  Bf.  Cauchy  relatif  au  d^Teloppement  de«  fonctlon«  en 
•  orte«,  int^r^e  daot'le  Journal  de  M.  LioaTille  T.  XI.  (1846),  et, 
de  Tautre  c6t^,  la  Note  de  M.  Cauchy,  cit^e  au  dcMO«,  «ar  le  deve- 
loppement  des  fonctiont  etc. 
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f  eonvergeaut  ind^fioiroent  vers  zäro.  —  Toutofois^   par  de  teile 
ieterminatioD  de  ^,  la  quaotlt^ 

(/JV^=T)m 

|NNir  des  valeors  positives  de  ßy   detient  limlte  commune  des 
drax  expressions 

f  coovergeant  iod^finiment  vers  z^ro,  taodis  qae>  pour  des  valeurs 
lögitives  de  ß^  Ton  en  tirera 

lim(«+/3V^>»=(/JV^y*  ou  =(j3V^^y*«^1^=l, 

(O=0) 

srnvant  qoe    la   convergence  de  cr.vers  z^ro  se  fera  da  cAt^  des 
qoantitäs  positives  oa  de  celui  des  quantit^  D^gatives. 

Dans  tel  ^tat  des  choses,  et  depuis  que  je  m*^tais  assur^ 
^'en  effet  il   n'existe  pas  de  teile  deterroination  de  ^^   en  vertu 

lelaquelle  la  fonction  {»-{-ßST — 1)^»  quelle  valeur  reelle  ou  möme 
positive  qu^oo  ait  attribu^e  a  Texposant  f*,  resterait  contique  pour 
toQs  les  systenies  possibies  de  vaieurs  des  a  ei  ß,  mais  qu'au 
contraire,  quelle  que  seit  la  determination  adopt^e  pour  ^,  et  möme 
qoe  Texposant  fi  seit  positif  (outre  que  nombre  entier) ,  la  fonc- 
üoo  dout  il  s'agit,  sera  n^cesaairement  discontinue  ou  pour  j3=0 
(81  Ton  adopte  la  determination  de  M.  Lamarle  ou  möme  celle 
de  M.  Oauchy),  ou  pour  a=0  (ai  i'on  adopte  la  mienne),  ou  pour 
quelque  antre  valeur  de  ß  ou  de  a,  non-seulement  il  me  sem- 
bhit  Evident  qu'il  faudrait  s*arröter  par  pröfärenoe  a  Tune  des 
Irois  d^termlnations  cidessus  mentionnöes»  en  vertu  desqueiles 
la  diseontinuite  (ät  placäe  a  i'une  des  vaieurs  limites  a=:0, 
ßi^O,  mais  de  plus  je  croyais  qu'en  choisissaot  entre  ees  trois-iä, 
on  ne  pourrait  mieux  servir  k  i'analyse  qu'en  se  d^cidant  exciu- 
sivement  pour  la  determination  que  j'avais  propos^e  moi-m^me, 
attendu    qu'en    vertu    de   celle-ci    la    quantite   fr^quemment 

reelle  a/*   deviendrait   limite  commune   des    deux  (a^eV — IV*, 
tandis  que  par  les  deux  autres  l*on  n'obtiendrait  qu'une  quantite 

le  plus  souvent  imaginaire  (j5 V— 1)"  pour  limite  commune 

les  deui|(dt<  +  /3  V— Jy*.  C'est  cette  möme  opinion  que  javais 
«osuite  sola  d'^noucer  non-seulement  dans  un  .^postscriptum'* 
Ion  artide  Ins^rö  dans  T Archiv  der  Mathe matilc  und  Phy« 
A  de  M.  Grunert  Th.  IX.  (1847),  artide  n'^tant  en  cffet  que 
btraductioD  en  Latin   de  mon  memoire  de  1845  d^dessus  men- 


6  SXQ^BJirHn^:  Dmpui99aMeeB 

tionn^>   et  dont  j'avai«  rhoonetir  de  präsenter  ensuite  ud  ezi 
plaire  k  M.  Cauchy«    luais  aassi  daDs  les  preini^res  lignes  «ii 
mtooire  de  10.  F^vrier  1847;  et  de  plas  je  ine  prenais  eneore  lia. 
libert^  d*exprtmer,  dans  Tun  et  Tautre  liea,  Tesperance  de  ee  ^(tfA 
M.  Cauchy,    apr^s  avoir  räflechi  mürement  sur  les  iDotifo  alltf-!~. 
ga^«9   finirait  par  adopter  lui-möroe  Ja  d^terroination  qae  j'a?ali0 
propo»^  •—  Ce  me  fut  donc  en  vöritä  sarpreoant  de  reocontrip^ 
ii  y  a  pea  de  jours,  dans  deox  des  pages  (253  et  259)  des  quatif^ 
cahiers  dernieremeot  publies  des  Exe.rcices  d'anaiyse  et  dtf^ 
pbysique  math^m.  de  M.  Cauchy,  T.  IV.  (pag.  105  —  264)*^ 
TavertisseiDeMt  döcisif  de  ee  que  l'illustre  autear,  qnoiqii*  ayi 
pris  coDDaissance  de  moD  projet  de  la  d^teriniDation  de  ^^  et 
appro.uvant  les  d^nominatioDS»  proposees  par  moi»  de  puissaDe» 
principaie  et  de  logarithme  principai,  avait  jag^  ä  propo« 
de  s'arröter  ä  sa  propre  d^termination  ci-dessus  nientionn^.    B 
'p'a  pris  point  jusqa'ici  **),  k  c^  que  je  sais»  la  peine  de  metiver 
cette  d^cision  que  par  ces  ndots  senis«    qu'ii  a  ea  soin  d'i\}o«ter 
imm^diatement»  apr^s  i'aTertissemedt  doutil  s'agit:  >,II  ^n  rösul- 


*)  11  est  &  propot  de  rcmarqaer  ici  qae ,  d'apröt  la  parole  da  lifemirf(y 
ee«  cabier«,  quoiqu'  ajant  des  eiiveloppes  tignees  de  1847  (11  y  a  lioi  im 
•opposer,    en  effet,    qae   l'dditear  en  arait  fait  imprimer  k  ravantläfe 
nombre  considerable ,    p<»ar  en   avoir  en-  r^serve),    n'aaront  et^  pobttte 
qae  dans  le  conrant  de  l'annee  passee  1851.    Aassi  Ton  apprend,  par  M  < 
compCes   rendns  des  seances  ile  l'Acad.  des  scieneet  de  Pü^ 
risy  qae  e*est  dans  la  seance  da  3.  Sept.  1819  qae  M.  Caaehy  a  mai^ 
ftienne'pear  la  premidre  fois  la  mati^re  qni  fait  Pobjet  des  deax  artlele^ 
faM^r^  dans  les  deax   preipiers  des  cahiers  dont  il  s'agit,    „M^noire 
aar  les  qaaotit^s  g^ometriqnes'*  et  „Methode  noofelle  pe-«r' 
la  r^solation  des  eqaations  algebriqaes'S    «t  qa'il  a  indi^|a4l 
ea  la  y  uentionnant,  qa*alors  mdme  il  avaitsoas  la  presse  one  ,,Not^f 
offrant  ane  sorte  de  resame  des  traraax  faits  par  lai-möme  et  par  d'a^f- 
tres  si|r  cette  matiöre.    En  m^uie  temps  il  a  communiqae   aassi  an  V9r 
trait  de  cette  mdme  Note  qai  s'accord  presqa'  exactement  avec   les  deax 
articles   que  je   Tiens  de  nommer,    et    qai    en   ontre  indiqae  en  pea  de 
mots  le   contena  de  Tarticle  (ins^r^  dans  le  3<^ni«   des   meines   cahiers} 
,,Sar  la  qaantite  g^onietriqae  /=1^,    et    sar    la    reduction' 

¥ 
d'ane   qnant.    geometriqae    quelcoaqae   k  la  forme  X'\-pi.^ 
Lea  articles  da  4^^«  cahiers  semblent  d*ätre  d*une  dato  encore  plos  tarda. 

*<)  La  noarelle  theorie  de  IM.  Caachy  poar  les  fonctidas  dont  11 
s*agit  iei,  n^est  pas  nnllement  terminee  par  lee  qaatre  cahiers  ci-dessua 
mentiooB^,  dont  aa  cootraire  le  demier  se  finit  immMiateoient  aToat 
Pdaonce  d'an  interessant  tb^eröme  lalsaat  le  reteltat  da  raSaeaaeoieat 
par  leqael  se  finit  le  cabier« 
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t«ra  ^oe  le«  l^garithmes  iprincipaax  de  deax  qaanti- 
te«  eenjogtt^eB  seront  eiic«re  deoz  qvantlt^«  coaju- 
gn6es"  (pag.253),  et  ,,I1  «n  r^sultera  qa'en  ^UvaAt  deux 
quantit^s  coDJugu^es  k  des  puissances  indiqu^es  par 
des  exposants  eonjugu^a,  on  obtiendra  encore,  pour 
paissanGes  principales,  des  quant.  conjngu^es"  (p.259). 
—  Cependant,  il  y  a  uoe  niodificatioD  essentielle  qoe  ToDy  troove 
apportäe  par  M.  Cauchy  k  sa  determination  de  «^ präc^demment 
ttomiDäe.  Eb  effet,  comme  ii  est  indiqu^  plus  haut«  M.  Cauchy 
a^t  adoptä  präcädemmeDt  -i-n  ei  (exclusive)  —  »  pouriimites 
de  ^.    Blais  k  präsent  II  a  jog^  k  propos  de  snppriner  iei  le  root 

,,excl osive'S  adoptant ainsi, en  effet,poar  d^finition  de l(a-|-/3V^-* I)  ^ 
ou  (pour  abröger)  de  l(^),  la  suivante: 

'  (ß\         }  ^  ^taut,  parnii  les  arcs  satisfaisants  k  T^qua- 
'  tion  (4)  ci-dessus,  celui  qui  ne  surpasse  pas 

les  limites  ±9^. 

n  est  Evident  qu*en  vertu  de  cette  dätermination  de  9,  Tex- 
pression  \(x)  u'aura  qu'une  seule  et  d^terminöe  valeur  pour  cfaa- 
que  valeur  de  x  (ootre  qtie  x^=0),  si  Ton  excepte  seulement  le 
cas  oü  X  est  .une  quantitä  negative  = — A,  auquel  cas  röpondent« 
en  vertu  de  cette  defioition  (6),  les  deux  valeurs  distinctes 

(7)  l(-il)=M)±jr\^^. 

fit  comme,  eh  effet,  ces  deux  valeurs  äquivalent  por^isement 
aux  deux  limites   m^mes   vers  lesqueiles  les    deux  expressioT^s 

1(— -^db^V — 1)  convergent,  d*apr^s  la  signification  donn^e  par  la 
d^finition  (6)>  tandis  que  s  s'approche  Ind^ßniment  vers  z^ro;  il 
en  est  Evident  qu'en  effet»  par  cette  mani^re  d*envidager  les  cho- 
sesy  M.  Cauchy  a  non- seulement  en  g^nöral  attribue  ä  l'expres« 
sion  lj( — A)  denk  valeurs  distinctes,  savoir  les,  deux  valeurs  (7), 
mais  en  outre'  pr^cisö  que  de  ces  deux  valeurs  la  sup^rieure  seule 
ou  rinferieure  seule  sera  censöe  valeur  unique  de  cette  expres- 
sion  l( — A}  dans  chaque  caicul  particulier  oü  eile  entre  comme 

limite  d*une  fonction  imaginaire  de  la  forme  l( — ^-f  jSV- — 1)  oü 
le  coefficient  ß  converge  indöfiniment  vers  z^ro,  suivant  que  cette 
convergence  de  ß  vers  zäro  se  fera  du  c6tö  des  quantit^s  posi- 
tives ou  de  celui  des  quantit^s  negatives  *), 


*)  Dans  le  memoire  procedemmcnt  notume  du  10.  Fevr.  1847,  „Sur 
le  sens  det  notationt  AxcbIbX  et  Arccos^'S  j'avaie  ta'M  trouvö. 
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Mais  9    CD  d^pit«   ii  s'ensuit  de  cela,  en  vertu  de  la  premiöMia 
formales  (5)  ci-dessus,   qu'on  aura  pour  rexpression  (— ^V'k' 
lie  que  soit  la  quaDtitd  reelle  ß.  cette  d^fiDition: 


des- 

quelle  que  soit  la  quautitd  reelle  fi>  cette  d^fiDition: 


moi-möme,    oblige  k  y  adopter  ane  definition  exactement  analogne  di 
•en«  de  ces  deux  noUtiont   dans   le  cas  ou  x^   etant  nne  quantitt 
reelle,  «orpasBe  nam^riqaement  l'uDit6.    En  effet,   comme; 
Terta  de  la  definition  y  adoptee  generale,  la  notation  Arctino;  ne 
capable    qne  d'ane  seale  Talenr  unique  ponr  chaque  Taleur,   rdislle 
imaginaire,  de  x,  excepte  le  cas  oü  x  est  ane  quantile  reelle 
riumöriquement  sap^rieare  &  1,    mai«,   dans  ce  cat,   oapable 
deax  Talenr«  distincte«:    que,  de  plu«,  ce«  deux  valeurs-lä  eqnWalaiflVt 
precisement   anx  deux  limite«  mdnie«  Ten  le«queUe«  convergeraieafe  ifp 

^  deux  Arrfiin  (a +«1^ —  l) ,  si  Ton  fai«ait  c  8*approcher  indefinimeat  da 
zero:.et  que  d'aillears»  au  moin«  dan«  Tetat  preaent  de  ranalj«e ,  on  M 
«Ott  pa«  Obligo  nnllement  k  s*arräter  k  priori  k  Tnne  de  ce«  limite«  flar 
tdt  qu'ä  Pautre;  je  m^en  trooTai«  oblige  k  enoncer  definitivemeoty  4 
r^gard  du  «en«  de  la  notation  Aresina,  a  ^tant  reelle  et  nomöriqaeaiaal 
^1,  qu'elle  ne  «era  employ^e  dans  Tanalyse  que  comnie  sig^e  de  la  ^ 
limite  Ters  laqoelle,  dans  chaque  cas  particalier,   une  fbnction  deat  11-^; 

•era  qnestion  alors,  de  la  forme  Aresin  (a-f/^'^  —  0»  pourra  Mre  ceaa^f^ 
eonverger,  tandis  que  «on  coefficient  ß  s'approche  indefiniment  de  s^fOf^' 
en  me  conformant  ainsi  en  effet,  k  Tegard  de  cette  notation,  k  Vnmjgß 
ordinaire  de  ne  pa«  8'aTi«er  d'attribuer,  k  priori  et  nne  fois  pour  toatoiy 
k  la  notation  o^  CP  etant  une  quantite  quelle  que  soit  donnee)  la  sign* 
fication  d*nne  certaine  et  unique  de«  limite«  Ter«  le«qHeile«  il  peat 

«e  faire  qne  de«  fonction«  de  la  forme  (o+/?V — l)y  conTergent,   ftaadla 

qae  leur  a+/?V — 1  «'approdie  indefiniment  de  xdro,  mal«  d*aa  conlraiie 
eaoneer  expre««ement,  d*apri«  natnre  de  la  chose,  que  oette  qotaliaia 
09  n'e«t  emploj^e  dan«  ranalj«e  qne  corome  «igne  de  la  limite  Ter«  la- 
quelle,  dan«  chaque  ca«  particulier,  une  fonction  xy  dont  il  «era  qne- 
«tion  alor« ,  pourra  ^tre  cen«ee  conTerger,  tandi«  que  la  Tariable  X  «'ap*  ■ 
proche  indefiniment  de  zero.  —  D*ailleur«,  il  «'en  «uiTait  naturellemeat 
d'analogne  determination  du  «en«  de  la  notation  Arcco«  (x), 

II  j  a  plu«.  Dan«  le  memoire  dont  il  Tient  d'etre  parle,  et  imme« 
diatement  apre«  aToir  fixe,  comme  il  Tient  d'etre  dit,  le  «en«  de«  de«x 
fonction«  mentionnee« 

Arc«in(x),  Arcco«  (j?), 

je  m*j  aTi«ai«  memo  (roir  le«  Acte«  de  TAcadömie  pour  Tannee 
1847,  pag.  294)  de  mettre  la  question  «nr  le  tapi«,  «*il  n'y  anrait  k 
propos  —  attendu  qne,   d'apre«  la  determination  de  &  propo«ee  par  moi 

(comme  il  est  dit  ci-de««u«),  rexpre««ion  (a-f/^V^ — 1)^,  en  «'approchant 
a  indefiniment  de  lero,  couTergera  elle-meme  Ter«  deux  limite«  df«tinc- 
tm  (au  moin«  dan«  le  ca«  de  ß  negatif),  «ulTant  que  la  couTergence  de 
•  Ter«  sero  «e  fera  da  cdte  poeitif  oa  da  cAte  negatif,  —  de  ne  de«ig- 


primfpMB  ei  de»  UHMUiikmee  primdpaux.  9 

f(,  par  suite,  «pMalemeot 


Cest«  Sans  doote»  cette  contradiction  manifeste,  entre  autres 
cktes,  qui  a  oblig^  dans  ce  mtoe  temps  M.  Caochy  ä  caaser, 
ins  la  d^finition   de  Texpreasioii   imaginaire,   la  notation 

V--1  et  i  l'y  remplacer  tout  siniplemeiit  par  la  lettre  i,  ou  — 
pov  rnieux  dire  —  k  abaDdooner  enti^rement  daoa  sa  aouvelle 
tUorie  oon - aenlement  1^  döfinition  ancienoe  de  i'expreasioD 
ifliginaire»  maU  encore  cette  d^nomiDatioD  elle-niöme,  en  la 
renpla^^t  par  celle  de  qnantit^  geom^triquer  et  eD  compre- 
Mit  aoaa  ce  nom  toiite  expreMioo  de  la  forme 

ffi)  a  +  ßU 

•f«e  cette  sedle  d^termination  (analytique)  da  sens  de  la  lettre  i, 
fie  t*  devra  ^tre  ceDse  äquivalent  k  —  1 »  oa  (en  d'aatres  terroes) 
fie  db^  däiiigDeront  les  deux  racines  carräes  de  —1  *).  »  Cela 
foetf,  et  en  adoptant  en  roäme  temps  les  däfioftions  saivantes 


MTfü  par  pr^ference,   comme  j'ai  ete  vena  de  proposer  alort,    Tane 

mk(k  aaTOir ,  la  premiöre)  de  ces  denx  limite«  par  la  Dotation  (ßV — 1)", 
Mb  dTan  Gontraire  enoncer  exprettement  —  (out   comme  il  vient  d'^tre 

dtt  actaellement  k  Tegard  da  «igne  o^  ~~  900  cette  Dotation  (ßV^^y* 
le  tera  employee  dant  Fanal^te  que  comme  «igne  de  la  liroite  ver«  la- 

fädle,  dana  chaqae  cas  particulier,  uoe  fonction  (a+/?V  —  1)^,  doot 
II  tera  qneation  afor«,  pourra  dtre  ceosöe  converger,  tandi«  qoe  ton  a 
t'approehe  indefiniment  de  s^ro.  En  effet,  il  n'j  aurait,  ponr  cela,  qne 
de  sapprimer  le  mot  „exclatlTe**   dans  la  determination  de  &,    pro- 

pot^  par  moi  „entre  le«  limites    ^  — 9r  et  (ezclasiTe)  x--{''^*** 

~  Toatefoia,    eo  egard  aux  motift  allegaes,  je  nosais  paa  alors  pro- 

▼eair  en  ütToor  d'one  teile  indetermination  de  la  notation  (ßiT — l)f*,  male 
eependaot  je  m'en  preoait  l'occaMion  de  predire  qn*k  mon  a^is  Ton  se 
traoTerait  Trai«emblablement  t6t  oo  tard,  et  aprd«  s'dtre  familiarite 
d'abord   nn   peu  arec   l'admitsion,    propotee  par  moi,    de    la   notation 

(c-|-/?1^-— 1)/*  mdroe  ponr  de  Talenr«   n^gatiTet  de  «,   oblige  k  conTenir 

de  ce  doable  sens  de  la  notation  (ßiT — \)f*.  —  Actuellemeot,  comme  Ton 
a  TQ  dant  le  rapport  fait  ao-detsue,  M.  Cauch  j  a  prononce  Ini-meme 
precisement  cette  opinion  ä  Tegard  du  sent  de  la  notation  Xf*  ponr  la 
Talear  de  X  (k  tavoir,  —  i4)  &  laquelle,  en  verta  de  ta  demi^re  deter- 
■ination  de  ^,  la  ditcontinnite  de  cette  fonction  a  ete  port^e. 

'}  Ezerc.  d*Anal.  et  de  Fhy§.  mathdm.  T.  IV.  ^.  \W  ^VA. 
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(10)  jK«  +  /^0=l(rt+^*, 

^  ^tant  limitö  par  At^c^ 

il  ß'eo  trouve  avoir  assujeti,  en  effet,  la  notation  (—1)»  ou  V^^^**) 
ä  däaigDßr  indistiDcteiDent  lesdeux  ±t  et«  en  g^n^ral«  la  notaüofi 
( — Äjf^  ä  d^fgper  indistiiicteinent  ies  deux  Af^e^^,  p.  ex.  (— i|^, 

•a  V-^J=±iV-4,  etc.  Et  de  teile  maoiere  U  a  effectiyenMnt'^, 
^yit^   la  contradietioD    ci-des^us   meDtioDöe.  ^ 


"1 


Apr^s  ce  räsum^  bielorique»  maiDtenant  je  vais  pnMuier  l'^l^ 
jet  principal  de  cette  eoniinanicatioD.  En  m'apercevant  que  M. 
Canehy  ayant  prbi  connaissance  des  raisons  en  vertu  desquelÜM 
je  io*ätaie  tronv^  obl^ö  ä  prdförer  saa  d^termination  de  &  ci-det^^ 
011«  indiquäe«,  il  n'avait  pas  mein«  jog^  ä  propos  de  «'arr^ter^  ea 
d^BitlFe»  k  la  sienne  (avec  la  «eule  modification,  que  je  vienfi 
d'indiquer.,  coBeernaat  la  Don-exclusioo  d'aucune  des  limites  ±9fjU 
je  ne  put  naturellement  m'emp^cher  d'entrer  en  d^fiance  de  moo 
projet.  Je  ne  pouvais  pas  non  plus  d^savouer  rimportance  dt 
Targument  pour  le  Systeme  de  M.  Cauchy  qui  se  trouve  indt, 
qu^  par  Ies  deux  propositious ,  citöes  plus  haut»  des  logarithmes 
priocipaux  et  des  puissances  principales  des  quantit^s  conjur 
guäes,  propositions  qui  ne  peuvent  ^tre  g^n^ralement  admiseSj 
dans  le  eystdme  qui  se  fonde  en  mon  projet ,  pour  des  quantit^ 
dont  la  partie  reelle  est  n^atjve  ***).  L'importance  de  Targumeiit 
dont  il  s'agit  se  fait  mieux  sentir,  si  Ton  observe  qu'il  se  trouve 
en  effet  intimäment  li^  avec  cet  autre  argument  pour  le  projet 
de  M.  Cauchy  qu*en  vertu  de  ce  Systeme  la  discontiouitö  (qu'en 
effet  on  ne  peut  äviter  nullement  ni  par  Tun  ni  par  l'autre  des 


*)  Exerc.  d'Anal.  et  de  Fhys.  math^m.  T.  IV.  pag.  248  et  256. 
*«)  Ibid.  pag.  257. 

««•)  Ain«!  p.  ex.,  en  vertu  de  mon  projet,  Ton  anrait 

l(-^+ÄV^)  =  l(r)+'(>V^,asavoir,^=«-Arctg^, 

l(— il-i?V^)=I(r)+^V^^,    .    .    .  ^'=»-Arctg*' 
{A  et  B  po<itif«,  r  etant  le  modale) 

et,  far  ceneequeat,  4t'  aen  = — ^. 


I 


prinetMia  €l  dei  iogwitknut  prindpaux.  \\ 

vjiikfBiM  doot  U  s^aglt)  des  deiiz  fonctioiis  \{x)  et  jpm  m  trooverm 
ptt^  ä  la  valeur  m^me  /3  =  0  qni  forme  precieämeiit  la 
fittite  eDtre  lee  valears  reelles  et  lee  yaleore  imagi- 
laires  de  x  (=a4-/f0,  tandls  qo'aa  moyen  de  mon  projet»  qol 
fxelenr  dUcontinoit^  h  la  valeur  crsO,  eile«  deroeareraient  coo- 
taes  dane  le  paasage  de  la  variable  x  du  r^l  k  rimaginaire  *). 
lUs  U  y  a  effectiveiDent  une  maniäre  de  procMer,  i  Taide.de 
kpelie  on  aera  condnit,  il  ne  ae  peat  paa  plaa  ainplement  et 
Inctement«  k  la  aoluti^on  d^isive  de  la  queation  doat  il  a'agit 
beffet,  aa  lieu  de  conaid^rer  les  deuz  fonctioaa  dont  il  a'agit 
tont  d'abord  dana  leor  plua  grande  giSnäralitö,  qu'on  s^  cootente 
fopörer  an  prämier  abord  aar  le  cas  partieulier  !e  plua  almple, 

Il  baction  m^me  V  a  +  6i,  et,  en  y  omettant  toatea  conaidärati- 
«9  g^om^triqnea  (ou  trigoDoro^triquea)^  qn'on  ae  propose  de  cher- 
ckr  directement  quelle  que  aoit  i'expreaaioD  (ou  la  foDction 
de«  et  de  b)  puremeot  aigäbrique  quil  coDvIeoDe  k  repr^ 
Mtsr  par  cette  notatioo.  Ed  ebercbaot  donc»  en  prämier  üeii» 
FtqireaaiGii  alg^brique  dea  racioea  de  i'äqaation 

%^z=a-\rbiy  (a  et  6  quantit^  r^liea), 

tm  troBTera»  an  moina  ai  l'on  omet  d'abord  le  cas  de  6=0, 

<r  d^ignant  la  modale  STa^+b^» 


*0  Alnst  p.  ez.y  an  moyen  de  mon  projet,  \^x  demearerait  fonction 
cHitinae  de  X^  tandi«  qne  X  toU  reelle,-  m^me  pour  x=0,  ou  qu'en  Terta 

4e  lii,  V^— il  n'a  qu'ane  aniqoe  yalenr,  non  moins  qoe  \^A  elle-m^me, 
et  de  plus  toates  le«  deax  conyergent  avec  A  ind^finiment  Ter«  sero;  — 
saia  BOB  pa«  ainsi  nüllement  d*apr6«  le  projet  de  M.  Canchy,  tu  qn*en 

▼ertn  de  lai,  V" — A  a  deax  Taleur«  distinctes  (k  taroir,  dbV^*0  P^^* 
diifae  Talear  potltive  de  A, 

**)  £b  effet,  ponr  troaver  lef  quantites  reelles  u  eiv  propre«  k  vö* 
rifier  r^qaation 

(tt+rO*  =  ö+W,  (*  n'etani  pa«  =0),  . 
'    OD  B'anra  ^▼idemment  qu'&  resoudre  ce  «yst^me  d'eqnation« 

«•  — f*  =  ö, 

•B,  plntAt,  le  «nivaat 

i^=— = 2""-^ — ,  ou  u=±Y  -2-> 

6 

^  -^_ • 

•-2i' 
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et  comme  ^videmment  cette  expresilioii  de»  racines  convieot  ^ga- 
Itfroent  aü  Gas  m^nie  6=0,   soit  que  Ton  y  eotend  -f  1  ou  *^1 

par  la  i^otation  -rp  *),  il  s'eoauit  n^essiurement  qua  Ton  aura, 
en  toüscas,  . 

atf   if^ 

Cela  posö;  poar  d^cider  ^  läquelte  des  deuz  expreisisions  dans 
ce  ^econä  ihiiembre  ii  convienne  d'attribuer  la  notation  particuli^re 

V a  +  bi  et,  eh  möme  temps,  la  denomination  de  la  racine  cär- 
röe  principale  de  a-^-bi,  il  sufBra  d'observer  que  dans  cet  ^gärd 
OD  n'est  Obligo  par  les  partied  pr^cödentes  de  Tanalyse  qu'&  y 
cholsir  Celle  des  deux'  expressiops  dont  il  s'agit  qa\,  dans  le  cas 
ö&»  b  6tsaii  =0,  a  est  ürie  quantitö  positive  il»  se  r^daira  '^  VA. 
Enüffet,  eomme  il  n'y  a  ävidemment  que.la  sup^rieure  s'eule  qui 
sätisfaiiäciettfe  condition;  Toii  eii  est  conduif  d^cisivemeot  ä  adop- 
tier., pour  tous  fes'cas,  cette  däfinltion: 

(12)  .   Ww'^y  '4^+ ^, V  ^•*' 

et  il  est  clair  qu'pii  od  a  attribaö  ä  la  notation  y  a  +  bi  une  valeur 
unique,  finie  et  determio^e,  pour  chaque  Systeme  de  valeuvs  des 
a  et  6,  except^  le  cas  oü,  Mutant  =&,  ii  est  une  quantitö  nöga- 


d'oa  vient 


c.  ä  d.  leseoond  membre  de  (11). 

*)  Va  qne  le  raisoonement  dans  Ja  note  qu*on  Yient  de  lire,  appli- 
qu6  k  r^qaation  z^z=a,  doiine  ^Tidemnient 

»=J.V«  ou  ±V^.i, 

soiTant  qae  a  toit  positif  oa  n^gatif. 

**)  Adjoindre  ici  de  nioU  d'explicatioD  de  ce  qae  l'on  aura  k  enten- 

dre  par  la  notation    — — ^  dans  le  cas  particolier  ^=0,  ce  ne  terait  qae 

•operflu,  TU  que  l'on  sait  d^jä,  des  parties  precedentes  de  Tanalyse,  que 
cette  notation,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  n'est  capable- que  des  deax 
Tslears  db^?  ®t  qae,  de  plus,  od  aara  dans  ce  cas  tout-ä<-fait  le  mdme 

rösaltat,  soit  qae  l'on  j  remplace  —^  par  Tone  ou  par  rautre,  ou  mönie 
par  les  deax  J^l  ä  la  fois. 
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tire  ^A,  maUi  qaelie  aura»  dans ce  caa»  lee deoz  valeara  distioc- 
tos  JiVA.i.  De  plus»,  comme  en  effet  ces  deax  valeara- lä  ^oi- 
raleot  prMs^ment  aux  deax  Hmites  m^mes  vera  leaquellea  cod- 
rergera  le  aecond  menibre  de  la  formale  (12)»  tandia  qoe»  a  ^taat 
ne  qaaotitö  negative,  6  a'approche  indäfioiroent  de  z^ro  du  c<)td 
des  qoaotit^s  poaitiyea  ou  de  celui  des  quantit^s  negatives,  il  en 
est  Evident  qae  par  cette  d^finition  (13)  ori  a  effectlvement  adopM 

k  coDTention  de  ce  que  la  ootation  V  —  A  sera'  cens^  capable, 
m  g^oeral«  de  deox  talears  distioctes«  savolr  :izVA.i,  maia  de 
phs  que  de  ces  deux  vi^leara,  en  definitive ,  la  sap^rieure  seule 
OB  noMrieore  seale  aera  censäe  valear  uaique  de  cette  expresaion 

iT^  dans  chaqae  calcul  oü  eile  entre  comme  llroite  d'une  fonc- 

tira  imaginaire  de  la  forme  V — A  +  bi  doot  le  coefBclent  de  i 
CMverge  Ind^fieiment  vers  zäro»  saivant  que  cette  convergence 
Tirs  z^ro  se  fera  da  c6i4  des  qaant  positives  ou  de  celui  des 
fnai  negatives*)..  Ainsl  p.  ex.,  en  vertu  de  cette  d4finitlon,  la 

Mtition  V— 1  sera  capable,  en  gön^ral»  des  deux  valeurs  db'r 
■iis,  dans  chaque  calcul  oii  eile  entrera  comme  limlte  d'une  fonc- 

tkm  imaginaire  de  la  forme  V  —  1  +  6^  dont  le  coefficient  b  con- 
Teige  Ind^finlment  vers  z^ro,  Ton  devra  censer,  en  definitive, 

(13)  V^=l=±»-, 

■ 

ndrant  que  cette  convergence  vers  z^ro  se  fera  du  c6i6  des  quant 
positives  ou  de  celui  des  quant.  negatives. 

Haintenant,  passoos  k  la  notation  plus  generale 

n 1 

a4)  VTfbi,  ou  (a  +  bi)\ 

[n  designant  un  nombre  entier  quelconque  >  I]. 

En  observant  d'abord  qu*une   quantitä  quelconque  a  4-  bi  dont  on 

am  designä  le  module  V  /i*+6*  par  la  lettre  r,  peut  etre  repr^- 
sentöe  par 

T(co8i+isin{)f 

t(\*tLrgumeiii)  designant  un  arc  r^el,  quelqu'on  aura  bien  voulu 
s'y  choisir  dans  Finfinite  de  ceux  qui  v^rifient  les  deux  conditions 

(15)  Tco»t^a,  rsint^sb, 

^  que,  par  suite,  on  aura  constaniment 


*)  11  est  sise  de  reconnaltre  l'analogle  remarqnabfe  de  cette  dlÜal* 
liiB  et  de  cellea  det  notationt  Arcsin:r  et  Arccos  ^,  donn^ee,  comme  il 
«t  dit  fim  haot,  dane  moo  memoire  da  10.  F^vrier  1847. 


'jt 
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il  ne  faadra,  pour  trouver  I9  d^finition  cony^nable  de  la  Dotation 
dpnt  il  s'agit»  que  de  chercher  d'abord  ies  racines  de  ['öquatioii 

et>  apr^  que  i'on  en  a  troavö  Ies  deux  formales  connues 

r 


a7)  {0.)> 


i  2ft«  .  .  .  2*« 

•  iss  cos  — —  ±  t  Bin  — — ; 


t# 


a  +  öi  ou  i(a  +  bi))^  d^signant^  eonme   k  ftirdt 


naive,  pour  abröger»  Texpresaion  analytique  qui  renfoint 
i  la  fbis  Ies  racines  (doot  il  s'agit)  toutes  eDsemble]» 

d^bseryer  enfin  qu*en  choisissaut  parmi  Ies  diTorses  qoaatittf%  mt 
npmbre  de  n,  qui  se  trouvent  comprises  dans  le  second  momlm 
de  la  formale  (16),  une  seule  k  laquelle  il  convienne  d'attribiipr, 
par  pr^färence,  la  Dotation  (14)  et  lard^nomination  de  i^acine  prin- 
clpale,  Ton  n*est  oblig^«  dans  cet  ^gard,  par  Ies  parties  pt^e^ 
dentes  de  l'aDalyse  qu'ä  y  cboisir  celle  qui  >  eo  ^taot  sa  definitioD 
de  la  forme 

(18)  VTFW=  Vr .  (cos  J  +  t  sin  J), 

remplira,  quant  ä  l'argument  ^,  non-seulemeot  Ies  deux  condlfiions 
g^närales  (15) ,  mais,  de  j[>lns> 

cos-ml. 
Sin  ^  =  0, 

2)  pour  n=2,  Ies  conditions  < 


sin|:=±^-2^ 


snivant  que  b  seit  positive  ou  nägatiTe. 

En  effet»  comme^  en  vertu  de  ce  2),  quelles  que  soient  loa  dtaz 
quantitös  r^eUes  a  et  b,  Tarc  d  de  la  racine  en  qaestion  janin 
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de  I«  propiMM  d*aTtir  pMV  nioiti^  on  arc  dont  le  ooslmi»  me 
••ra  jnnaU  a^gatlf,  et  qoe,  de  plus,  taoß  iesmrca  i  qol  aoat 
pepvea  k  v^rlGer  les  den  cenditlom  gän^rales  (15),  ne  dUbraat 
eatre  eaz  mimrfriqaemeat  qoe  per  aae  oa  plaaieiira  drceaMreacea 
eoti^rae  (in),  Von  eo  eat  condail  ^iMenaieat  k  adopter  poar  ^ 
eeM  de  cea  arca  I  qoi  DOiHaealeiiieDt  ae  sorpaaae  paa  Baro<nriqiie- 
ai«it  2)f,  mala  pas  mtoe  n*),  par  cona^qoent  celol,  es  Mai* 
Uwe,  qui,  en  rempliaaant  lea  deux  conditiona  gäo^ra- 
lea  (15)9  aera  compris  entre  n  et  ^n  (incluaivement). 

C'eat  präcia^ment  par  cea  derniera  niota ,  et  aan«  qa  il  y  aora 
beaoin  k  pr^aent  de  prociMer  plua  loin  dana  le  raiacnnemei^t,  qae 
Vobjet  priocipai  de  cette  Gomroouicatbo  ae  troave  d^pi..  En  effet, 
de  oi^aie  qee  ]*«Taia  aatiefoia  4dodc^  publiquemeot,  comme  U 
üt  dit  plua  haut»  ropinioB  que  j'avaia  alora  de  h  pr^ttreace  de 
mk  ddtemiiBation  de  &  anc  celle  de  M.  Canchyi  en  iodiquant  en 
Bitme  teaq[Mi  lea  motifa  de  cette  opinioa,  J'ai  voulu  aujoard'boi 
Mi-aeulement  —  ce  qu'il  y  avait  de  nion  devok  •*«  f  vouer  ainc^re» 
MBt,  qae  dka  k  pr^aent  je  aaia  d'accord  enti^remeot  avec  IL 
Caachy  de  ce  qa'il  faot  mdopter,  en  definitive,  aa  deroüre  d^ter- 
ahatlon  de  &  (k  aayoir»  celle  qul  o'exclne  pas  ni  TiiDe  nl  Taatre 
im  llmitea  Jrit),  mala  encore  indiquer  briövement  —  comme  je 
Tai  fait  ci-deaaua  —  lamaniöre,  preaqu'ä  r^^tonoement  aimple  **)« 
18  aioyen  de  laquelle  je  me  auia  enfio  trouv^  mia  k  Tabri  de  toute 
anbif(olte  daoa  ce  point-lä,  et  de  laquelle  certainement  tont  autre 
fpw  moi  qnl  a'int^reaae  pour  la  partie  de  l'analyae  dont  II  a*agit^ 
•e  troovera  condnit  directement  an  m^me  bot.  De  plua  11  eet 
Ment  de  ce  qui  a  4t4  dit  au  deasna  que  Taveu  dont  je  vient  de 
ae  d^ger,  implique  iKkeaaaireroent  cet  autre  que  j'ai  reconnn, 
Boi  aoasiji  avec  H.  Caucby  la  n^ceaaitö  de  n*employer  plua  le 

Signa  V— -1  dana  la  d^fioitioD  d'expreaaion  imaginaire  ou 
(poor  fkire  uaage  de  la  d^nomination  propoa^  par  moi)  de  qu^n- 
tiU  analy  tique  en  g^n^ral.  Au  reate,  k  ce  que  j'eapöre,  j*au* 
nti  roccaaioo  bieotl^t  de  präsenter  k  rAcad^mie  une  eiq>oaition 
plos  compldte^  et  fondäe  aur  lea  principea  indiqu^  auperficielle- 


*)  II  est  evident  de  cela  qa*en  effet  od  ne  ponrra ,  tane  Tloler  la  d6- 
ioidoo  (li),  adopter  ponr  4^-limitee  ni  celle«  de  M.  Lamnrie  et  d'ao- 

•    tret  (0  et  2ir),  ni  celle«  propo«^e«  par  moi  auparaTant  {Z-Jr^J* 

**)  Que  jnsqn'4  ce  Joar  pereonae  (jk  ce  que  je  «ai«),  ni  mtoe  M« 
Ctacby,  a*a  Jamal«  rois  k  profit  cette  roanidre  tris-simpley  c'e«t  qa*on 
M  pent  assei  admirer,  en  ^gard  k  ce  qu'il  y  a  d'basardeni  de  traTalller 
ar  r^dlilce  d*nn  «yst^roe  «clentlfiqne  arant  qn'on  n'alt  eu  «oin  d'y  Jeter 
^  le«  foademens« 
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ment  aajourd'bui,  de  la  th^ori^  des  pnursaDces  priocipales  et  des 
logarithmes  principatix^  sans  qu'ii  y  aura  besoio  d'abändonner  en- 
Ü^remeDt,  comme  Ta  fait  dernUtreraent  M.  Caücby^),  la  tb^orie 
JQsqu'ici  adöpt^e  des  quantit^  analytiqaes  et  dp  la  reroplacer  par 
un  Systeme 9  jusqu'ä  la  d^nominatioii  m^me  y^quantitä  g^oni^- 
trlqae'S  enti^rement  noaveau  et  basä  sur  des  prfnclpes  piire^ 
»call  g^mtftriques. 


"  Postttcriptiiin.  II  est  k  propos  d'anDöncer  ici  de  ce  qn'en 
^ffef  j*ai  euToccasion  plus  tard  de  faire  rexposition»  mentionni^e 
d-dessas*^  de  lia  tb^orie  des  paissances  priDcipales  et  des  logarith« 
jDofes  principaüx  daids  ün  memoire  ^»Sar  les  fonctions  oi^  et 
,Log/9(jr)''  prdsent^  k  l'Acad^mie  desSbiences  deStockboIm  dans 
le  inoi  de  Jiiin  1852. 

Westet&s  (en  Sndde)  le  14.  März  1853. 


■  1 


E.    6.    BjSrting. 


*)  Volrlet  cabien  recemment  pabli^t  (dont  je  Tiens  de  parier  oi- 
detsof).  des  Exercices  d'analyce  et  de  pbytiqne  mathem^tiqae 
de  M.  Caacby. 


.\; 
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H^tliode  ponr  la  rösolution    algc^briquc    de   ccrtaines 
eqieces  d'equations   d'un   d^gre  quelconque, 

par 

Monsieur  Dr.  JB.  G.  Björlingy 

Lector,  Membre  de  TAcad.   des  science«  de  Stoclcholm 
k  Wetter&8  on  Su^de* 

(Extrait  de  TAper^u  des  Transactions  de  TAcad.  de«  «cienceii 
de  SCockholm,   S^ance  da  11.  F^vr.  1852.) 


Paiihasard  il  m'arriva,  il  y  a  quelques  jours,  de  me  ressou- 
vesir  d'aFoir  vu  autrefois,  dans  TArchiv  der  Mathein.  und 
Pkysik  deM.  GrnDert(Th.l.p.254),ravertissenientd*uneiiiethode 
ooDvelle  pour  resoudre  alg^briquement  les  equations  du  3*^"*^  dägrö, 
ttpo6<^e  dans  un  articie  intitul^  „Neue  Auflösung  der  cubi- 
sehen  Gleichungen,  von  Herrn  J.  Cockle  (Aus  Cambridge 
iDatbein.  Journal  No.  XU.  frei  übersetat  Ton  dem  Herausgeber). '^ 
Od  peut  comprendre  aisäment  l'idöe  de  cette  möthode  an  moyen 
des  lignes  suivantes : 

1)  Les  coefBciens  de  T^quation 

a:'  + aar*  +  6a?  +  c=0 

• 

remplissant  la  condition  3ac=^b^f  si  l'on  transpose  d'abord  le  terme 
^  et,  puisqu^on  aura  multipliö  les  termes  de  T^quätion  nouTelle 
par  3a6,  que  Ton  y  ajoute  aux  deux  membres  le  terme  a^x^,  on 
n'aura  qua  resoudre  Tequation 

a  (a« — 3Ä)  a:3  =  (aar  +  6)8 , 

'  00,  ce  qui  revient  au  m^me,  l'äqaation  binome 

neii  XXL  ^ 
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a(a«-36)  =  (o  +  ^»; 

et  2)  toutes  les  fois  que  les  coefBciens  de  T^quation  propos^e  ne 
remplissent  pas  la  dite  condition,  alors  il  ne  faudra  que  d'y  poser 

pour  la  r^duire  ä  une  äquation  en^,  du  3^*^^  dögre,  dont  les 
coefficieDs  v^rifieront  la  condition  meniionnäe«  ponrvu  que  Ton  y 
adopte  pour  z  Tune  ou  Tautre  des  racines  d'une  certaine^quation 
du  2«^«  dägr^. 

Cela  ^tant,  il  m'a  intäress^  de  chercher  quelle  soit  la  propo- 
sitioD  generale  dont  la  präc^dente  1)  ne  forme  qu'un  corollaire 
pour  le  cas  particulier  de  T^quation  du  2^^^  degr^,  autant  plus 
que  de  prime  abord  je  ra'^tais  aper^u  de  ce  qu'en  effet  cette  mö- 
thode  d^e  r^solution  ne  dopend  pas  nulleinent  du  coefficient  de  la 
plus  haute  puissanee  de  o?,  et  qne^  par  cons^quent,  eile  ferait 
connaitre  ä  ia  fois  les,  racines  d'une  äquation  du  m^'^*"^  d^gr^  dont 
les  coeffieiens  sont  propres  ä  v^rifier  de  certaines  conditions,  et 
'  Celles  d'üne  äquation  du  (m — xy^^ie  dägre  dont  les  coefBciens  rem- 
plissent les  m^mes  conditions.    En  voici  le  r^sultat! 

1)  Pour  trouver  les  racines  d*une  ^quation  quelconque  de  la 
forme  suivante: 

(1)  Q:=ia  +  bx^cx^^da:\ 

dont  les  coeffieiens  u,  bj   o»   n'^tant  pas  =0  aucun^  v^rifient  la 
condition 

>       («)  ca  =  \b\ 

il  ne  fandra  que  de  r^soudre  Täqnatlon 


1    -^+V^^'~ 


Zcbd 


(1') 

X  0 

Et  comme^  en  eVet,  cette  proposition  subsiste  encore  dans 
le  cas  oü  d  soit  =0^  Ton  en  peut  conclure  immädiatement  que 
les  racines  de  toute  i^qnation  complete  du  2*'^«  d^gr^ 

0:=ia+bx  +  cx^9 

dont  tons^les  coefBciens  T^rifient  la  condition  (tt),   pourront  ^tre 
pnis^es  de  la  formale 
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pMmi  qoe  Tod  y  fait  Cg  repr^venter  TuDe  apr^s  l'autre  des  deux 
nooes  cubiques  imaginaires  de  Tunit^. 

2)  Poar  troaver  les  racioes  d'ooe  ^quation  quelconque  de  la 
/ihm  soiirante : 

(2)  0  =  a+Ä4f+4>x«  +  rfa:»  +  6ar4, 

ibit les  coefficiens  a,  6,  c,  <2,  n'^tant  pas  =0  aacrni,    vörifient 
h  dem  conditions 

iw&ndfm  qne  de'rösovdre  l'^vation 


9) 


1         — rf+Wrf*— g<Pc6 

3C, 


Et  compie,  en  effet»  cette  proposition  subsiste  encore  dans 
^m  ovL  e  soit  =0,  Ton  en  peut  concjure  imm^diatement  que 
bracioes  de  tonte  ^quation  compl^te  da  3'^'  dägr^;  de  la 
tvoe  (1),  dont  tous  les  coäfficiens  v^rifient,  non  plus  la  condi- 
hi  (ff),  mais  les  deux  conditioDS  {ß)  '*'),  pourront  ^tre  puis^s  de 
k  fonnale 

powa  que  i'on  y  ffiit  §4  repr^seoter  successiyeineDt  toutes  les 
racines  4»^««  de  Tunit^,  k  TexceptioD  de  la  seule  + 1. 

3)  Pour  troaver  les  .racine«  d  une  equatiou  quelconque  de  la 
forme  sai?ante : 

(3)  0=;:a+6x  +  ca?2+£Lr»  +  ejr*+^«*, 

idootlescoefficiens  a,  6,.,. .6,  n'^tant  pas  =sO  aucun,  v^rifienties 
1^  conditions 


*)  En  effel,  de  cet  deux  conditioos  (ß)  on  tire,   pour  la  relation  de« 
vtfficient  a,  ö,  C,   non  plus  la  formale  (a),    mais  an  Heu  cette  aotre: 


«=?«.. 


^* 
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(y)  j  e»6  =  (0 


,   il  ne  faadra  que  de  räsoudre  T^quation 

6 

(Ö; J 

Et  comme»  en  effet,  cette  propositioD  subsiste  encore  dans. 
le  cas  oü  /  soit  =0,  Ton  en  peut  coiiclure  immediatement  que 
les  raeines  de  toute  ^quation  compl^te  du  4*^">«  d^gre,  de  la 
forme  (2),  dont  tous  les  coefficiens  verifient,  non  plus  les  coadi- 
tions  (ß),  mais  les  trois  conditions  (y)*),  pourront  4tre  pnis^tos 
de  la  formule 

ponrvu  que  Ton  y  fait  €5  repr^senter   successi?ement  toutes   les 
raeines  5*^>^«  de  l'unite,  ä  Texception  de  la  seule  -{-l. 

Bfaintenant^  voici  la  proposition  generale: 


Thäoreme    1. 

Pour  trouver  les  raeines  d'une  equation  qaelcon- 
qne  de  la  forme  suivante  (m  d^signant  un  nombre 
entier): 

(I)  0=00  +  Oi^-^a^x'^  +  ....  +  ümX^  +  flm+i  X"^\ 

dont  les^coefficiens  a^y  ai,....(im  (quel  que  seit  le  coef- 
ficient  an^i),  n'ätant  pas  =0  aucun»  värifientles  (m  — I) 
canditions 


.i 


*)  En  effet,  de  cet  trois  conditions  (y)  on  tire ,  pour  la  relation  des     * 
coefficiens  d^  b^  C,  et  pour  celle  des  coefficiens  d',  n,  C,   non    plus  le« 
formales  (ß),  mais  an  Heu  les  deox  sniTantes: 


■    •   "  I 
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(A) 


-  (m)4/-2         V 


il  ne  faudra  que  de  rösoadre  röqnation 

l       -  om  +  W  a*^^ —2(1  +  --)a""'^  am-i  a«+i 
>        X -^ 2 

La  d^monstratioD  sera  donn^e  k  Flnstant.  Mais  cependant  ii 
est  essentiel  de  remarquer  leiten  passant»  que  cette  proposition 
sabsistant,  en  effet,  encore  pour  le  cas  de  am4-i=0,  od  en  tirera 
immediatement  cette  autre: 

Theoreme    2. 

1)  Les  racines  de  toute  äquation  c'omplkte  du  m^«^ 

d^gre 

(11)  O=ao  +  «i^+  a«ar*+....+€tma!«, 

dont  tous  les  coefficiens  v^rifient  les  (m — 1)  conditio 
ons  (A),  pourront  4tre  puis^es  de  la  formule 

pourvu  que  Ton  y  fait  Sm^i  repr^senter  snccessivement 
toutes  les  raeibes  (911  + 1)<^">«*  de  l'aDitö,  k  l'ezceptioD 
de  la  seule  -|-L    De  plus 

2)  pour  trouver  les  racines  d'une  ^quation  quel- 
conque^  de  la  forme  (II),  dont  les  coefficiens  Oq,  Oi,  .... 
•*"  an-i  (quel  que  soit  le  coeff.  Om),  n'^tant  pas  =0  au- 
can,  Förifient  les  (m  — 2)  conditions 


*)  A  faToir,  le  coefficient  binomial,   conime  k  rordinaire* 

Vi 
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(iji-l)a/_2_         Y 

3  {»»  —  1)4/    2  V 

il  ne  faudra  que  äe  räsoadre  T^quation 


(B) 


y  1  1      I    ■     I  I        *  I       H    11  > 


C»»''      X-  2 


jjj__j  am-^HkAni 


m 


""~|  Arn— 2 


lA  dämonstration  du  tfa^r^me  1.  pent  ^tre  foniiul^e  aiosi 
qu'il  suit: 

Au  Heu  de  l'öqaation  (I)  ou,  ce  qui  revient  au  ttittoiey  de  b 
suiFante 

OD  obtiendra,  en  multipliant  par  fta  a^^^^  (ces  deux  coefficiens 
n'ötaDt  pas  =0,  111  Tuo  ni  l'autre)  et  esajoutant  aux  deux  inem- 
bres   a^    x^ ,  la  nouvelle  öquation 
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on  bien  k 

2 

m-M  1         -1  m^"'"* 

c.  äd.  ä  l'öqaation  (F)  elie-m4me,    toutes   les  fois  que  les  co^fB- 
ciens  Oo,  a|,....ain'satisfasseDt  aux  conditions  8ai?antes: 


(m 


(m  + 1)4 


m-l  /2  \«H-1 

c.  ä  d.  aux  conditions  (A)  elles-m^mes,  mentioDii^es  dans  le  thöo- 
r^me  1»  et  que«  par  cons^queut,  aucun  de  ces  coefficiens  ne  soit 
pas  =0  (vu  qu'en  vertu  de  ce  qui  a  4t6  dit  au  dessus,  les  deax 
coefficiens  Om  et  On^^-j  n'y  sont  =0,  ni  Tun  ni  l'autre). 

C.  Q.  F.  D. 

Nota  i.  Que  les  coefficiens  iiQ,  ai,..,.atm-i  de  T^quation  (II) 
ne  p^uvent  pas  satisfaire  ä  la  fois  aux  conditions  (B) 
et  aux  conditions  (A),  c'est  qui  est  evident  de  ce  qu*en 
eliminant  Om  entre  les  deux  premi^res  des  conditions 
(A),  on  en  tirera  la  irelation 

3,        ,,  /    2  V 

ümr^l  Om-s  =  g(W— 'l;2l  yn_|  <hn-%J   9 

qui  s'oppose  övidemment  ä  lapremiäre  des  conditions  (B). 

Nota '2.  l)  Dans  le  cas  oü  les  coefficiens  Qq,  a^,,...(tm  d'une 
equation  proposäe  corapi^te  (II)  du  m'^>^  d^re  ne 
sont  propres  ä  satisfaire  aux  (m  — I)  conditions  (A), 
mais  qu'au  lieu  ses  coefficiens  am,  am-i9«.**ao  rem- 
plissent  les  conditions  analogues  qu'on  obtient  en  rem- 
plagant,  dans  les  formules  (A), 

respectivement  par 


ii  eertaines  especes  tt^guaHans  ttun  tUgri  quekongae.        26 

flm>  fl»— X  9  •  •  •  •  ^\9    "o» 

les  racines  de  cette  öquation  proposöe  seront  donnöes 
ävidemmeDt  par  la  formule 

• 

rnoQ  - 

Et  2)  pareillement»  dans  le  cas  oü  les  coeffidens 
ffo9  0| '  ••••  <ifli-i  d'une  öquation  proposäe  de  la  fonne  (II) 
nesont  pas  tellement  composös  qu'ib^  n'ötant  pas  =0 
aucuD,  satisfassent  aux  (m-^2)  conditions  (B)^  mais 
quau  lieu  ses  coefficiens  Om,  Oai-i;  ••••  (h»  n.*toot 
pas  =0  aucun^  rempliaseot  les  conditions  analogues 
qu'oD  obtieot  en  rempla^ant,  dans  les  fonntües  (B), 

^0*    **!>   ••••   **»— 1 

respectivement  par 

les  racines  de  cette  öquation  proposäe  seront  donnöes 
övidemment  par  la  formale 


m 


ar=: 


-Oi  +  Vy    «1  "•-- ^[31  «!"•"*  «««0 


2 


i 
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■\-  b  cot  x\C  sinx' 


/'  dx 

par 

Monsieur  Dr.  £.  G.  BjSrltngy 

Lector,   membre  de  TAcad.  des  sciences  de  Stockholm 

ä   Westerä«  cn  Sa^de. 


1.  Pas  comme  quelque  chose  de  nouveau,  seulement  ponr 
contribuer,  tant  soU  peu,  a  apporter  plus  de  rigueur  aux  raisoi\- 
nements  et  aux  r^sultats  dans  la  th^orie  des  integrales,  soit  de- 
finies  soit  indefinies,  qu'il  me  soit  permis  de  publier  les  considä. 
rations  suivantes  sur  Tint^grule  eu  question,  ä  propos  d'uu  at- 
tide  insär^,  il  n'y  alongtemps,  dans  cet  Archiv  Th.  XII.  (p.  409 
et  suiFS.) 

L'auteur  de  rarticle  mentionnö,  en  se  rapportant  a  la  gänä- 
raiite  preteudue  de  la  formule 

(„)    /l^_  =  _J       arc(co8  =  ?4^^?^C.(rpo«itiO, 
^^  J  a  +  rcosy      y^2_y2       ^  a+rcosy'    '  \  *^         ^* 

fut  amen^,  eu  vertu  d'elle>  au  resultat  suivant: 

/^»»^  dx 2mgg 

o  +  6  cosa:  +  csinor  *^  V^aSU-^aJI^' 

(m  designaut  un  nombre  entier  queiconque),   et  particulierement, 
dans  les  termes  de  cet  auteur,  ä  „la  formule  connue*' 


JL  P^''  ^^ l 


6«— c« 


o 
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dx 


tont  en  y  supposant  a*  >  6*+ o*.    Pour  le  eas  contraire ,  a*<6*+c*, 
il  y  en  a  trou?e,   sans  räserve» 

da;  ^ 

=  0. 


^cos^-h^sino? 


Cependant  on  s'apei^oit  aist^ment^  tton-setdement  1)  qae  les 
deux  fonnules  (ß)  et  (y)  sont  inexactes  pour  le  cas  de  a  n^gatif, 
61  toutefois  on  entend  par  le  signe  V«  comme  ä  Tordinaire^  la 
racine  carree  positive,  mais  encore  2)  que  la  fennule  de  pr^- 
misse  (a)  ne  subsiste  en  effet  que  dans  ie  cas  oü  la  variable  y 
soit  comprise  entre  des  limites  telles  que  les  deux  a-f  reosy  et 
sin^  soient  des  quantit^s  de  ipdme  signe>  si  toutefois  on  se  tient^ 
ä  lusage  ordinaire  d'entendre,  par  la  notation  arc(cos=a;),  un  are 
compris  entre  les  limites  0  et  tc^)^   et  que>   de  plus,   3)  dans  ie 

cas  de  a  numäriquement  <  V6*+c*,    la    valeur    g^närale   de 
Tintegrale  dans  la  formule  (d)  ne  peut  pas  ^tre  z^ro. 

Pour  savoir  ce  qu'il  y  a  de  vrai  dans  ce  sujet,   il  suffira,   ce 
'     me  semble,  de  ees  quelques  lignes  suivantes. 

2.    Afin  de  trouver  la  valeur  de  Tint^grale 


<^>  fä-Sr^coBX'  ^^  P"«*'*">' 


en  supposant  qu'il  ne  s'agit  point  de  valeurs  de  x  telles  que 
a-f  rcos^  soit  =0>  nous  posons  d'abord 

cos^=^,  ou  plut6t  :rf=arccos^, 

d'oü  il  est  dair  que^    pour  commencer^    nous  ne  considerons  ici 
que  des  valeurs. lie  x  comprises  entre  0  et  tt,  d'<m  vient 

(2)  iZy  =  — VT^.rfar, 

DU  m4me 


*)  Qa'en  effet  rauteor  de  Tarticle  qu'on  yient  de  nommelr,  ne  se 
tient  pas  k  cette  d^finltion  da  sens  de  la  notation  arc(co8=x),  et  qn'aa 
contraire  il  se  contente  6*y  fixer,  k  Texemple  des  ancien«,  la  notation 
plus  Tague  d'an  quelconque  dea  arc«  dont  le  cosinus  est  =zx, 
c'est  ce  qae  Ton  peut  Toir  assez  claireraent  dans  Tarticle  mentionn^ 
(pag.  410).  Or  lil  est  bien  ovnntt  actaellement  k  quelles  suites  Stranges 
on  pent  s'exposer  par  de  teile  indiff^rence.  II  en  est  d'analogue  k  dire 
da  sens  de  la  notation  y  dans  le  meine  artide. 


,  -  ^         O  dx 
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au  moins  tandis  qne  y  oa  cosxr  sera  num^riqu^nent  <  1»  et  par 
cons^qnent  on  aura 

^^  o  +  rcoso:  (o^,^)yXl.ya'» 

öo  bieoy   81  Tod  pose,   pour  räduire  Texpression  dana  ce  seeond 
monbre  k  fonne  rationnelle» 

on  en  anra 

^  dx 2du 

'^  a+rcosx      a  +  r-jria — r)tt** 

Cela  posö,  Ton  en  obtiendra  övidemment: 

1)    a«  ötaot  >r*, 

saivant  qne  a  soit  positif  on  n^atif ; 

2)    a»  ötant  <r» 

<^^       y  o+rcoso:-.  ^.Wr-«'»«    ,      ./  r-a     +^ 


a  .  x^^ 


2V^r"— "•        '•    ■•  I  '^-«'      *' 


«t  enfin 


3)    a«  «tant  =r*, 


saivant  que  a  soit  =:r  ou  =— r. 
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dx 


Qoe,  tontefoisy   en  effet  ces  formules  (t')»  (80  ®t  (9)  sabsis- 
teilt  encore  dans  le  cas  mdme 

(sopposöy  comme  il  vient  d'^tre  dit^  qu'il  ne  s'agit  point  de  va- 
leurs  de  x  teile«  que  a-{-rcoBx  seit  =0),  c'est  dont  il  est  ais^ 
de  s'assnrer  en  observant  1)  que«  dans  ce  cas,  les  seeoDds  mem- 
b^es  des  formnies  (2),  (3),  (4),  (6)  seront  affectös  de  signe  con- 
traire  h  celai  dans  le  cas  pr^c^dent«  ainsi  qu'en  vertu  de  cela 
aassi  les  seconds  membres  des  forniules  (7)  et  (8),  mais  qu'au 
contraire  ceuz  des  folrmules  (T)  ®t  (8')  y  anront  encore  le  m^ine 
«gne  qne  dans  le  cas  pr^c^dent»  vu  que  dans  le  nou?eau  cas 
doot  il  s'agit 


u  ou 


VI— oosj?      ^  ^       X 


2)  que,  dii  reste>  11  estaisäde  ?ärifier  imni^diateroent  la  formule  (9) 
pour  le  cas  m^rne  doot  il  s'agit. 

Maintenanty  pour  ce  qui  concerne  i'int^grale  (1)  prise  entre 
des  iimites  donn^s,  on  peut  tirer  de  ce  qui  vient^d'^tre  dit  les 
coosöquences  sui?antes: 

1)    a«  ^tant  >ra, 
et«  par  suite»  a-f-i^coso:  n'^tant  pas  jamais  =0«  on  aura 

/^        ix        ♦)  ^  n 

o 

soivant  que  a  sera  positif  ou  n^gatif, 

'^^        dx 


-f 


a+rcosar' 

n 

et,  par  consöquent« 


/ 


^n         dx       __  2n 


a-|-rcosj?     ■^Va«— |ä' 

Q 

taivant  que  a  sera  positif  ou  n^gatif 


*)  Faisant,  en  effet, 


5+^ 


_                 dx 
lim  #  rT"z Zj 


e 
^U  qae  les  (positifs)  «  et  tj  eoDrergent  ind^finiment  Ter»  lero. 


/ 
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-|- ^  cos  X -f- C  sin  dp* 

2)    a«  ätant  <r«, 
et,  par  suite,  a-f-^cosj?  n'^tant  pas  =0  tant  que  1),  a  ^tant  po- 


it 


sitif,  o;  sera  conipris  entre  les  limites  0  et  q  *    ou    m^me    entre 

"rt-  et  Sir,  et  qufe  2),  a  ^tant  n^gatif,  x  sera  limit^  par  ö  et  -s-> 
OD  aura: 

A)    a  dtant  positif» 


V      V  r+aJ 


a  +  rcosar' 


37r 


et  de  plus 9  en  faisant,  pour  abräger,  la  Dotation  pr.t     designer 

a 

„la  valeur  principale  de  l'int^grale'% 


/^     dx      **)_  1 

a+rcoso:  2  V^i^^^  ^^ 


'+VS-: 


— #1  \a 


2 


log 


37r 


fl+rcosa; 


TT 


*)  l^tant,   en  effet, 

=»"i±v^[-"'«(VS-:-'«G+')]i' 

2  ■ 

*')  Comrae  faitant,  cn  effet, 

r      />arccos( |-f)         rhn—i  •% 

Ä,{/        '    +/     .  }• 


arccos( 1 

2  »• 
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dx 


l 


tandis  qa*au  cöntraire,  la  yaleor  g^n^rale  de  l'une  comme  de 
Fantre  de  ces  m^mes  integrales  derni^res  sera  =od — oo  et,  par 
coD6öqaent>  iDdätermioäe ;    d'oü  11  räsolte  qoe,  dans  le  eas  dont 

/^        dx            ^      ^             P^Ti        dx 
—. est  =0=»r,  /        — i , 
a  +  rcosa:                    ^   J         a  +  rcosar 

o  »f 

mais  qua  ia  valeor  g^n^rale  de  Fune  et  de  Taatre  estjindeterminee ; 
[  B)    a  ötanrt  D^gaiif, 

^  \      \  r+ai 

1         ,      Vr«=^«— r 
log 


c+rcosar* 


3?r 
9 


mais  lavalear  generale  de  Funeet  de  l'aatre  indeterminee,  et,  de  plus, 

p^       dx       __. 1^ ^^   r"^V  M^( 

^/       a+r cosa:~      2Vr^^ä^  ^^/i^l/  ^"~^i 

—  _JL_r      Vrg— g^''— r 
a+rcosar' 

TT 

d'oü  il  resulte  qu'aussi  dans  ce  eas 

/'^        dx            ^      ^            /*2^         dx 
,    — ; est  =ü=»r  •  /         — \ --> 

0  ^ 

mais  qae  la  valeur  generale  est  indetermiD^e; 

3)    «a  etant  =r«, 
on  aura: 
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•\'b€:Q%X-{-Cn\nX' 


A)    a  ^tant  =r, 

/*_^?_— ?--  r  *^      <to         P  ^.      dx     __^  __  /*«"    dar 
a+rcosa:"~"r"7/        a-^rcosx^J      o+rcosa:~"    "7/      a+r  cokr* 


3^  ?S  TT 

2  ä 


B)    a  ^tant  =— r, 

/ä        Ar  '         _  p^^      dx 

a+rcosa:  J        a  +  rcosar 


0  3^ 

a 


s?r 


/^       <^       __      1  _   /^2         dx 
a+rcos^r  »*  "~t/        a  +  rcos^r' 


TT  n 

2 


3.    Maintenant,  ponr  trouver  la  valeur  de  l'integrale 

dx 


f 


•_  --  > 


a-{-bcoBx^csmx 


dans  la  supposition  qu*il  ne  s'agit  point  de  valears  de  x  telles 
que  le  d^nominateur  soit  =:=0>  on  peut  faire  usage  de  la  transfor- 
mation  employäe  par  Tauteur.de  Farticle * precödemment  nomine» 
en  posant  d'abord 

6=rcosa»   e=:rsina,   r=V6*+c*; 
d'oü  vient 

dx dx 

a-\'b  cos  ar  +  csino;      a-\rr  cos  (:i:  —  a) ' 

ou  bien,  en  y  substituant  y  au  Heu  de  x  —  a, 

_■         dy 
a  +  rcos^ ' 

Cela  pos^9  en  vertu  de  l'article  precädent  2.,  on  en  obtiendra» 
dans  la  supposition  (qu'on  vient  d'indiquer)  qu'il  ne  s'agit  point 
de  valeurs  de  x  telles  que  le  dönominateur 

r 

a-f  6cos:z:-f  csin^,    ou  a  +  rcos(a: — a),  soit  *=:0, 

et  tandis  que>  du  reste,  y  ou  x — a  sera  compris  entre  les  limi- 
mites  0  et  tt,  ou  ni^me  entre  n  et  2n,  les  formules  suivantes: 


y'*  dx 

a■^.ico.ar^.c.in»•         33 

suivant  que  a  soit  positif  on  n^gatif. 

2)  a*  ätant  <ä«  +  c« 

I  ^»m  /        ■  tor  1 

^     \  r+a*^    2  / 

3)  a*  etant  ss^M^^c* 

/*  cLc  1  ar- — »a    ^  1  x^—'Ct    ^, 

suivant  que  a  soit  =  V~PHb^  ou  =  -^  V6*+c*. 

•  *  ■  ■  • 

De  plus,  quant  ä  l'intägrale  döfinie 

/*«  da: 

comme  on  a  evidemment 

dx 


/2»  da:  P  *^-« 

o  — a 


rcosa:' 


OD  en  obtieiidra  la  valeur,  en  vertu  de  Tarticle  2,  ainsi  qu'il  suit: 

A)  Lorsqull  y  aura  lieu  d'adopter  pöur  a  une  quant.  posi- 
tive <%,  c.  ä.  d.  que  c  abit  positif -^6  ötant  quel  qu'il  soit,  posi- 
tif  ou  n^gatif  ou  mdme  =0)9  on  aura 

i^  /*"         <^  .    p^         dx  p^n-^a         dx 

'^J     «  +  rcosa:\|      Oi+rcosrc"\/  o  +  rcoso;' 


c.  ä  d.  (vu  que  la  premi^re  de  ces  trois  integrales  est  =1 


/g^        dx 
a.+  rqps:r' 
©    ■ 


a+rcosa: 


;) 


B)  Lorsqu'ii  y  aura  lieu  d'adopter  pour  a  une  quantit^  nega- 
tive (=— /5)  numeriquement  <jr,  c.  ä  d.  que  c  soit  negatif  (6  etant 
positif  ou  nögatif  ou  =0)  >    on  aura 
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^  .    Pß       P^^       dx 


/n        p%n       Pf_^   P^^ 
V         V  J        iT+rcosar 

C)  c  ötant  =0,  (6=r  ou  =— r),  on  aura,  dans  le  premier  cas» 


P^__d±_ 
'^J        a  +  rcQSo:' 


et,  dans  Tai^tre, 


rcosd? 


Par   cons^qaent  a^i  aurn,   ^d  verta  de  ce  qai  a  ^t^  dil 
dans  rarticie  2, 

1)  i|»^Unt  >»»  +  €» 

suiTaDt  qae  a  soit  positif  oa  p^gatif; 

2)  a»  <tant  <6^+c»  , 

la  valeur  principale  de  /=:0^ 

la  valenr  gÖDÖrale  iDd^termiD^e; 

3)  «•  «taut  =Ä«+^, 

/=±aD, 

suiTaat  que  «  soit  positif  ou  n^gatif; 

qaelles  qaaatll^a   lialles   ^  iaelasiTe)  que  seUat  les 
deux  6  et  c 

Remarquoa«,  en  laiaaant,  qu^vidtmineat»  aprtece  qai  a  «Itf 
dit  d^i»  n  n'y  a  plu«  beeotn  ici  d^aucuae  expKcatioD  siyppleiea 
tairci  4i  r^0ud  de  IHnIfgrale  plus  g^i^rale 


s^-. 


l*£ 


m  dteignant  ua  aemkre  eaHer  qieleoaqiNK 
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IT. 

Ueber  krumme  Flachen,  welche  der  Gleichung 

^+y"+«"  =  l  entsprechen. 

Von 

Herrn  Dr.  H.  Burhenne^ 
Lehrer  der  Mathematik  an  der  hohem  Gewerbschnla  in  Ca««el. 


Zor  Betracbtaiig  der  hier  aafgedteUteii  Grappe  krnmnier  Fli- 
dien,  welche  schon  an  sich  interessant  sind,  warde  ich  auch  dardi 
RSclcsicht  auf  die  Krystallographie  veranlasst.  Während  die  Kry- 
stalle  in  der  Regel  von  Ebenen  begrenzt  sind^  zeigep  sie  dennoch 
nicht  selten  krummfläcbige  Formen.  Häufig  ist  die  KrOromung  der 
Krystaiifllicben  nur  scheinbar«  indem  sie  aus  einer  treppenartigeü 
Combinatioo  schmaler  ebener  Flächenelemente  besteht.  Aber  es 
kommt  an  den  Krystallen  auch  Krümmung  der  Flächen  vor,  z.  B. 
beim  Diamant,  welche  so  stetig  und  gesetzmässig  erscheint,  das« 
man,  wie  auch  Naumann  in  seinem  Lehrbuche  der  Krystallo- 
graphie  urtheilt>  zu  ihrer  Erklärung  einen  auf  krumme  Flächen- 
bOdung  gerichteten  Plasticismus  anzunehmen  berechtigt  ist. 

■ 

Da  mir  keine  grossere  Sammlang  zu  Gebote  steht ,  nm  die 
im  Folgenden  erwähnten  Formen  mit  den  der  Kugelform  «ich 
näberndeii  Krystallen  des  Diamantes  zu  vergleichen,  so  beschränke 
ich  mich  fOr  jetzt  darauf,  die  geometrischen  Eigenschaften  eines 
mericwfirdigen  Systems  krummer  Flächen  anzudeuten. 

Zar  Torbereitung  diene  Folgendes:  Man  lege  durch  den 
Wttelpankt  einer  Kugel  3  zu  einander  senkrechte  Ebenen,  und 
loch  6  Ebenen,  welche  die  Neigungswinkel  jener  drei  Grundebe- 
nen halbiren.    Dadurch  wird  die  Kngelfläche  in  48  gleiche  Theile 

« 
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goth«iU,  VFoIcke  sphärische  Dreiecke  mit  WiDkeln  von  45,  90  und 
(M)  (iradon  bilden»  und  auf  der  Kugel  symmetrisch  vertheilt  sind. 
Die  t20  Kckpunkto  dieser  sphiirischen  Dreiecke  sind  dreierlei  Art, 
nNmllch:  0  Punkte^  in  denen  je  8  Dreiecke  zusammenkorooien, 
12  Punkte,  wo  4  Dreiecke  sich  vereinigen,  und  8  Punkte  wo  6 
Drolucko  zusammentrcflfen.  Verbindet  man  diese  Punkte  mit  dem 
jOontrum  der  Kugel,  und  betrachtet  diese  Radien  als  Normalen 
von  Kbonen,  so  entsprechen  jene  6  Punkte  den  Flächen  eines 
WCIrfel«,  jene  12  Punkte  den  Flächen  eines  von  12  congmenten 

Hhoiiibcn  (wo  die  Diagonalen  wie  1:  V?  sich  verhalten)  begrenz- 
ten Körpers,  und  die  8  Punkte  entsprechen  den  Flächen  eines 
regulären  Uctacders.  Diese  3'^Gestalten  sind  bekanntlich  die 
HauptkOrper  des  regulären  Krystallsystemes. 

:■■■■    ■ 

Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  der  krummen  Flächen,  welche 
der  auf  rechtwinklige  Goordinaten  bezogenen  Gleichung 

entsprechen.  Es  soll  hier  n  immer  einen  positiven  io 
den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückten  Bruch  bedeuten, 
dessen  Zahler  eine  gerade  Zahl,  also  dessen  Nenner  unge- 
r«de  ist«  Dieser  pois^itive  Bruch  kann  kleiner  oder  grosser  als  l 
•eins  der  Nennor  kenn  auch  gleich  1  sein,  so  dass  n  eine  gaoae 
ItiNrade  Zahl  wird«  Diese  Gleichung  umfasst,  indem  (ur  m  be- 
«limiute  Wertke  eintreten,  eine  Gruppe  unzähliger  FlScheBartea: 

\\>n  allen  diesen  FIKeken  gilt  Folgendes: 

Die  krumme  Fliehe  ist  eine  geschlossene.  Wegen  des  geraden 
Fart^MT«  :)  im  Kxponenten  hat  die  FiSehe  in  allen  8  Co«>rdinateiH 
ri(umt£^i^  dit^selhe  Geä^lalt  Pa  die  Gleichung  symmetrisch  ist  in 
Bt^«i^  «^uf  die  l\umKnaten.  also  j*  und  jf«  ur  und  i.  y  und  2  sick 
\e<rtau««heu  lassen«  ^hue  die  Gleichung  au  hindern,  so  zerfallt  in 
jedem  Kaum^'^t^ntea  die  Fliehe  in  6  gleiche  Theile.  Demnach 
li^  aWk  die  gaioe  krumme  Fliehe  in  t^8  =  48  gleiche  Tlwile 
aetlegeu%  Imt  abi^  die«elhe  Symmetne  d.  h.  dies«lhe  Zahl  md 
Li^  yWieher  Theitew  xhW  der  Würfel  ^er  das  re^laie  Octaeder. 

AU  l>uKhsclmttte  «eidiue«  ^ch  aus  die  3  Hanptscluutle» 
wt»kW  iu  die  CiMMtdiiMteu*  FHeueu  6illeUx  uml  die  mitiea  zwlsdMa 
je  awt^  deitwUwu  Ke;|ce«deu  1$  milllen^u  Schaitle.  Die  Dvch- 
■aiclmilijiem[%i<m  der  $  tIauyItfchulH»  mit  der  ktummeu  Fliehe  cnl» 
tyiecheu  eiuer  t^trhu^g  v^mi  der  Fv«ui 
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mil  die  DarchschnittscarveD  der  6  mittleren  Schnitte  haben  eine 
Gleiching  von  der  Form 


'•+<^)"='' 


wo  9  ond  w  rechtwinklige  Coordinat^  bedeaten. 

Der  Kadiutfvector  der  Fläche,  d.  h,  die  Entfernnng  eines 
Punkte«  der  kmmmeo  Fläche  vom  Anfaegapunkte  der  Coordina- 
ten  werde  mit  R  bezeichnet,  so  daas 

und  wir  suchen  nun  ausgezeichnete  Werthe  von  R,  Anstatt  zn 
diesem  Zwecke  die  Differentiale  von  R  za  bilden,  braucht  man 
nv  die  Symroetrieverhfiltnisse  der  krumipen  Flä«:he  zu  beachten. 
Die  Fläche  lässt  sich  durch  die  3  Coordinatenebenen  und  durch 
die  mitten  zwischen  denselben  liegenden  6  Ebenen  in  48  gleiche 
Tbeile  theilen.  Die  Durchscfanittslinien  dieser  Ebenen  sind  aus- 
gezeichnete Radiivectoren ,  welche  in  ausgezeichnete  Punkte  der 
knunmen  Fläche  treffen.  Betrachtet  man  zunächst  die  Fläche 
nur  in  Einem  der  8  Coordinatenräame,  so  zeichnen  sich  darin  aus: 

3  Punkte,  welche  in  äen  Axen  liegen.  Für  einen  solchen 
Pimkt  sind  zwei  Coordinaten  gleich  Null,  also  die.  dritte  gleich  1, 

folglich  Ä  =  J; 

3  Punkte,  welche  mitten  zwischen  je  zwei  Punkten  der  ersten 
Art  liegen.    Für  einen  solchen  Punkt  ist  eine  Coordinate  gleich 


Nall 


;  und  jede  der  beiden  andern  ist  gleich  ( 0)  >  folglich 


72  =  2^5    ä}; 


1  Punkt,  welcher  mitten  zwischen  den  drei  Punkten  der  ersten 

ond  den  drei  Punkten  der  zweiten  Art  liegt.     Für  diesen  Punkt 

1 

ist  jede  der  Coordinaten  gleich  (^1  »  also  Ä  =  3^*    »-^* 

Uebersieht  man  nun  alle  8  Coordinatenräume,  also  die  ganze 
geschlossene  Fläche,  so  zeigen  sich  auf  derselben  26  ausgezeich- 
nete Punkte  und  Radiivectoren  dreierlei  Art.  Nämlich:  6  Punkte, 
die  in  den  Goordioatenaxen  liegen,  und  fiir  welche  R=zl  ist;  12 
Punkte,  die  mitten  zwiochen  je  zweien  der  ersten  Art  liegen»  u 
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für  welche  ßr=2va   nJ  \^x\  8  Pankte,  die  mitten  zwiscfaeo  Je 

dreien  der  ersten  und  zweiteoiArt  liegen»  nnd  für  welche  72=3^'  *-^ 
ist.  Die  Radiivectoren  R  dieser  Punkte  sind  die  Flächen -Nor- 
malen der  3  Hauptkorper  des  regulären  Krystallsystemes.  Näm- 
lich: Jene  6  Radien  sind  die  Flächen  -  Normalen  eines  Wfirfel% 
die  12  Radien  sind  die  Normalen  des  Rhombendodecaeders,  and 
die  8  Radien  sind  die  Flächen-Normalen  des  regulären  Octaeders. 
Wir  wollen  diese  dreierlei  ausgezeichneten  Radien  durch  R,,  R^, 
R„  unterscheiden. 

Jetzt  bezeichnen  wir  n  durch—,  wo  g  eine  gerade  und  tc  eine 

ungerade  positive  Zahl  bedeutet,  während  der  Bruch  ^    aaf    die 

kleinsten  Zahlen  gebracht  ist,  so  dass  die  Gleichung  der  krammea 
Fläche : 

I?       €       € 

^+y" +  «"=!> 

also 

Ä,  =1, 

««.=:3Ci""|). 


Es  sind  nun  drei  Hauptfölle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  n 
grosser  als  %  oder  zwischen  2  und  1  liegt,  oder  kleiner  als  1  ist 


Erster  Fall,  wo  -  grosser  als  2, 

also  —  <  2  ist    Die  Gestalt  der  krumme«  Fläche  steht  gleich- 

sam  zwischen  Kugel  und  Würfel,  indem  sie  als  ein  Würfel  mit 
abgerundeten  Kanten  und  Ecken  erscheint.  Von  den  ausgezeich- 
neten Radiivectoren  ist  R^  ein  Minimum ;  R„  ein  Maximum  in  der 
Richtung  nach  R,  und  ein  Minimum  in  der  Richtung  nach  /2^; 
und    R^   ein   Maximum    nach    allen   Richtungen.      Nähert    sich 
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it  =  -^  immer  mehr  der  2,  also  —  dem  ^t  >o  nähern  sich  die  Ra- 
t£  g  A 

diivectoren  immer  mehr  der  Gleichheit,  and  die  Fläche  wird  lor 

Kugel.    Wächst  n  immer  mehr,  so  wird  das  Verhalten  der  Radli- 


weiche  det  CieHfkunp  :r>>-f  )f«-f-t*=:l  ^tUtprecken.  3d 

veetoren  R,:R^iR^  inm^r  iitih^r  =r]:V^t  VB,  d.  b«  diebrumnie 
Hkha  wird  d«ni  Würfel  iniiii^r  fihnlicher* 

EiA&che  mgiecwX^  Werthe  f&r  st  sind  lüm  Beispiel : 
^:=4|  tfs:  l,  so  dass  die  Gleichung  der  krummen  Fläche 

4  4 

Oder:  <7=6,  ti=sl,  so  dMS  die  Glei<:hung  der  FIftche 
alao  • 

Oder:  ^=8^  11=3^  so  dass  die  Gleicbuog  der  Fläche 

also 

Ä,:Ä,,:ß,^=l:V^:V3.    ' 
Oder:  <7==109  te=3>  sd  dass  die  Gleichung  der  Fläche 


Ä,:ß^:ß,^=I:V2:Vl. 
ü.  s.  w. 

ÜDzählige   UebergSnge   zwischen    den  Gestalten   von   Kugel 
^od  Wfirfel  treten  hier  mt. 


Zweiter  Fail^  wo  ~  zwischen  2  and  1» 

t«  .  1 

^Iso  —   zwischen    »  und  1  liegt.    Die  Gestalt  steht  zwischen  Ku- 

9  ^ 

%ei  und  regulärem  Octaeder,  indem  sie  als  ein  reguläres  Octaeder 

^it  abgerundeten  Kanten  und  £cken  erscheint.  Von  den  ausge- 
zeichneten Radiivectoren  ist  R,  ein  Maximum ;  R„  ein  Minimum 
in  der  Richtang"nach  R,  und  ein  Maiimam  in  der  Richtung  nach 
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R^;  und  R^  ist  ein  Minimum  nach  allen  Richtongeo«    J^Sh* 

'    •   '  ü  1  ' 

siph  n  immer  mehr  der  %  also  ^  dem  -5,  so  nähern  si^h  die  I 

diiFeetoren  immer  mehr  der  Gleichheit  und  die  Fläcbef  wkd  2 

Kugel.    Nähert  sich  ^  also  auch  —  immer  mehr  der  Einheit, 

^  9   . 

dem  tc  und  g  immerfort  vräcfasen;  so  vfXxA.  das  Verhalten  der  J 

R^\R„  impiQr  näher  =  1:^  ^'V  3'  ^'  '*'  ^'^  krumme  FIS^ 
wird  dem  regulären  Getaner  ihim^r  .ähnlicher. 

Specielle  Werthe  CBr  n  sind  zum  Beispiel: 
g=zA,  tf=:3,  so  dass  die  C(leichi}ng  der  krpmmen  Fläche 

nlso 


.4  4   __ 


Oder:  <7:=6,  11=5,  so 'dass  die  Gleichung  der  Fläche 

6  •  »  . 


also 


/ —    */ — 


Oder:  #7=85  u=Q,  so  dass  die  Gleichung  der  Fläche 

^  8  8  8 


also 


8  8,^ 

R,:R„:R„=l'.y\'\l\. 


Oder:  g=10,  u=7,  so  dass  die  Gleichung  der  Fläche 

x^+y'f^zV  —  h 
altio 

U.  s.  w. 


weiekg  der  Bieickimg  d:«-|-|f«-f«»=:l  enüpreeken. 
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Dnxftbligei  Uebergäng»  zwischeD  den  Gestalten  der  Kqgel  uod 
des  regulftreu  Octaeders  treten  hier  auf. 


Dritter  Fall,  wo^  kleiner  als  1, 

tf 

also  —  >  1   ist      Die   Gestalt    steht  zwischen   einem  regtilSren 

iß  .  '  ^         ■ 

Oetaeder  und  einem  dreifach  rechtwinkligen  aus  den  drei  Axen 
gebildeten  Sterne,  indem  sie  als  ein  Oetaeder  mit  einwftrts  ge- 
krümmten Kanten  und  Flächen  erscheint. 

Specielle  Werthe  fBr  n  sind  hier  zum  Beispiel: 
^=2,  tfsSy  so  dass  die  Gleichung  der  krummen  Fläche 


also 


J?l+J^1+2l  =  l, 


Oder:  g^i,  u=i6,  so  dass  die  Gleichung  der  Fläche 


QÜSO 


/2,:i2^:Ä^=l2^:-g. 


Oder:  ^=2»  u^7,  so  dass  die  Gleichung  der  Fläche 

^H»^  +  «^  =  l. 


also 


Oder:  ^=4,  usz6,  so  dass  die  Gleichung  der  F|äche 


0 


ü.  s.  w. 
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Wir  wotleo  noclimals  die  tu  der  Gletehnng 

^      i      € 

*  •  ■ 

I 

entlialtene  Gruppe  von  krammen  Flächen  übersehen,  wo  —  eine* 

■     \.  ■  •      •  -  **  .    '  'M 

in  den  Icleinsten  Zahlen  dargestellten  positiven  Brach ,  g  ei«e  ge* 

rade  nnd.ti  ein(»  ungerade  Zahl  bedeutet     Während  -^  vom  Cft- 

endlichkleinen  wachsend  dem  1  sich  nähert,  über  1  wachtfMtf 
dem  2  sich  nähert,  und  ülier  2  ins  Unendliche  wächst;  so  geht 
die  Gestalt  vom  rechtwinkligen  Kreuze  der  Axen  aus,  ersehet  - 
als  ein  Octaeder,  dessen  Flächen  und  Kanten  stärker,  dann  weni- 
ger  eingefallen  sind,  nähert  sich  immer  mehr  dem  ebenflächigen  . 
Octaeder,  dann  schwellen  die  Flächen  dieses  Octaeders  immer 
mehr  an  und  die  Gestalt  geht  in  die  Kugel  über,  dann  sinkt  di# 
Kugelfläche  nach  den  Richtungen  der  Axen  immer  mehr  ein  und 
die  Gestalt  nähert  sich  dem  Würfel  ins  Uaendiiche. 

Die  Mineralogen  mugen  aus  dieser  Mannichfaltigkeit  von  For«  - 
men  solche  wählen,  die  mit  einem   beobachteten  Diamanten  oder 
andern  Krystallen  am  besten  übereinstimmen. 

Die  im  Vorhergehenden  betrachteten  Kürper  zejgen  nämmt- 
lich  drei' gl  ei  che  zu  einander  senkrechte  Hauptaxen,  entsprecb^nr 
also  dem  sogenannten  regulären  Krystallsysteme.  Man  konnte 
nun  diese  Betrachtungen  erweitern,  so  dass  ein  System  von  Flä- 
chen mit  nur  zwei  gleichen  flauptaxen,  und  ein  System  mit 
drei  ungleichen  Hauptaxen  zum  Vorscheine  kommt  last  die- 
sem Zwecke  braucht  man  nur  die  Glieder  der  Gleichung  mit  ver* 
scbiedenen  CoefBcienten  zu  versehen.  Dann  wird  durch  die 
Gleichung 


(9"+(l)V6)= 


ein  System  krummer  Flächen  mit  zwei  gleichen  und  einer  davon 
verschiedenen  Hauptaxe,  und  durch  die  Gleichung 


©■+(l)+(0= 


ein  System  krummer  Flächen  mit  drei  ungleichen  Uauptaxen  dar* 
gestellt,  wobei  n  die  Bedeutung  wie  oben  hat. 

Im  Systeme,   welches  von  drei   zu  einander  rechtwinkligen 
Hauptaxen  ausgeht,  wird  fortgeschritten  zu  dem  regulären  Octaeder 
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(nit  drei  quadratisdien  HauptschDiUeD)»  Kug«l  und  Würfel.  Im 
Syeteme,  welches  von  zvrei  gieichen  Axeo  und  einer  davon  ver- 
iMUcdeoen  aasgeht»  irird  fortgeschritten  zum  Octaeder  mit  einem 
fsadratischea  nnd  zwei  rhombischen  Hanptscbnitten,  zum  Rota- 
tionsellipsoid und  zum  Tochtwinlciigen  Paralletepiped  mit  zweierlei 
Kmlsa.  Im  Systeme»  welches  von  drei  ungleichen  Axon  aus- 
gebtj  wird  fortgeschritten  zum  Octaeder  mit  drei  rhombischen 
Hsoptschnitten»  zum  Ellipsoid  mit  dreierlei  Axen  und  zum  recht- 
wtodiBgen  Parailelepipede  mit  dreierlei  Kanten. 


V. 

Betrachtang  derjenigen  Reihen,  welche  durch  lieber- 
ipringung  einer  Anzahl  von  Gliedern  aus  den  bekann- 
ten Reihen  für  log(l  ±^),  (1±^)^  und  e^*  gebildet 

werden  können. 

Von 

Herrn    Conreptor    C.  Hellwig 

in   Furttenwalde. 


1. 

Bestimmung   der   Summen. 

Wenn  man  ans  einer  Reihe 

Oq  +  OiX  +  «aa:*  + .... +aiia?"  +  On+iaH-i  +  etc. 

fadorch  eine  neue  Reihe  bildet,  dass  man  das  erste  Glied  der 
Grandreihe  zum  ersten  der  abgeleiteten»  das  (n-fl)te  der  Grund- 
nihe  zum  zweiten  der  abgeleiteten,  allgemein  das  (m— l)(n-|-l)te 
Cfted  der  Grüngelbe  zum  mten  der  abgeleiteten  macht,  so  las- 
MD  sich  noch  n  andere  Reihen  aufstellen,  welche  sich  aus  der 
GriBdreihe  durch  dasselbe  Gesets  der  Ueberspringung  von  je  n 
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Gliedern,  das  der  jerwähnteo  ersten  abgeleiteten  Reihe  zu  Grunde 
^liegt,  leichf  ergeben,  indem  man  dieselben  nach  einander  mit  deni 
zweiten*,  dritten,  u.  s.  w.  nten  Gliede  der  Gnmdreihe  anlhagiNir 
lässt.  Wir  wollen  im  Folgenden  die  Summen  deijenigen  Reihest 
welche  sich  auf  die  angegebene  WeiiS^  ans  den  bekannteiiiRallHMi 
für  log(ldb^)>  (Idb^)'"  und  rt'  als  Grundreihen  herleiten  hmswj 
SU  bestimmen  suchen.  ;     tu 

'  Bezeichnet  man  die  Summen  der .  auf  diesem  Wege  ans  der 
logarithmischen  Reihe  entspringenden  Reihen  durch  «o»  tf|, 
tf2,....tiii,  so  wird  man  wegen 


(1)        log(l-ar)  =-*-  f  -|- - 

■■  ••••  ■■ 

n      w  +  1 

haben  müssen: 

•.  1 

'.  1 


(2)  {  a:»      a«-M      a'«*+» 


Es  föllt  nicht  schwer,  Beziehungen  zwischen  den  Grössen 
tio»  Ulf  ti^,...,tfA  zu  ermitteln;  in  der  That  liegt  die  Bemerkung 
nahe,  dass,  wenn  man  die  Diflferentialquotienten  irgend  zweier 
von  ihnen  nach  a:  bildet,  diese  in  einem  einfachen  Zusammenhange 
stehen.  Man  darf  nämlich  nur  den  einen  mit  derjenigen  Potenz 
von  a:  multipliciren,  deren  Exponent  dem  Unterschiede  der  den  u 
angehängten  ,lndices  gleich  ist,  um  sofort  den  andern  zu  erhalten. 
I  Vergleicht  man  die  Differentiaiqüotienten  von  Uq  und  Um,  wo  m 
einen  beliebigen  Index  von  1  bis  n  ausdrücken  kann,  so  hat  man 
die  Relation: 

Substituirt  man  hierin  Rir  m  nach  nnd  nach  1,  2,  S,...,n,  so 
resnitiren  dadurch  aus  (3)  n  Beziehungen .  swisch^  den  Differen- 
tiaiqüotienten unserer  Summen,  so  dass  jeder  durch  den  von  a^ 
ausgedrückt  ist.    Man  hat  aber: 
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(4)  log(l— Ä)=t«o+fi  +  «i+-.+«it. 

!■<  dies  giebt  differenüirt: 

iK\  -X'  _duo     dui      du^  dum 

^^^  1  -.o:""  dx^dx^  dF^'-'^dx  ' 

Setzt  man  die  ans  (3)  hervorgehenden  n  Relationen  in  (5)  ein,  .so 
eigiebt  sich: 

(6)  lEi  =  3?'<'  +  ^+^+-+^l- 

Der  Werth.des   in    der   Parenthese  stehenden    Ausdrucks    ist 
nun  nichts  Anderes ,   als 

1— a:»+i 


und  deshalb  wird: 

CT,  ^ L_ 

^'^  dx  -"a:»+i— 1' 

wodurch  (3)  übergeht  in : 

^°^  -  dx  -^  a;«+i— 1' 

Um  daher  Um  kennen  zu  lernen ,  hat  man 

x^'dx 


f 


XQ  bestimmen.    Bezeichnet  man  die  Wurzeln  der  Gleichung : 

(9)  ar«+i— 1  =  0 

dirch  ^9  £i>  %».•••  £ii  und  setzt: 


[ 


M  hat  man : 

da€r^i=]  ist.    Folglich  wird: 

(u+lj  »"j —  =  "1 r  '  '         — r»—T • 

^    *    ^    dx         ^—^x         €1 — X    '      ■     ffi — X 

fiaunt   man    nun^    abgesehen  von  der  Constanten,   —log (er — x) 

P  dx 
ab  Werth  des  Integrals   /  -^ >   so  erhält  man:  ' 
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(n  +  l)ittm  =  «6'"^*-'og(«o— «)  +  «l"+*•^oßfe"-^)  +  •— 
....+efI"»+^.Iog(^«— X») +C. 

Die  hierin  yorkommende  CoDstante  C  kann  man  leicht  ermitteln 
durch  die  Bemerkung^  dass  jede  der  Functionen  u  fär  a?=0  ver- 
schwindet; setzt  inan  also  in  der  letzten  Gleichung  ^==0»  so  er- 
giebt  sich : ' 

C=— {6o"'+*'logao  +  fi"'+^'log6|+....  +  f«'"+*.loga«}. 

Die  Substitution  dieses  Wertbes  in  die  vorige  Gleichung  und 
Vereinigung  der  mit  dem  nämlichen  (  Qiultiplicirten  Glieder  lieÜDrl 
hierauf: 

(10)  («+l).ttm  =  ao'"+*.»og(l-J-ar)+n~+Mog(l-J^ar)+.... 

«0  «1.  - 

1 

.... + f«"H-i .  log  (1  — --  .r). 

Wir  wollen  diesen  Ausdruck  noch  einer  leichten  Transforma- 
tion unterwerfen,  welche  sich  auf  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln 
der  Gleichung  (9)  gründet«  Ist  nämlich  n-fl  ungerade^  so  ist 
eine  Wurzel  =1,  die  andern  sind  imaginär;  ist  abern-|-l  getade, 
so  ist  eine  Wurzel  ==-fl9  eine  zweite  = — 1»  die  übrigen  sind 
imaginär.    Für  die  reellen  Wurzeln  hat  man  also  offenbar: 

jm+i^s-^-j-j  und  —  =  £: 

was  aber  die  imaginären  anlangt «  so  gehören  dieselben  paarweise 

so  zusammen«  dass,  wenn   eine  durch  a-f-j^V—f  bezeichnet  wird« 

iftimer  eine  zweite  vorhanden  ist,  welche  den  Werth  a — /SV^ — 1 
hat,  so  dass  zugleich: 

}. =  «--jg  V^  ist. 

Dies  vorausgesetzt  kann  man  (10)  auch  schreiben: 

1  1 

oder: 


(12)  («+1).H.„=  2^  r^fi.U>g(l-«^) 
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Die  Gietchiing(Il)  oder  (12)  enthält  die  AafliUiimg  nnserer  ge* 
geiiRärtigefi  Aufgabe ;  denn  sie  giebt  die  Werthe  der  n  -f  1  gesucb- 
fn  Funetionen.  %,  wenn  man  nach  and  nach  0»  1»  2,  Zi,...n 
§k  m  setzt 


Wir  gehen  jetzt  zur  Betrachtung  d^r  Binomialreihe  über. 
Beseichuet  man  für  sie  die  Summen  der  n-f  1  durch  sie  l>estimm- 
ten  Reihen  mit  lo»  h*  H*'*'*^>  ^^  ^'^^^  ^^^  ^u®* 

(13)  (l+jr>"=l  +  f».a:  +  fi|.a:*+^.a:»+.... 

.... +^-1  .a?»+/»«.a?»+^  +  etc., 
■•  ■ 
W6 

tt.tt— 1  ii.ii  — l.tt — 2 

fegende  Reiben  erhalte«: 

/  j^  =  1  +  fi«.  0^»  +  fi^m+i .  a:«»f »+ etc. 
U|  =f».d:+fi«+ia;»+*  +  /i^+^.a:*»+'+etc. 
***^        ^*  =  f*i  •  ^+ft»H^+'+  f^»+8  •  ^+^+  etc. 

•  •  •  ♦ 

•  •  • 

k««= fiii-i .  a:"  +  fit» .  a:*»+^ + fis»4-i .  a:*«+«  +  etc. 

Um  Relationen  zwischen  den  gesuchten  Grossen  zu  finden, 
araltipliciren  wir  den  Differentialquotienten  von  Sq  nach  x  mit  x, 
wodurch  sich  ergiebt: 

or.  ^=  (n+l).^.a:«+i+(2n+2).fia«+i  .;raH^»+ etc. 
Ittncr  ist: 

lirt  man  diese  Werthe,  so  bekommt  man  als  erstes  Glied 
Wenigen  Reihe,  welche  die  Summe  darstellt,  f»,  als  zweites 
Qied  derselben  af^^  mit  dem  CoefBcienten  (»+l).fin+(n+2).f»«4.i, 
wrsich  vermöge 

ft-(n  +  l) 
f*^!  — f*«-     n  +  2 

Modrt  auf  ^.fi,  als  drittes  Glied  j;S»fa  mit  dem  CoefBcienten 
*+2).fi^+i  +  (2n+3).f«tH^,  d.  h.  fHia+i-f*  wegen    • 

fi-^(2fi+2) 
f*«»+a  =  f*««+i  •      2n+3      '  "*  **  ''^* 


/ 


48     ^«  Helivig:   Betrachtung  derjentgen  Reihen,  welche  durch 
Hierdurch  findet  man: 

'  =fA.{l  +  ^.a:«+i+l«,2ii+i.a;*»+»4^etc.l 

In   der  mit   /x  maltiplicirten   Reihe  erkennt  man    bald  die   e 
in  (14)  und  gelaugt  somit  zu  der  Beziehung: 

ds^^     dsi 

Unterwirft  man  nun  je  zwei  auf  einander  folgende  d^r  Rei 
(14)  9  schliesslich  die  letzte  und  erste »  denselben  Operationen« 
eben  die  erste  und  zweite,    so,  führt  dies  zu  weiteren«    der 
stehenden'  ganz  analogen  n  Delationen  zwischen  unseren  Sumn 
Wir  formiren  und  ordnen  dieselben  wie  folgt: 

dsi  dsQ 


ds^  dsi 

(15)  /  5?— **•*»""  ^'rfi' 


i 


t 


dSn—\ &n~g 

dsn  dsn—i 

Zur  Bestimmung  der  n  +  1   in  diesen  Gleichungen  enthalte 
Unbekannten  ist   es  erforderlich«    n  derselben  zu  eliminiren, 
Rir  die  (n  -{•  l)te  eine  Bestimmungsgleichung  zu  gewinnen. 

Die  Diflferentiation  der  ersten  Gleichung  in  (15)  giebt: 


und  die  der  letzten: 


Jetzt  ist  es  müglich   geworden«   sn  zu  eliminiren;    die  davon 
freite  Gleichung  heisst: 
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=:fi.(fi-l).««-i— (fi-l).2.T.~i+a:«. 


rP* 


«-H 


c/ar« 


eder 


Die  Differentiatioo  diei<er  Gleichang  liefert: 

ud  cTie  ziTeimalige  DiffereDtiation    der  yorletzten    Gleichung   io 
(15)  nach  und  nach : 


•II— a 


<2i»-i 


Durch  die  Eliminatioo  von  in-i  vermöge  der  Werthe  dir  ""^~> 


"T-j-  und      ,  3^    erhält  man  also : 
d\ 


«der 


g=  fi.  (fi-1) .  (fi-2) .  ,„-a-  (fi-1)  (fi-2)  •  3^ .  ^ 


g=3!fi,.i„-,-2l(M.-l),.ir.^  +  (f.-2).ar«.^ 

Die  Form  des  letzten  Aasdmckes  lässt  schon  anschwer  erkeo- 
i>6D,  welchem  Gesetze  diejenigen  Werthe  gehorchen  mfissen,  die 
i&an  bei  den  weiteren  Eliminationen  erhalten  wird ;  wir  gehen  da- 
tier sofort  zu  derjenigen  Gleichung  uher,  zu  welcher  man  nach 
Beseitigung  sämmtlicher  Unbekannten  ausser  Sq  gelangt;  sie  lautet: 

^  =  «!,»«.,i,-(«_l)!(^-l)^.(«+l)a:.^ 
*+(n-2)!(^-2)._s.(n+l)iac«.  ^-...• 
+  (-l)«»f».2!(^-(n-l)),.(n+l).j;»-».^J^ 

-r-l)«+i.(^-i.),(n+l)a:«.^+(-.l)»+»^+i.^^ 


60     C.  BeUwig:   BitraeMung  derjenigm  Reihen,  weiche  durch 

9 

oder ! 

(10)    (1  +  (- l)«a:«+i) . ^J_(_l)« . (,,-„) . („+1>« .g+..„ 

i 

....-(n~2)I  (^-.2)«-2.(n+ 1)1^:«.  3^ 

+  (n  —  1)  I  (|x  —  1  )«_i .  (n  + 1)^  •  ^  —  w ! /in .  «0  =  0. 

Gelingt  60,  dieae  Gleichung  zu  integriren,  so  bat  man  Sq  gefim- 
den  und  kann  daraus  alsdann  auch  die  übrigen  in  Frage  stehen- 
den Functionen  bestimmen.  Dieselbe  aufzulösen  erscheint  folgeur 
der  Ausdruck  geeignet: 

(17)  «o=C.a-P«ar)'', 

worin  C  und  «  noch  nHher  zu  bestimmende  constante  Grossen  b^ 
■elchnen«  Diese  Annahn^e  bringt  folgende  Differentialquotienteo 
herver : 


^  =  C.f».«.(I+«.T)/*-l, 


/ 


-J^  =sr.  wln,^  .«-.(1  +  «ry^, 

1^  '^^^  ==  r .  ^n + 1) !  I». .  «•+  > .  (1 + <u-y-(-+»). 

SwUtllulH  iiMin  dl«e«  ntbat  dem  Wertlie  von  j^  hi  (17)  in  di# 
(»lehikiuiilt  llA)  untt'r  Henlckslchtigung  der  Keiatiatten: 

iKi  MlliKU  du  iiMiHlthi^^dt^  liMvhwni^  U  ^jih)imm  ilirK  tSCeder  den 
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Diiidirt  man  dtirch  dienen  and  sieht  dann  (1  -f  «6r)M  aaa  allen 
Giiedan  faeraoa,  so  geht  (16)  über  in: 

(19)    (l  +  «:.)..,«.+i.l+<3^jg?-^-.(-.l)..«..^±l^V. 

...._^.i?+i)i«!+«.<f±.l)f_,,=o. 

•Setzt  man  hierin  xz=:0,  so  Aihrt  dies  zo: 

«»+1  —  1=0, 

einer  Gleichung,  deren  Wurzeln  wir  schon  froher  durch  Bq,  f|, 
£25... »^ii  bezeichnet  haben.  Diesen  Wurzeln  entsprechend  erhält 
man  it-fl  singulare  Auflösungen  unserer  Differentialgleichung, 
deren  Summe  als  das  yoHstftndige  Integral  derselben  anzusehen 
ist;  also: 

(20)  io=c;>(i+«o^)^+<^(i+n^)^+ci(i4«2^y*+.... 

....  +  Gi(l+f«a:)M. 

Die  Gleichungen  (18)  lassen  erwarten,   dass  alle  übrigen  Unb^ 
kannten  ganz  ähnlich  constituirte  Werthe,  wie  Sq,   darbieten  wer- 
den, und  von  diesem  jedenfalls  nur  in  der  Constanten  C  sich  nn- 
'    terscheiden  können;   setzt  man  demnach: 

*i  =  ^.(1  +  ax)/», 

so  ergiebt  dies  in  Verbindung  mit  (15),  (17)  und  (18): 

C.fi.a.(l  +  ajr)^-i  =  fA.C.(l  +  aa:)/*  — ar.C.ft.«.(l  +cMr)M-» 

=  C.fi.(l  +  aa:)/'-i, 

d.  b.  C.azzzC  oder   C=C.-. 

a 

Bezeichnet  mau  ferner  die  Constante  von  s^  mit  C",  so  muss  man 
dem  entsprechend  haben: 

C=C.'y  d.  h.  C"  =  C.-i,  u.  s.  w. 
Hieniach  wfirden  sich  die  Wertbe  von  <i  and  t^  schreiben  lassen: 

ti=:Co.  ^.(l+toXy+Ci .  ^  (l+t,ar)A+.„.+G.. /  (l+£«ar)*« 
Md 

1-  1  1   , 

«a=  Co  •  7«-(l+fo^)^+^  .r2(Hfi^)''+..-+G..-ä(l+«i..T>^ 

*o  «1  «" 

und  ihnen  analog  «3,  f4,....'fn- 


52       C.  Bellwig:  ietrachiung  derjenigen  Reihen,  u>elche  durch 

.  Zar  BestimmuDg  der  Constanten  Co,  Ci,  C^« .—  Cn  fährt  die 
Bemerkung,  dass  sämmtliche  Functionen  s  für  a:=0  yerschwia- 
den,  mit  Ausnahme  von  5o,  welches  =1  wird;  setzt  man  also 
a;=0,  80  erhält  man  die  Gleichungen: 

^0  T  ^  T  "^  "f*  ••••  "f*  ^«^^^  *> 

Co  •  r* + Ci  •  r + Ci  •  ~+"«*+Gi .  T- =0, 

CQ  cj  «2  «n 

I    Co»— 2+Q.^+C2.^+....+Cri.^=0, 

:  :  :  : 

:  .  : 

Co  •  j^+ Gl  •  ^+ Ca .  ^+-"+ G»  •  ^=ö. 

Für  die  Wurzelwerthe  £  gelten,   mit  Ausnahme  von  ^=1,    die 
Gleichungen : 


und 


l+r  +  r5+-+r;=0 


wie  sich  durch  einfache  Betrachtungen  nachweisen  lässt;  folglich 
giebt  die  Addition  der  Gleichungen  (21)  zuerst 

1 

(n+l).Cl)r=l  oder  Co=^2- 

Verändert  man  aber  jene  Gleichungen  in  der  Weise,  dass  man 
die  zweite  mit  ^2,  die  dritte  mit  ^2^  u.  s.  f.  die  (n-fl)te  mit  e^" 
multiplicirt  und  addirt  sie  dann,  so  bekommt  man: 

(n+l).QF^loder  (i  =  ;4-T 
In  gleicher  Weise  wird  weiter  folgen: 

(^=  Q  = ....  =  C»  =  ^^"j* 

Bezeichnet  man  daher  durch  Sm  eine  beliebige  unserer  Summen, 
80  muss  man  haben: 

(22)(n+l).««==^(l+5o^)''+^(l+f|a:)A'+....+  — (l+£^>" 
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oder 


Whr  schreiten  endlich  zur  Betrachtung  derjenigen  Reihen, 
weldie  aus  der  Exponentialreibe  sich  bilden  lassen,  durch  Ueber- 
springnng  von  je  n  Gliedern.  Bezeichnet  man  hier  die  Summen 
der  n-f  1  Reiben  durch  Xq,  Xi,  JCs«****^»«  ^^  entstehen  aus: 

(24)         «i=l+:r+2j  +  ^^ +....+-^  +  ^—^  +  etc. 
die  folgenden  Reihen: 

ar»+i  a?*^*         a:'"-!-' 

^=^+  (M^l)!  +  (2n+2)  I  +  (1m^)]+®*^-* 

_ '       ar^-H^         a:a"+»         a:*«+* 

^^)         A         _a:«        ar^+8        ^^«+4       jp8«+5 

-^  -  21  +  Öi+Syi  +  (2n+i)l  +  (3n+5)!+®*^ 

•  ■  •  •  • 

•  •  •  ■  • 

•  •  •  •  ■ 
■  ■  •  •  • 

x»       a;*»+''         a;'"+*         a:*»+' 

^'-ül^  (2n+l)I  +  (3«+2) !  +  (4«+3) ! +**'^* 

Differentiirt  man  eine  beliebige  dieser  Reiben  nach  x,  so  erhält 
man  Glied  für  Glied  die  ihr  vorhergehende,  so  dass: 


d.  h. 


An— X  — 


An—«  — 


d?Xn 


Jkn — s  "^ 


tn— 8 


da;»' 


(26) 


_,  _d— «JT, 

Art  — 


■ 

i 


"»""   dar—*' 

^1  —  Ab«-i  ' 
y  _d"J, 


64     C.  ffelfwig:    Betrachttinff  derjenigen  Reihen,  u>elche  durch 
BerScksichtigt  man  nun  die  Bedingung: 

(27)  2:o+-*i+A2+....+J»-a+jr_,  +  j:„=e',  ^ 

SO  ergiebt  sich  folgende  DiffereBtialgleichung :  , 

Um  zur  AuflusuDg  dieser  Gleichung  zu  gelangen,  wollen  wir 
zuvörderst  die  rechts  stehende  Function  von  x  ausser  Acht  lassen« 
und  zu  integriren  suchen  die  folgende  Gleichung: 

I 

\ 
I 

Nun  liegt   hier   die  Vermuthung  nahe,    dass  Xn  einen  Ausdruck  , 

darstellen  wird^»  welcher  irgendwie  e^  als  Factor  enthält,  in  wel-  ] 

cheni  Falle  wir  die  Differentialquotienten  der  Function  Ihr  selbst  | 

proportional  setzen  du'rfon ;  es  sei  demnach  *.  ~  | 

Hieraas  folgt: 

d^Xn_     d^Xn_o  dXn  « 


^*!_-     ^!Ij^«-.ä  ^^^«_      -1^:?«—     ^—      V 


und  es  wird  also: 


ifa? ß y  ft V 

"V"    — 'Ä— ■     — •  "2>  2S2  ••»•  —  "T-  —  —j 
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j 

ib. 

(31)        /S=o*,   y=:o',.«..l=fl^»— *,    /*=«"-*,    v=a». 
Abs  (29)  ergiebt  sich  ferner :  > 

d.  b.  wegen  (30): 

v.^fi=-ir,(f*+i+....+  i5+«+i). 

Dividirt  man  hier  durch  Xi>  schafft  Alles  auf  eine  Seite  und  er- 
setzt y,  fi^  X....ß  darcb  ihre  Werthe  ans  (31),  so  ist: 

(32)        '       a«+a«-i  +  a«-«  +  ....  +  aa  +  a  +  l=:0, 

eine  Gleichung/  welche  dieselben  Wurzel  werthe  hat  wie  (0),  eine 
Wurzel  der  letzteren  ausgenommen,  diejenige  nämlich,  welche 
=1  ist;  sieht  man  als  diese  Bq  an,  so  sind  die  Wurzeln  von  (32) 

Es  war: 

dXn 


dx  .      dlLn         1 

-r=T-=a  oder  -p— =  aiw;. 


mithin 


oder 

(33)  jr„=c.c«. 

Die  letzte  Gleichung  liefert  den  n  Wurzeln  von  (32)  ent- 
sprechend eben  so  viele  singulare  Auflosungen  der  Differential« 
gleichung  (2U);,ihre  Summe  muss  als  das  vollständige  Integral 
derselben  angesehen  werden,  also: 

(34)  jr«=Ci.c«i*+Ci.e«t*  +  ....  +  C;,.eV. 

Die  übrigen  Functionen  ergeben  sich  hieraus  vermöge  (26)  durch 
Differentiation : 

l  Äo=Ci.fi".e'»*  + C».fa*« «'*'+••••  + Gl. Sil". e*«*. 


..-44-..- ^ 


Wir  «VilV. 


Jl 


t3ö) 


i/.i 


._'-.-^    -41' 


^        -^  •'  >« 


if 


j"-» 


C.\H^ 


- 1 

--CX 


>»»  **'" 


«'•^»^  Xu    I»        iM* 

'•"         .„..mW  »»>' ^^^"■ 


i>0 


('.VO 


f 


66      C*  Hellwig:  Betrachtung  derjenigen  Reihen,  welche  durch  , 

Betrachtet  man  in  den  Gleichungen  (34)  und  (35)  die  C  als 
.  reine  Constanten ,  so  werden  dadurch  die  Integrale  von  (29)  dar- 
« gestellt;  denkt  man  sich  aher  die  C  als  gewisse,  noch  zo  be- 
stimmende Functionen  von  x^  so  können  (34)  und  (35)  dte-Iote> 
grale  zu  (28)  liefern.  Unsere  nächste  Aufgabe  wird  also  darin 
bestehen ,  die  C  unter  dem  letzten  Gesichtspunkt  zu  bestimmen. 
Wi^  differentiiren  zu  dem  £nde  (34)  und  (35)  so ,  daiss  wir  ans 
die  C  mit  x  zugleich  variabel  vorstellen ;    dies  giebt: 

dXfi      «       .  dCi     ^  ^ ,  dC^  dCn    ,  , 

,  dXn^i      ^,      .  dCi         ^  ^ ,  dC^         ,  ^  ,       ,  dCn 

I        •  •  •  •  • 

I        •  •  *  •  ' 

I        •  •  •  •  • 

Hierzu  ist  aus  (27)  hinzuzufügen : 

I 

(37)  ^=e»-(^„  +  ^«_, +  ....  + A;b+^i) 

I 
\ 

oder  wegen  (26)': 

dXi  ^     dXn  ,      .  dr^-^Xn  .  d^-^Xn. 

d^X 

Verbindet  man  hiermit  die  Gleichungen: 

dÄn Y  dXn—i -jr  dX^  __  y-         A  d^Xn        y 

f 

so  erhält  man  durch  (36)  und  (38) : 

dCt  .  dCi%  .  dCn  rv 

,dCi  ,  r.dCt         _ .       .  dCn  „      . 

(39)  ^-rfF-*»'"+-rfJ-*a<'''"+--+-dF-*«-''V=0' 


dC\  .     ,     ,  d(j€%  ,  .        ,  dCn  - 
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Diese  Gleichangen  luGcieeD  zar  Beetimniang  von  Ci>  C^  ....  C» 
flkreii.  Wir  multipliciren  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  ^i, 
&  dritte  mit  q^  a.s.  f.,  die  letzte  mit  ^-i»  indem  wir  unter 
h*  ^>  ••••  ^-1  unbestimmte  Factoren  verstehen,  deren  weitere 
Bestimmung  wir  uns  vorbehalten;  ist  dies  geschehen,  so  addiren 
wir  and  beliommen: 


m 


HC* 

"^ .  c' t* .  (1  +  ^1  «1  +  ^a«i*  + ....  +  ^«-1 .  fi«-^) 


dx 


dC% 

///^ 
Will  man  hieraus  z.  B.  ~^  finden,  so  darf  man  nur  die  ^  so 

bestimmen,  dass  sie  folgenden  Bedingungen  genfigep: 

*       '  J      .  •  •  • 

■  .  .  .  .  \ 

■  •  •  •  . 

Dies  geschieht  aber,  wenn  die  Gleichung: 

r 

(42)  I  +  ^if+^)2«*+   ••  +  ^«-i«""*=0 

zu  Wurzeln  €2,  £3^..*.  ^n  hat.  Mithin  sind  die  p  CoefBcieiiten  einer 
Gleichung,  deren  Wurzeln  bekannt  sind,  und  als  solche  ebenfalls 
bekannt    Mittelst  (41)  geht  nun  (40)  über  in : 


HC* 


oder 


Setzt  man: 

P=(e  — f^ .  (6— €3) ....  (e— e«), 
M>  ist  * 

(44)  P.(6-5i)=£«+€«-i+c«-H....+«*+«+l,       vergl.  (32) 


58       C,  Hellwig:  Betrachtung  derjenigen  Heiken,  welche  durch 
Weil  aber  (42)  zu  Wurzeln  ea»  %»....  €«  bat 5  so  ist  auch; 


also 


Qn-1  \Qn-i  '  ^n-l 


5l .  €* .  fj  •  6* .ei.€— .  «1 


Vergleicbt  man  das  letzte  Polynom  mit  dem  in  (44)»  so  ergidit 
sich: 

; 5,==1  oder    =1  +  6,, 

•  .e,=l  oder ■  =l  +  fi+fi  , 

•  •  •  • 

•  •  •  • 

— — -^.«,==1  oder  -— =l+«,+£iH...+£,»-H«i— H*i— ». 

dC 
Um  nun  den  Wertb  des  Factors  von  -r-^  in  (43)  kenneo  ai 

lernen,  müssen  wir  in  (45)  €  =  E|  setzen  und  dann  f3r  die  CoeK- 
cienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  €|  ihre  Werthe  ans  (4fl)  » 
einfübren;  multiplicirt  man  also  den  ersten  Wertb  in  (46)  ait 
fj^*»— ^,  den  zweiten  mit  6i"-3  „^  g^  f^^  ^gß  drittletzten  mit  fj*,  des 
vorletzten  mit  f|  und  den  letzten  mit  1,  so  entbält  jedes  Gliai 
des  Polynoms,  welches  den  Wertb  von  P  für  f=:f^  darsteUl^ 
£i"— ^,  jedes  Glied  ausser  dem  ersten  Ci"~^,  jedes  Glied  inotiif 
den  beiden  ersten  Si^"^  u.  s.  f.,  Bi^  ist  nur  in  den  drei  letsioi» 
El  in  den  beiden  letzten  Gliedern  und  1  nur  im  letzten  Gliede 
handen.    Mithin    wird: 

P^,;=7ie,«-i  +  (n  -  l)ei«-«  + ....  +  3fi2  +  2fi  +  1. 

Multiplicirt  man  dies  mit  l  —  e|,  so  kommt: 


Oeötnprtitgttng  einer  AntaJU  vm  GNedern  ete. 


8e 


P      n_\_l  m,-»+(n-l)i,--»+....+3«i«+««i  +  l{ 

=!+£,  +  e,«  + ....  f  f,»-«  +  «i— i-Jt.ti» 

=  _£,«_«.,,«,   da  1  +  8, +£!«  +  ....  + Jj"-H«i"=0. 

Folglich  erhalten  «rir  als  den  Werth  anseres  Factors: 

(n  +  l).«,« 

ood  (43)  giebt  in  Folge  dessen: 

also 

^  (n+l).€i«  ^/  *      (n+J).£i" 

wo  JTi  eine  reine  Constante  bezeichnet.  Es  ist  klar,  dass  die 
Werthe  von  C^t  (^9  ••••  Cn  aus  dem  zuletzt  gewonnenen  Ausdrucke 
dadurch  hervorgehen ,  dass  man  den  Index  1  nach  und  nach  in 
2, 3,  ....n  verwandelt.  Wir  können  daher,  weil  Ci*+^=1  ist,  schreiben: 


(47)     Ci=K^-~i.e'^-'\B^,  C^K^-~.e'^^-'.).B^ 


f  •••• 


C;.=Är-— ^Vj.e'fi-V.e,. 


1 


Hierdurch  geht  (34)  Aber  in : 
d.  h.  weil  die  Summe  der  Wurzeln  (ci,  e2*--^n)=''J  <»®'*n  muss: 

nd  deshalb : 


m 


•  •  .  •        '  • 

•  •  .  •  . 

•  •  •  ■  • 
I  Xo=^:^  +  Kl. \*.e'^*  +  K2.e2''. e't^  +  ....  +  Kn.BfJ'.eV. 


60      C.  Hellwig:  Betrachtung  derjenigen  Reihen^  welche  durch 

Die  BestiromuDg  der  Gonstanten  K  betreffend^  so  sehen  wir 
aus  den 'Reiben,  durch  welche  unsere  Functionen  X  repräsenürt 
werden«  dass  jedes  X  ausser  X^  für  a;=0  yetschwindet.  Dem- 
gemäss  erhalten  wir  aus  (48),  ^=0  setzend: 

0  ==^j-jn[  +  Äi  +  Ä^ +  ....+ -Sil* 

und  aus  (49)  gehen  noch  n  —  1  andere  dieser  ähnliche  Beziehun- ., 
gen  durch  dieselbe  Annahme  hervor,  wenn  wir  die  letzte  Gleichung 
flir  Xq  in  (49)  als  entbehrlich  auslassen,  also  dass  wir  haben: 

„  ■  I^Äi '\- K^  +  ....  +  Km 

(50)      ^  _l 

— r-|  —  Äjl  •  fi    "|-  Ä^.  fj*  +  ....  +  Kn .  fn  > 


-1    ^ 


n  +  1 


Die  Elimination  bei  diesem  System  von  Gleichungen  bewerk* 
stelligen  wir  wieder  ebenso,  wie  bei  (39);  nennen  wir  also  die  hier 
einzuführenden  unbestimmten  Factoren  <Ti,(T2, .  ...(Tr-i,  so  fuhrt 
die  Addition  zu: 

ATi .  (1  +  öi  «1  +  (y«s,2 -1- . . , .  -f  Cn-x .  «1«-  *) 

1+  Ä4.(l  + tfi  «2  +  ^2*2*+.  ..•  +  tfn-i  .  «2""*) 

(51)  <+....  +  iSrii.(l+<yien  +  tf«fn*+....  +  <yii-i-fii«-*) 
=  ^j  I  j*(l  +  <y|  +öa  +  ---.  +  <yii-i)- 

I 

Um  hieraus  Ki  zu  finden,  haben  wir  für  die  o  ganz  dieselben 
Bedingungen  zu  stellen,  wie  fiir  die  q  in  (41),  und  mfissen  also 
auch  für  die  6  die  in  (46)  berechneten  Werthe  gelten.  Dann  wird: 

(5ä)/!r..(..-.  +ge»..,.-H....  +  ^..,«+^...+;i)    . 

-,7+1  A^  +  «H-,  +  •••  +  <r.-,  +  0.-,  +  5--/ 

Den  Wcrth  des  Factors  von  Ki  haben  wir  schon  früher  be- 
rechnet zu 
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(B  4 1)  h'^ 

—T=ir' 

nd  am  den  Werth  des  Factors  von  — r^    za   ermitteln,    dOrfen 

w-f- 1 

wir  nur  1  zu  der  Sunune  der  in  (46)  enthaltenen  Werthe  hinzu- 

ffigen;  dies  giebt: 

F=a,«-i+2ei«-«+36,— »  +  .... +  (ii~2)€i«+(«-l)ei  +  w, 
also 

=  n  +  l. 


mithin 


F= 


•/ 


Hierdurch  retiultirt: 


(n-H).gi»        -1     n  +  l    ....   ^  _  1 

'^'' 1-6,       -irn'l-fi'  *'*     *»-  (n+l).*,-' 


d.  b. 


i^.=  -^ 


n-f-T 


Dem  analog  wird  sein: 


«2 


h 


Dorch  die  Substitution  dieser  Werthe  in  (48)  und  (49)  erhSIt 
man  jetzt^ 


.« 


.« 


*      n+l ■ n+l  'n+l  ^         n+l 


^•=iTI+ü^"''+i^'''*'+' •+-^  •''-'• 


mT''"'* 


02         C.  HeUwigi  Betraehtmg  derjenigen  Reihen,  welche  durch 
Dies  lässt  sich  wegen  «0=1  «öd  6»+ 1=1  in  folgende  Form  bringen: 
(»  + 1) .  ^  =  e'ox  +  e'i*  +  e'^'  + ....  +  «V, 

,(53)    ' 


(n+l).J!:,=—.c'.»  +  — .«*.*+— .«'.•+....+  i;;.eV. 

k  *0  *1  *2  *•* 

Bezeichnet  man  daher  durch  m  einen  Index,  der  die  Werthe 
0, l,2,....n  nach  und  nach  annimmt,  so  werden  die  Gleichangen 
(53)  repräsentirt  durch: 

(54)(n  +  l.JC,„=— .6^0*  +  — .e^,x4._.ef.x+_4._.^.^ 
oder  auch: 
(55)  (»  +  !).  ^m  =  '^"-4-«V. 

i 

Wir  können  den  Ausdruck  in  (12)  noch  dadurch  etwas  umge- 
stalten, dass  wir 

setzen;  dann  wird  der  Factor  von  log  (1  —  tric)   in   Un  nichts  Än- 

1  ,  l 

deres,  als    — rxi  d.  h.  I,  welches  überein1[ommt  mit    — jr«      Des- 

halb  kann  man  schreiben: 

(56)  ^^  +  ^^  •  ^^  "^r f  o  ^  '  '®^*^*  ""  ^''^^* 

Durch  die  Vergleichung  der  Formeln  (23),  (55)  und  (56)  ge- 
langt man  daher  zu  dem  Satze; 

Stellt  F(jf)  eine  der  Functionen  log  (l— o?),  (1  +  a:)^ 
und  e^  dar,  und  man  bildet  aus  der  für  F{x)  geltenden 
Reihe  durch  Tebers'pringung  von  je  n  Gliedern  neue 
Reihen,  so  sind  die  Summen  dieser  Reihen,  wenn  ^, 
«1,  z^„..Zn  die  Wurzeln  der  Gleichung  5?»+^ —  1=0  be- 
zeichnen, bestimmt  durch 

(57)  /"(^)  =  4Trf^^-^<^'^)' 

SO  dass  fiir  m  nach  und  nach  0,l,2,....n  zn  setzen  ist. 

A 
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Hätten  wir  die  Reiben  iofi^(l  +w),  (1*«x)a«  oder  e*«  zu  Grande 
gelegt,  so  wäre  die  SunimeDbestimninfig  filr  die  abgeleiteten  Rei- 
ben abhängig  geworden  von  der  Gleicbung: 

1 +  (».1)11.^«+ 1=0 

und  man  hätte  also  bei  ungeradem  n  wieder  die  Gleichung: 

für  ein  gerades  n  dagegen  die  Gleichung 
(58)  a;»+i  +  l=0 

auflösen  müssen. 


IL 

Elimination  von  x  aus  den  für  unsere  Summen 
gefundenen  Gleichungen.  . 

Wir  haben  in  den  bisherigen  Entwickelungen  n  +  1  Summen 
als  Functionen  von  a:  bestimmt ;  die  Elimination  von  a:  zwischen 
je  zweien  von  den  Gleichungen,  welche  die  Beziehungen  zwischen 
diesen  Summen  und  a:  ausdrücken,  muss  zu  einer  von  a:  unab- 
hängigen Gleichung  zwischen  den  betreffenden  beiden  Summen 
fuhren,  so  dass  im  Ganzen  auf  diese  Weise  n  von  einander  unab- 
hängige Relationen  zwischen  den  jedesmaligen  n  -h  1  Summen 
entstehen  werden.  Wir  wollen  jetzt  versuchen ,  diese  Relationen 
festzustellen. 

Durch  die  Gleichung  (57)  wird  folgendes  System  von  Gleichun- 
gen repräsentirt: 

.  if " 

(n  + 1) .  foX-Fisox)  +  F(six)  +  F(f2,a:)  + ,...  +  F(enxl 

«O  ,        *1  *2  **» 

(59)   Kn+iy.fift=^F($ox)  +  -^(«.ar)  +  ^F(s^x)+....+^F(tnX), 


(n+l).fnX=r-„F(sox)  +  —F(s^x)  +  f-,F(s^xn....+f-„F(t„a). 

*0  *1  '2  '*• 

Da  %=1  ist,  so  folgt  hieraus  zunächst  durch  Addition: 
(60)  F(iox)  =  Fx-Ux  +/la;  -|-  /»ar + ....  +  /„or. 


64      C.  ffeilwig:  Betrachtung  derjenigen  Reihen^  welche  durch 

Um  auch  eine  beliebige  der  anderen  Functionen  F  darcb  die 
Functionen  f  darzustellen ,'  multipliciren  wir  die  zweite  Gleichung 
in  (59)  mit  cj|,  die  dritte  mit  noa,  u.  s.  f.,  die  letzte  mit  con,  wo 
(x>iy  m^^.y.ton  unbestimmte  Factoren  bezeichnen.  Durch  Addition 
erhält  man  dann : 

/  11  1 

«0  *0  "O » 

|-F(fiar).{l+7-©i  +  rä' ®a +  ••••+ rii- ®«i 

....    +  F(€f^)  ..{ 1  +  -  •  ©1  +  -2  •  0)2  +  ....  +—„  •  Wnl         • 
\=  (W  +  1)  .{foX  +  ©1  .  fiX  +  ©2 .  A^  +  ....  +  «n . /iiJJ)- 

Will  man  hieraus  z.  b.  F(eix)  finden»  so  geschieht  dies  durch 
die  Annahme: 

«0  «0  «0 

Jl+  -.©1  +  r2*<»2+--+r;i-ß>»=^» 

(62)  \       ^2  ^a     ^  ■  «a" 

*  •  • 

Hierdurch  zeigen  sich  ©i*,  ©2,....  ©n  als  Coefficienteh  der 
Gleichung : 

(63)  6~  +  ©i. €*•-*+  ©2. €*•"*+ ....  +  ©n-i-»+©n  =  0' 

an«  wenn  diese  zu  Wurzeln  Sq,  s^,  s^,..,Sn  hat.    Wir  setzen: 

(64)  <?=(«— €o)-(«  —  f2)-(«--^3)--(^  —  ««)> 

woraus  in  Verbindung  mit  früheren  Bestimmungen  hervorgeht: 

:q=p.(£-^6o)=^(«-i). 

Nach  (45)  aber  ist: 

dies  multiplicirt  mit  s — 1  giebt: 
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woraas  man  in  Berficksichtigang  voh  (46)  achliesst; 

(66)  <?=€"+ £,.«»-i  +  €i«.««-«+—  +  «i"'"*.«*+«i""*««+^"- 
Die  Vergleichung  dieses  Ausdrucks  mit  (63)  lehrt,  dass  man  bat: 

und  nun  ergiebt  sieb  aus  (61): 


= (it -f  1) .  {^x  4- <»i  ./iX -f  fi)ai . /^ -f .... -|- flOii  ./ii:r }. 

Um  hierin  den  Factor  von  F{biX),—;^  zuberecfaoen,  darf  mim 
nur  in  (65)  b=zEx  setzen;  er  ergiebt  sich  als: 

(n  +  l).€i», 
and  es  wird  folglich: 

^(«i^)  =  «i^/o^  +  H  fi^^rh^'f%x  + ....  +«i*/«a:. 

Hieraus  lässt  sich  schon  schliessen,   dass  man,   wenn  durch 
lein  beliebiger  Index  zwischen  1  und  n  bezeichnet  wird,  haben  muss: 

F(£fa:)=ei?.^a:  +  c<^^a? +  «<»./»«  +  .... +  £.^./;iar 
oder  .     • 

(66)  F{ZiPß)=~2   if.frx, 
während  (60)  sich  schreiben  lässt: 

(67)  F(a:)  =  '^^"  frx. 

r=  o 

Ffir  die  Logaritbmenfunction  ist 

F(Biiic)  =  log  (1  —  Bix)  und  F{x)  =  log  (1  —  x). 

Statt  der  in  (66)  stehenden  Summe  wollen  wir  das  Zeichen 
S{U^  und  für  die  in  (67)  enthaltene  S{t)  gebrauchen;  hierdurch 
verwandeln  sich  (66)  und  (67)  für  diesen  Fall  in :' 

Theil  XXI.  5 


66      ^*  Hellwi§i  BeiraciUung  derjenigen  Reihen,  welche  durch 

\og(l -eiz)=zS(li)  und  log(I— i9)  =  S(0.    v 

.  '>  ' 

d.   h.    weän  man   von    deh^  Logarithmen   za   Ezponentialgröss 

übergeht:  • 

oder 

(68)  €|a:=l-6«W 

oder 

(69)  ar  =  l  — ««O. 
Dem  analog  ist  bei  der  Binomialfunction : 

{l'i-eix)f'z=zS(bi)  und  (I+jr)^=iS(6), 

also      '      » 

1  1 

l  +  €ix=\ S(bi)]l*  und  l  +  ar={S(6))/^, 

d.  h. 

1 

(70)  e£a:  =  {Ä(6£)li*-l 

und 

.••  '  .  ■  1  ■ 

(71)  a:={S(6)}^-L 

Bei  der  Exponentialfunction  endlich  hat  man: 

e^i*=S(eiy  und  c*=iS(«), 
d.  b. 

(72)  €iX=logS(ei) 
und 

(73)  ar=logS(ß). 

Nun  findet,  wenn  t  Werthe  zwischen  1  und  n  annimmt «  d 
Gleichung  Statt: 

€i«  +  €.«-^  +  f.*-*+.    .+«<»  +  ««• +1  =  0 

und  aus  den  beiden  Reihen: 


üek0tnprHi§unff  einer  AmuMi  vom  Güedem  «0p.  07 

«ad 

Usst  sich  durch  Multiplication  der  unter  einander  stehenden  Glie- 
der and  nachherige  Addition  bilden: 

a?»  +  e£  a:*  +  f/*  a:* +  ....  + f<" -*  as* +«/■  Ä« 

Ahmt  man  die  Bildnngsweise  dieses  Ausdrucks  mit  den  in 
(68),  (69),  (70),  (71),  (72),  (73)  stehenden  Summen  nach,  so  erhalt 
man  Gleichungen,  welche  nur  Summen  unserer  Reiben  enthalten 
und  von  x  frei  sind.  Diese  von  x  freien  Gleichungen  werden 
repräsentirt: 

bei  der  Logarithmenfunction  durch: 

(74)  ( l  -  ««O )« + (1  -  eSit) )»- 1 .  (1  —  e«('0) 

4.(1--  ufi(D)n-2.(l_^S(tf))«+  ....  +  (1  ^u«(/)).(l- ««<«))•-> 

+(l-c«('0)«=0; 

bei  der  Binomialfunction  durch: 

1  1    . 

(75)  (S(biy^  1)«+  (S(Ä)^- 1)«-  * .  (S(bi)  - 1) 

l  11' 

+  (Ä(6)A-I)«-«.(Ä(60— l)«+....  +  (S(A)^"-l).(Ä(6.)^'-l)«-» 

1 
+  (Ä(6.)^-1)»=0; 

und  bei  der  Exponentialfunction  durch: 

(76)     log"Ä(f)  +  log«-iS(c).logÄ(^,)  +  log»-2Ä(€f;. log  «5(^0  +  — 

....  + log  &(^).  log  «-iÄ(<?,)  + log  «5(^0  ==0. 

Setzt  m^n  in  diesen  drei  Gleichungen  fiir  t  nach  und  nach 
1,  2,  3,  ....  7t,  so  erhält  man  in  Jedem  Falle  n  von  einander  unab- 
hängige, mit  X  nicht  behaftete  Relationen  zwischen  den  Summen 
der  durch  Ueberspringung  von  je  n  Gliedern  aus  unseren  drei 
Gmndreiben  abgeleiteten  Reihen. 


III. 

■ 

Zusammenstellung  der  durch  die  vorigen  Bestimmun- 
gen bedingten  Formeln  für  die  Fälle  71  =  1  und  n=2. 

Nimmt  man  die  Anzahl  der  zu  überspringenden  Glieder,  d.  b. 
11=1  an,  80  hat  man  die  Gleichung:  ' 


68     C*  Beliwißt  BeiraeMiww  derjenigenßeikem^  weieke  durch 
aufznlSsen  and  erhSit  daher  die  Wurzelwerthe  '  ' 

Ffir  die  logarithmische  Reihe  ist  also: 

^     ar*      £* 

t?Q— — "2"  — -^— -g-     etc., 

»1  =  — o:— -g  — ^g etc.;  ^ 

2ro=iog(l-a:)  +  log(l+a:)=log(l— ««),  |. 

*  1— T 

2»i=log(l— ar)-iog  (l  +  ar)  =  logj-q~- 

Als  Gleichung,  wodurch  Vq  und  Vi   verbunden  sind,  ergieM 
sich,  da  S(l)=Vo'i-Vi  und   <$(4)=Vo — ^i  gemäss   (67)  "nod   (6Q  J 
ist,  aus  (74): 

(1  — 6«'o+fi)+(l— e«'o-«'i)=0 

oder    . 


(77)  e«'o.{uv.  +  _j=:2. 


Führt  man  in   diese  Gleichung   die   hyperbolischen   Cosioiui 

und  Sinus  ein,  so  lässt  sie  sich  schreiben: 

< 

(78)    (Cos»ü+Sinro).Cosri=l  oder  Cosri=Cosro— SinoQ. 

Die  obigen  Reihen  für  Vq  und  Vi  besitzen  in  allen  Gliedern« 
einerlei  Zeichen;  bezeichnet  man  die  ihnen  entsprechenden  Reihe» 
mit  abwechselnden  Zeichen  dur(*h: 

--       x'^     x^     x^ 
Fo=2 T  +  T     ®*^* 

-,  x^      x^ 

Fi  =  a:  — -ö-+"g — etc.; 

so  hat  man  offenbar: 

I 

Fo=ro[^=^V"^]  und  Fi  =  V^=T.ü,[x=af  V^IT] 

und  umgekehrt, 
und  erhält  dem^emäss: 


JFo=log(l— *V^fiog(i+a;V^::T)=ioga+«^, 

8  F, = v^^nr.  log  (I  -  ar  v^=r) -^  v=r.  log  (1 + «  v^ 


00  wie: 


(79) 


eF,,ieK.^i  +  ^^^=% 


eiDe  Gleichung,   die  sich   durch  Eiofahning   der  hyperholischeD 
■od  trigonometrlsGheD  FuDctionen  verwandelt  in: 

(80)  CO«  Fl. (Co«  Fo  +  Sin  Fo)=l  oder  cos  Fi = Cos  Fo-Sin  Fo- 

Die  obenstehende  Reihe  flfr  Fi   ist  die  bekannte  Reibe  fihr 
iBKtg  X  und  es  ist  also: 


(81)  log(l'+^*)=!og(l+a:V-=r)+loga-*V'^ 
und 

(82)  2.V'^T,arctga:=log(l  +  arV^^)--log(l--a:V*^). 

Hieraus  folgt  durch  Addition  und  Subtraction: 

Iog(l  +«  V^T)=log(l  +  a:«)i  +  V^^.arctgx 
und 

log(l— «  V^=7)=log(l +  a:*)4— Vm.arctgx 
oder,  wenn  man  su  Exponentialfunctionen  übergeht: 

(83)  l+ÄV^rrzsVT+^.eV^-««^«»«* 
und 

(84)  l— a:V'^^T==VT+i«.ij-^l^-"«»8'. 

Bezeichnet  man  dem  Obigen  analog 

Iog(l+jr)— log(l— x)  durch  2.Arctgar, 
10  erhält  man  den  letzten  Formeln  entsprechend : 

(85)  1  +  «= V  1— Ä^.eArctg* 

und 


TB.    c.  Hellmiffi  ßetraektnnff  äerjenl9en  IMken^  weiche  durch 

.(86)  ..        l*-a:!^Vr^^^.e-*A'ctS-  * 

Für  die  BiDomialreihe  bekommt  man  fär  Afin  Fall  n=l:  . 

V 

*o  ==1  +  fh  «^^  +  f*8  .ar*  +  etc. , 
5i  =  fia: + f*2 .  or' + 1*4 .  a:' +  etc. , 

2*o=(l+a:)A*  +  (l^jr)^ 

2»i=(l+a:)A«— (1— a:)^; 

und  als  Gleichung  zwischen  $q  und  Si  vermöge  (75):  ' 

1  •  1     ■      ■ 

oder  . 

(8^  .       y.  |(.+a)'*(.-a)^i=».      : 

Diese  Formeln  lassen  sich  noch  vermöge  der  in^  (85)  und  (i 
enthaltenen  Werthe  umbilden,  nämlich  in: 


oder 


ebenso : 


25o=VT^a?2)^.{e^^^^*8r*+g-A«.  Arctg«) 


Sq = (V  1— Ä"*)/*.  Cos  (f* .  Arctg  .r) ; 


^1  =  (V"l-a;«)A«.  Sin  (fi .  Arctg  a-) 


und 


1 


d.  h. 


(88)  »o»  +  *i»= ' 


Cos%.(A,A>rctg|).     ; 

Die  Reiben  mit  abwechselnden  Zeichen  sind  hier: 

» 

jSo = 1 -^ >i .  a:* + f*3 .  ar*  —  etc. , 
Si=f*ar — f*2«^'  +  f*4«^— etc., 
und  man  hat  dabei: 
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5o=*o[^=^-V  — 1]  üod  Si  ==  ÄT^y* «i  [«=?«  V  — 1]» 

^       und  umgekehrt. 
Hieraus  ergeben  sich  die  Beziehungen: 

♦    ■ 
und 

1  , 1  , 

80  wie  die  Gleichung: 

1  1 


oder 


•  ■ 


(89)    So^.|(i+J.V=:r)^-+(i-g.VrT)J)=2. 

Diese   Gleichungen  siod  den   Torher   ausgeführten  ähnlicher  i 
Dmbilduogen  (ahig  mittelst  der  Formeln  (83)  und  (84);  sie  gehen 
über  in: 

So = ( V^l  +  a?*).^ .  cos  ((* .  arctg  jr) , 

Si  =  ( VT+ i*)M .  sin  (ft .  arctgor) ; 

und 

1  • 
(90)  *»'  +  *•  •„/!       \    S{\- 


COS 


Die  Exponentialreihe  endlich  liefert  für  den  Fall  nssl: 


•  •  -■ 


^2  '  -^   . 

-^  ==  •'^  +  21''"  4T  "'^  ®*^" 


x^   .  j:* 


-Xi=^  +  3y  +  gl + etc. ; 

Reihen,  als  deren  Summen  bezQglich  der  hyperbolische  Cosinus 
und  Sinus  gelten;  dabei  ist: 

2-Xo=e*  +  e-*  und  2jri=e*-*c-*, 
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so  wie  wegen  (76):  ^ 

iog( JTo  +  Zi)  +  log(io--afi)  =0 
oder 

.  (91)         (j:o+-Xi)-(J:o-^i)=Jfo*--afi«=:i, 

eine  Glei9hung;  welche  die  bekannte  Beziehung  Cos^o?— SiD*:r 
=1  giebt. 

Die  Reihen  mit  abwechselnden  Zeichen  sind  hier: 

^  x^      x^ 

Reihen,  deren  Summen  respective    durch  den  trigonometrische» 
Cosinus  und  Sinus  bezeichnet  werden.    Man  hat  dabei  weiter: 


und  umgekehrt» 


also 


und 


2»o=«**"-*  +  «-'^^ 


V  —1 


und 


(92)  (*o  +  y=|:.«l).(*p-y=j.*l)=*0*  +  *^^^^ 

eine  Gleichung»  welche  die  bekannte  Relation  cos*a:+sin^a:=:l 
enthält. 


Setzt  man  die  Anzahl  der  in  der  Grundreihe  zu  fibersprin* 
genden  Glieder  oder  n=2^  so  hat  man  die  Wurzeln  der  Gleichopg 

ZU  bestimmeD;  sie  sind: 


MmnfrtHftmt  «tter  AmmU  iwii  eUedem  He.  TS 

«0=1,  n=-2+äVl.V-ZT,«i=-|-|V3.V=T; 

I 

nimmt  man  'also    für  f|   die  Fonn  o+jJ.V^— 1    an,  so  wird  e^ 
=  «— /J.  V^— '1  nnd  es  ist: 

Die  aus  der  logarithmischen  Reihe  fiir  ft=2  sieb  ergebenden      , 
Reiben  lauten: 

x^      x^     x^  x^     x^ 

t?o= — '-g g TT— etc.,   t?j  =— a? — r-— -sr-— etc., 

.T*     ar*     ar* 

und  man  bat  fär  sie: 

3  «oss  log(l  — d:)  +  log  (l — h«)  H- log  (1 — ^«) 
=log(l  -  a:)  +  log(H- «+««) 

oder 

3ro=log(l-a»), 

3üi=iog(l -a?) +-.  log(l— «1^) +- .Iog(l— %a:) 
=log(l  — a:)  +  «j.iog(I — £1«)  +  «1  .Iog(l  — %a:), 

3r,=log  (1 — a?)  +  ;r^  -  log(l— «la?)  +  r«  •  log  (1— «««) 
=log(l  —  a?) +61  .log  (1  —  £ia:)  +  6a.  log(l --%a:). 

Wegen  der  kurz  vorher  fBr  E|  und  e^  festgestellten  Wertbe 

ist  aber: 

/* 

^ .  log  (l  -  Cja;)  +  ci .  log  (I  —  (,3;) 
,=  « .  log{l ^«1*)  (1  -  «,ar)  + /J.  V^TT .  log}=M 

=  «.log(l+«+a;«) -/?.->-==. gi!i 

1  — «KT 

'  =a.log(l+a:+ar«)-2|J.arctgj^. 


I 

I 
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i 

In  gUijpber  yVteise?  wird :      .  .  .       i 

Bi .  log  (1  —  Six)  +«^.  log  (1  —  %ar) 
=a.log(l+är  +  a;«)+2/3.arctgj^'  ' 


■  im 


wodurch  man  mittelst  Einsetznng  der  Werthe  von  u  und  /3  findet: 
,    ,    ;3fi=|og(l-a:)-5log(l  +  ar  +  ar«)-  V^.arctg  J^.,, 


und 

ar\r3 


1  X  \r~% 

3r,=log(l-a;)  -gJogO  +  a:  +  a;«)  +  Vl.arctg^^ 


Die  Ton  x  freien  Gleichungen  heissen: 

(1  .^  p»o+ » . +»»)•  +  (1  —  e»o+»i+»4) .  (1 — e«'o+«i»i+«2»») 
+  (1  —  e»o+«i»»+'«Wf)«=  0 

und 

+  (1  --  e»*-H««'«+'i«'«)«=0. 

Suhtrahiit  man  und  dividirt  alsdann  durch  den  Torhandenen 
gemeinschaßllchen  Factor,  was  angeht,  sofern  nicht  9i=Vs  Ist, 
80  fährt  dies  tu:  ' 

.  (l—  |M^i4»i+«'«)  +  (1  —  f?»«-Wi»H  f«»«)  +  (1  —  e't+'Ä'i+'i««)^^©. 

Ule  Addition  und  Berücksichtigung  der  letzten  Gldcbnbg 
gleht  hierauf: 

Quadrirt  man  ferner  die  rorige  Gleichung,  nachdem  man  ihr 
er»te8  (»arenthetisrhe«  Glieil  auf  die  andere  Seite  geschafft»  and 
»ubtrahirt  die  Mite  davon«  so  erfolgt: 

Führt  man  hierin  die  angeieigte  Multiplieation  vnd  Q«adri- 
mmt  an«  «ad  herüduttehl^t  die  vorhergehendes  Relafi^aea,  ao  ist: 
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Um  noch  •ine  aweite  nicbf  mit  imaginären  Grossen  behaftete 
Gleichang  herzustellen,  geben. wir  der  obeostehendeni  durch  8ub^ 
<raction  aus  den  beiden  ejrsten  von  x  freien  Gleichungen  entstaii-* 
deneDy  Relation  die  Form: 

,  ,,■.'-'  .  * 

also 

■  ■    ^  •  '     ■    '■    '       A '       ■    .  • :  . 


c«i»i+«««'«  -|-  e'«''»+fi«'a  = 


C^b 


Durch  Einfuhrung  der  Werthe  fär  £|  und  f«  und  einfache 
duetionen  gewinnt  man  hieraus: 

und  man  erhält  folglich: 

V^3  3  — C»o+»i+»a 

(94)    2.cos'V-fa-^^=^^''+°*^'       \k •  . 


Die  Reihen  mit  abwechselnden  Zeichen  lauten: 

--         Sfi.      X^  _^X^        4.         TT  x^    .X^      ' 

Fo  =  -3  — -5  +  9— etc.,  Fi  =  ar— -y  +y— etc., 

cfl      x^     x^ 
Fa  =  —  "2  + -5  — 8^  +  etc.. 


so  dass 


•     I 


und  umgekehrt 
Daher  wird: 

3ro=^log(I+a:»),  •   ^ 

Was  die  von  x  freien  Relationen  zwischen  Vq^  Vi  und  F^ 
betrifft,  so 'Stimmen  dieselben  mit  (93)  und  (94)  vollkommen  üb^r- 
ein  und  man  bat  nar  T^'  fiir.vo»  Vx  für  vi  und  V%  für  o«  zusetzen. 
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Aus  den  Torstehend  bebandelteD  Fällen  kaon  mao  scboo  das 
Verfahren  abnehmen,  welches  in  den  übrigen  angewendet  werden 
muss»  und  lassen  wir  deshalb  nur  noch  die  Formeln  fSr  die  aus 
der  Binoroiai-  und  Exponentialreihe  im  Fall  ii=2  entstehenden 
Reiben  ohne  weitere  specielie  Berechnung  hierunter  folgen. 

Ffir  die  ersteren  hat  man : 

3j6=(l+a:)A'+(l  +  £iar)A'  +  (l  +  ^a:)A«, 

3^=(l+a:>"+«,.(l  +  t,ar)i»+fa.(l+«,a:>»; 
oder 

3io=(l  +  «y+2(l-ar +««)«. cos(/».arctg-53;:^y' 
3ii=(l+a?)i»-(l— a!+ar*)5.[cos(<t.arctfe;;j^— V"3.sin((t.arctgf2;;^)» 

3fa=(l+a:)M— (1— ar+a?^«.{cos(f*.aTctg2:~y+V3.8lnf(».aTctg2;^);. 


+  {(«o  +  «1*1  +  «a .  h)^  - 1)*  =«t 

•  »  1  i 

K*b+»i  +  «a)^— It*  +  K*o+«i +«8)"  — l!-K*o  +  «8.»i+^  •«i)''^  11 

1 

+l(*o+«a-»i  +«1  .ia)^-l}*=0; 

oder: 

1  I 

(95)    3.(5o  +  i|  +ia)'^  +  {(*o*  +  *i!+*a*)  -  (*o-'i+'o.«2  +  *i.«a)J^ 


und 


(96)        V.    2.cos|i.arctgV1.5^^^:=^j 

1 

=  (<6+*i  +*«)*'*♦ T' 

(*b»+»i»+««»-3n,»,*t)^ 
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0 

Für  die  Exponentialrelhe  endlich  wird: 
3Jr^=e«  +  e'*^+e'i'  =  e»+2.«  •.cos— j"' 

31i  =  6*+^. «'»•'+ «1. «'••'=  e^—c  •.(cos —2 V  S.sin— j— |, 

3I,=:e*  +  fi.e'«*+«9.e'«-*=e*— «  •.{cos— j— +V  a-eio—g— |. 

« 

iog«(Jo+jri  +A;)  +iog(ji'o+-3fi  +  ^«)-  log  (^0+ «1-^1+ ««•■*«) 

iog«(Ao+ir,  +  j;,)+ iog(iro+Ar,  +  A,) .  log  (^+»,.  jr, +»i  .^ 

+iog«(  Ji + «i . -xi + «, .  jg = 0 

«der: 

(97)  ^•+^i»+-X.«-3^^i^  =  l 

t 

und 

(98)  Iog(J!i  + JT,  +  ^=y^-arctgg^J(^^j^. 

Die  im  Vorigen  mitgeth eilten  Entwicicelongen  zeigen,  das«  im 
Fall  n=l  die  betreffenden. Functionen ,  welche  die  Summen  der 
au  einer  Gmndreibe  abgeleiteten  beiden  Reiben  ausdrOcken,  durch 
eioe  einzige  Gleichung  mit  einander  vetbunden  sind;  diese  Glei- 
ehung,  welche  wir  unseren  drei  Reiben  entsprechend  in  (78)  und 
(80),  (88)  und  (90),  (91)  und  (92)  vorfinden,  lässt  sich,  die  jedes- 
maligen in  ihr  enthaltenen  Functionen  als  Coordinaten  betrachtet« 
als  Gleichung' einer  ebenen  Cur?e  ansehen,  die  also  den  Zusam- 
menhang dieser  Functionen  geometrisch  darstellt.  In  derselben 
Weise  lassen  sich  die  Gleichungen  (93)  und  (94) ,  (95)  und  (96), 
(97)  und  (98)  als  Gleichungen  von  Oberflficbcn  auffassen,  von  denen 
je  zwei  zusammengehören  und  eine  Curve  im  Räume  liefern,  welche 
dann  den  Zusammenhang  der  jedesmaligen  drei  zusammengehöri- 
gen Functionen  iu  geometrischem  Bilde  darlegt 
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» ■■    t  • 


Tl. 

^Ueber  die  Conrergenz  der :  unendlichen  Produkte  nebst 
^einigen  ^  Theoremen  über  die  Convergenz  gewisser  un- 
endlicher Reihen. 

Von 

Herrn  Doctor   F.  Arndts  ' 

Lehrer  an  der  Realschule  zu  Stralsund. 


Cm. ein  unendliches  Produkt  mit  läuter  positiven ,  nicht  ver- 
sdhvrindenden  Factoren,  weiches  wir  unter  der  Form  (l-f^t£|) 
■(1 -f  «2)  0 -f  «3)  etc.  darstellen  können,  hinsichtlich  seiner  ConTer- 
genz  -oder  Nicht -Coiiverfenz  zu  prüfen^  hraucht  man  zwar  nur 
die  unendliche  Reihe  log(l+tti)  +  log(l +«2) -f  log(l +M3)  +  etc. 
in  'eben  der  Hinsicht  zu  untersuchen;  aber  die  Theorie  der  Cofi- 
vergenz  der  unendlichen  Reihen  ist  noch  nicht  in  dem  Grade  aus- 
gebildet, dass  man  die: Sache  htemit  als  erledigt  betrachten  dürfte. 
Cauchy  hat  in  der  Analyse  algebrique  JNote  IX.  gezeigt, 
wie  die  Untersuchung  von  den  beiden  unendlichen  Reihen 

«1,  «a,  %»  «4,  eitc, 
;  ««1^  ^y  «8^  W4*,  etc. 

abhängig  gemacht  werden  känh^  Indem  das  fragliche  Produkt  gegen 
einen  endlichen,  von  Null  verschiedenen  Werth  convergirt,  wenn 
diese  beiden  Reihen  convergent  sind,  gegen  Null  dagegen,  wenn 
die  erste  Reihe  convergent,  die  zweite  divergent  ist.  Dieser  Satz 
enthält  also  ein  sicheres  Kennzeichen  für  die  Fälle,  in  welchen 
die  erste  Reihe  convergent  ist.  Für  den  Fall  aber,  dassdie  Reihe 
«1»  ti2,  Uz  etc.  nicht  conver^irt,  sind-  mir  noch  keine  allgemeinen 
Sätze  bekannt,  weshalb  ich  denselben  hier  einer  besonderen  Un- 
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tersuchuDg  unterwerfe.  Ueberdies  scheint  Caucby's  Bebaudlung 
des  Gegenstandes  der  nuthigen  Schärfe  zu  entbehren. 

Uro  die  Betrachtung  übersichtlicher  zo  halten ,  schicke  ich 
iwei  Lehrsätze  voraus: 

Lemma  I.  Es  sei  ti|,  ti2,  115,  etc.  eine  unendliche 
Reihe,  deren  Glieder  dasselbe  Vorzeichen  haben, 
^1»  <^»  c^t  etc.  beliebige  Grossen,  deren  numerische 
Werthe  eine  endliche  GrOsse  C  nicht  übersteigen; 
unter  diesen  Voraussetzungen  wird,  wenn  die  Reibe 
«i9«2'^  e^c*  couvergent  ist,  die  folgende  C|ti|,  c^u^^  CsUsetc. 
ebenfalls  convergent  sein. 

Beweis.  Bezeichnen  wir  die  absoluten  Werthe  der  in  Be- 
tracht kommenden  Grossen  mit  den  entsprechenden  grossen  Buch« 
stabeo,  so  ist  fii+Ui+....  +  w«=db(f^i+^R+—+Ri)  =  db'Sii,  wo 
S«,  indem  n  unendlich  wird,  gegen  eine  endliche  Grenze  conver- 
gtrt.    Da  nun  die  Summe 

(iüi  +  C;al7a+....  +  Git7«  =  aüi  +  t7«  +  ....+  f7«), 

80  folgt,  dass  die  aus  lauter  positiven  Gliedern  bestehende  Reihe 
(Wit  C^Uft,  C^Vzf  etc.  ebenfalls  convergent  ist;  nach  einem  be- 
kannten Satze  ist  folglich  auch  Cif/j ,  c^u^^  c^u^  etc.  eine  conver- 
gente  Reihe.  • 

Lemma  II.  Es  sei  ti|,  tr^»  "3»  etc.  eine  unendliche 
Reihe,  deren  Glieder  dasselbe  Vorzeichen  hjftben, 
Cif  e%9  c^  etc«  Grossen  von  einerlei  Vorzeichen,  deren 
Domerische  Werthe  sämmtlich  nicht  kleiner  als  eine 
von  Null  verschiedene  positive  Grösse  Csind;  unter  die- 
sen Voraussetzungen  wird,  wonn  die  Reibe  Ui.ti^u^  etc. 
divergent  ist,  die  folgende  r|M|,  c^u^^  c^u^  etc.  ebenfalls 
divergent   sein. 

Beweis.  Behalten  wir  die  obigen  Bezeichnungen  bei,  so  ist 
«i+«ia  +  ....+tt«<=±(t/i+ 1/«+  ..+ t7i,)=±«»,  wo  Sn  mit  n 
zugleich  unendlich  gross  wird.   Da  nun  die  Summe  Ci  C7|-|-C^  t/s -}-.... 

^..  +  CmUn^(Xüi+U2+..+  Un).   SO  folgt,    dass  Cil/i,   Qiü^ 

C^Gs  etc.  eine  divergente  Reihe  ist;  nun  int  r^t/i -t-CaU^-f .... 
— =±(Q  Vi  +  Cal7a+....),  folglich  ist  die  Reihe  CiUi,  CqU^,  C3W3  etc 
«henfalls  divergent. 


Nehmen  wir  nun  zuerst  an ,  dass  in  dem  unendlichen  Produkte 
Hi%)(l-|-ici)(l-|'t^)  etc.  aUe  u  dasselbe  Zeichen  haben  und 


•   I 
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setzen  nach  der  durch  ihren  Rest  befp^nzten  Macianrln 'sehen 
Reibe  log(l-f  tO==|  ,  ^»'wo  S  zwar  eine  unbekannte  Funktion 

von'«  ist 9  aber  zwischen  0  und  1  liegt.   In  dieser  Gleichung  bann 

man  Jfir  u  succ.  «n»  «n-i-i»  «n+2  etc.   setzen»    da  die   Funktion 

1 
log(l  +  u)   mit  ihrer  Ableitung  ^  ,        stetig  ist   von   tf=:0  bis 

u=tfic  oder  bis  tf=:tfa-fi  etc.    Hiernach  kommt 

(a)  l0g(l+t«n)  +  log  (1  +tt«+l)  +  ....  +  Iog(l  +  M«-f«-l) 

1  ■\-BnUn      1 + ön+lW«+l  "*"*•••"*"  1  +  Bf^m-^lUn^m^l 

WO  Bnf  ^n-l-i«  ••••  ^n^-in— 1  sfinuntlich  zwischen  0  und  1  liegen. 
Wird  nun  Un  unendlich  klein,    Indem  n  unendlich  gross  wird*,  so 

1  ^  ^ 

nähert  sich  |  ,  ^ —  der  Einheit,  also  kann  man  sich  n  so  gross 

genommen  denken,  dass  dieser  Bruch,  indem  n  ferner  wächst» 
immerwährend  kleiner  bleibt  als  eine  bestimmte  endliche  Grösse» 
oder  auch  immerwährend  eine  positive»  von ,  Null  verschiedene 
Grösse  fibersteigt    Nach  Lemma  L  und  IL  wird  folglich  die  Reihe 

1  1  1 

gleichzeitig  mit  der  Reihe  Un,  Un^iy  «n+2  etc.  convergent  oder'di« 
vergent  sein.  —  Wird  «n  dagegen  nicht  unendlich  klein»  so  kann 

auch    der   Bruch    y  ,  ^ — = 1-  nicht  unendlich  klein  werden» 

^  Un 

also  bleibt  das  vorhergehende  Resultat  auch  fSr  diesen  Fall  richtig« 

Die  Gleichung  (a)  fährt  daher  zu  folgenden  Sätzen: 

Satzl*  Wenn  die  Reihe  «i  ,Us»ti8  etc.  lauter  Glieder 
mit  gleichen  Vorzeichen  enthält  und  convergent  ist» 
so  convergirt  das  Produkt  P=  (l-f  tfi)(l4-ti2)(l-f  ti,)  etc. 
gegen  eine  endliche,  von  Null  verschiedene  Grenze. 

Satz  2.  Wenn  die  Reihe  ti|»  u^,  »3,  etc.  lauter  Glie* 
der  mit  gleichen  Vorzeichen  enthält  und  divergent 
ist,  so  wird  das  unendliche  Produkt  P=:4:0c  oder  Null» 
jenachde'm  die  Glieder  positiv  oder   negativ  sind. 

Diese  beiden  Sätze  gelten,  wie  leicht  zu  sehen,  .auch  dann 
noch»  wenn  die  Glieder  der  Reihe  ttt>  <<2«  t^»  ^tc.  zwar  nicht. von 


ApfsB^  anveineiiei  Zeichea  haben»  sich  aber  doch  eiA  endlicher 
Werth  V  von  n  angeben  lässt,  so  dass  Um  von  n=:=v  bis.n^oo 
sein  Zeichen  nicht  ändert. 

W^nn  aber  die  Reihe  nicht  so  beschaffen  ist,  dass  ihro  Glieder 
zuletzt  dasselbe  Vorzeichen  bekommen,  so  finden  die  Lemmata  I. 
and  II.  auf  die  Gleichung  (a)  nicht  mehr  Anwendung  und  man 
miisg  ein  4jlied  der  Maclaurin'schen  Reihe  hinzunehmen.  Es 
kann  nämlich  auch  gesetzt  werden : 

(b)  logPm  =  afff-|'i^+i  +  --  +  tte4«i*-i 

^^  (1  +««)(!+  Mn-f l) .... (1  +  ILn^m-l)  =  Pm* 

Bezeichnen  wir  dje  Summen  * 

Mii  +  Mn+l  +  ....  +  W«4-m-l  durch    Sm," 
|«n*  +  Mn+l*  +  ....  +  Wn+m-l*  durch   fm» 

-f-  ••••  ... 


"^AT+eiii;)  +'^+'^(i+0«+iii«+i) 


....■ftin4^iii-i^(i  ,\ft  , — —-: — -)    durch  JT«. 

Da  alle  6  zwischen  0  und  1  liegen,  die  Glieder  von  ^'.sämmt- 
'Ich  positiv  sind,   so  folgt,   wie  vorher,    nach  Lemma  I.  und  IL, 
^ass,  indeib  m  in's  Unendliche  wächst,  die  Summen  tmy  T^n  ent- 
weder zugleich  gegeiv  endHche  Grenzen  t;onvergiren  oder  zugleich 
unendlich  gross  werden.    Die  Summe  Sm  kann    aber  conyergiren 
^d.  h.  sieh«  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  nähern),  oder  di^er- 
giren  (d.  h.  an  den  Werth  -f-oD  oder  --^oo  streben),   oder  oscilli- 
ren  *)   (d;  h.  sich  gar  keiner  endlichen   oder  unendlichen  Grenze 
nähern). 

Aus  dem  blossen  Anblick  der  Gleichung  zieht  man  nun  fol- 
gende Schlulßse:  *  .." 

Safi;  3; '  Wenn  die  Summen  sms  im  gegen  endliche 
Werthe  convergiren,  so  nähert  sich  das  Produkt  Pm 
einet  endlichen,  von  Null   verschiedenen  Grenze. 

^Uiz  4.  lyenn  Sm  gegen  einen  ei&dlicheQ  Werth  con- 
vergirti  im  unendlich  gross  wird,  so  nähert  sich  Pm 
der  Grenze  NulL 


«)  Diesen  Begriff  hat  Stern  eingefährt  (Crelle's  Journal  Bd.  37), 
wo  dieser  verdiente  Mathematiker  die  Theorie  der  Convergenz  der  Ket- 
tenbrache mit  positiven  Gliedern  erledigt. 

Theil  XXL  6 
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Saith.  W«nD  hm  gog6B  ilie  Grenze* — o>  gekt«  ee 
nShert  sich  Pm  der  Null. 

Satz  6.  Wenn  Sm  gegen  die  Grenze  -|-Qo  geht»  aber 
im  gegen  eine  endliche  Grenze,  so  geht  Pm  an  di« 
Grenze  -|-oo. 

Satz  7.  Wenn  Mm  oscitlirt,  im  gegen  eine  endlich» 
Grenze  geht,  so  wird  Pm  oseiIHren. 

Satz  8.  Wenn  hm  oscillirt,  ohne  eine  bestimmte  end- 
liche Grosse  za  übersteigen,  im  an  die  Grenze  -fo^ 
gebt«  so  nähert  sich  Pm  de^r  Nail. 

Beispiel  zu  Satz  7.    Die  Reibe 

1.1.1.11     1     l_l_l_l     !_'_'  .  1.    . 

V'i^ATl     99999999     9"*'16+***^' 

wo  die  Glieder  von  der  Form  ^T— )  ,  und  wo  jedes  Glied  S|Ooft 
mit  demselben  Zeichen  Torkommt,  als  sein  Nenner  anzeigt,  ondt 

lirt  zwischen  0  und  1,    die  Reihe,  der  Quadrate  "Ml)  "t'^fo) 

<1\*  111 

lgl  +  etc.  =  2+ö  +  ig  +  ®*c.  ist  convergent,  folglich 

'=(Hö*('-o"04)"o-^)"('4r- 

ein  oscillirendes  Produkt    Dm  sich  von  dem  Gang  dieser  Flink- 
tion  ein  Bild  zu  entwerfen,   dient  folgende  Betcachtong. 
wir  P^=^PiPiPip^b  ^^  und  schicken  fol^nde  Bemerkung  ¥4 
Nach  der  Maclaurin'schen  Reihe  findet  sich 


m 


'"'^^^''~'^^J~'^^^'^ 


daher 


/        1  \"»*  /  1      XC'w+i)* 


wo  die  Vorzeichen  sich  auf  einander  beziehen.    Ferner  ist 


='-^^)'^(«^y 


^C — T-V)  >o. 


«isleiehtia  emektn«  daher 


•  ••• 


•••  0+oir+7)0 


(»•+/«)• 


>1*). 


^it  Haxina  4es  Prodlikts  P,  niwiich  pi^  PiP%p%»  PifhP^P^Pi^^^ 
mrftn  hienMch  fortwährend  kleiner,  da  p^p^  <  1,  /94P5  <  1,  u.  s.  w., 
Amm  Verden  ^  Minima  pip^,  PiP^PtP^»  PiP^PtPAPnPe  «•«• 
tütirfthrtnd  kleiner»  da  p^P4<l>  föfft^i»  u.  a.  w.;    da  endlich 

ÄP4^6-»-P«r+i>l*  ftl^o  PiP%Pz^P^-^i>PiPi»  so  öbertrift 
jeies  Mazimum  daagrOaete  Minimum.  Hieraus  iat  ersichüleb,  daaa 
Pm  sich  keiner  beatinmten  Grenze  nähert 


Beispiel  SU  Satz  8.    Die  Reihe 

2+2     3    3     3+4+4:+4  +  4 


j  —  etc.» 


i 


wo  die  CHIeder  von  der  Form  ±—9  und  wo  jedes  Glied  so  oft  mit 

P 
d«Dselben  Zeichen  verkommt,   als  sein  NeoBer  anzei|^t»   oseilUrt 

Dvisehen  0  und  1«  während  die  Reihe  der  Quadrate  ^(äj  ^H^J 

+4^7 J   +etc=rt  +  Ä+ 7  +  etc.  divergent   ist,    Tolglich  hat   das 
isendliche  Produkt 

''=ß)*a)'G)*(0*G)  •(?)'•• 

im  WeHh  Null. 


*)  Alle  io  dieser  Alihandlung  angewandten  Logarithmen  eind  hyper- 
WBi^e. 

6* 


'  84   F.  Arndt:  üeöer  die  (knwerpem  der  mnendttehenFrodukle mM 

In  derTbat,  hier  ist  PÄm=:3-g-.7«Q—.=(l-^gXl""g)(l — f)(} — ^ö)—* 
....(1— ^;7^)=0  für  i»c=Go  (Satz  2),  fenier 

*  ■  '  ■ 

WO  e  Äe  Basis  des  hyperbolischen  Logarithmensystems  bedeutet 

Betrachten  wir  in  der  unendlichen  Reihe  u^  u^^  u^,  u^^  etc. 
die  Summen  der  positiven  und  negativen  Glieder  jede  für  sich» 
so  lässt  sich  noch  ein  Schritt  weiter  gehen.  Bezeichnen  wir  *io 
Ui-{-u%-\- *.**-{■  Uu=^Su  die  Summe  der  positiven  Glieder  mit  g,  die 
der  negativen  mit  c,  so  dass  iii=^ — tf,  so'folgt  nach  Satz  1.  und  2^ 
dass  das  Produkt  Pm  gegen  eine  endliche»  von  Kuli  verschiedene 
Grosse  convergirt^  wenn  q  und  ts  sich  bestimmten  endlichen  Gren- 
zen nähern >  gegen  Null,  wenn  q  an  einen  endlichen  Werth  geh^ 
und  tf-zs-l-Qo  wird.  Diese  Resultate  folgen  indessen  schenf  ans 
den  Sätzen  3.  und  5.  Wenn  aber  die  Reihe  der  positiven  Glieder 
divergent,  die  der  negativen  convergent»  die  Reihe  der  Quadrat» 
der  Glieder  diverg^at  ist,  so  sieht  man,  dass  Pn  an  die  Grenxe 
-f  OD  ruckt,  und  dies  Resultat  lässt  sich  aus  den  obigen  S^tien 
noch  nicht  ableiten,  da  hier  die  im  Vorhergehenden  mit  Sm»  tm  be* 
zeidineten  Grossen  zugleich  +  od  werden.    Also  •.-.*  < 

Satz  9.  Das  unendliche  Produkt  (l+Ui)il+u^ß+u^ 
etc.  rfickt  an  die  Grenze  +oo^  wenn  die  Reihe  der  po* 
sitiven  u  divergent,  die  der  negativen  ti  convergent  ist. 

Von  allen  muglichen  Fällen  bleibt  demnach  unsem  bisherigen 
Betrachtungen  zufolge  nur  derjenige  zweifelhaft,  wo  die  Reihe  der 
positiven  u  sowohl,  als  die  Reihe  der  negativen  u  divergent  iir^ 
die  Reihe  der  Quadrate  der  Glieder  ebenfalls  divergirt,  und  dhh  . 
bei  die  Snmme  tti  +  u^  +  u^ -{-...•  entweder  -f*^  ^i^d  oder  so  os- 
cillirt,  dass  sie  nicht  fortwährend  kleiner  bleibt  als  eine  eni* 
liehe  Grosse. 

Beispiel  1.    Die  Summe  V^  —  ^'^^^  ■"3  +  *^i**4+'^g 

— K  etc.  wird  unendlich  gross,  denn  y  — S.—  fi|r  n>4,    wie 

5  °  n      n      n 

leicht  erhellt,  also  die  obige  Summe  von  Vi  an  ^  r'~;s^g~f  ®^ 

Die  Reihe  der  Quadrate   2"''4'^3'^ö+  ^*^   ^^   ebenfalls   diTer-  ' 
gent    Das  Produkt 


kaon  also  nach  den  obigen  Kennzeichen   oicht  geprfift   werden. 
Dass  68  unendlich  groiBS  wird»   lässt  sich  auf  folgende  Art  nach- 

ffeisen. 

11  1 

Setzen  wir  <1  +  V  j) (1  +  V  g)-.  (1  +'^^Xi)=^>  »<>  findet  sich 

leicht />to=(l  +  V^a  +  V5)P'.;^.    Nunist  vJ-^>^> 

^n>n   ^^'  ^>^'  ^4-4=4'  ^^'sHch  P'>4.5.6.7 ^.  oder 

durch  Multiplication  und  Heben  P' >^{n^i){n-{-2)\  also 


Fl    *.  /i  .    ^'v/*  .     ,'v  wii  +  5ii+6 


der  Brach 


20«  +  20  "  20+^ 

wird  Boendlich  ^oss  mit  n,  folglich  auch  P^n* 

Beispiel  2.    Ton  den  drei  Produkten 

(l  +  l)(l-4)(l  +  l)(l-i)(l  +  l)(l-.i)  etc., 
(l  +  l)(l^l)(l+2)(l-i)a  +  3)(l-4)  etc., 
a  +  l)a-4)(l+l)(l-l)(l  +  l)(l-J)  etc. 

osdUirt  das  erste,   das  zf^eite  wird  -{-  od,  ^das  dritte  Null. 

Beispiel  3.    Die.  Reihe 

1    !• 1.1    1    1.1.1.1     111» 

deren  Bildnngsgesetz  leicht  erhellt,  oscillirt  zwischen  0  und  -|-w> 
wihrend  die  Reihe  der  Quadrate  dirergirt;  das  Produkt 

I 

3  134123451233456 
^  — 2'2*2'3'2'3  23*4*2ä'423*4*5  ***• 

NDvergirt  gegen  Null,  ^^»  sich  auf  folgende  Art  zeigen  lässt: 
DieMazima  8indl+|,  h\,  (1+^)  (l-J),  (1+ J)(l-J)(l-|).etc., 
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12      8 

sie  copver^r^D  ^eg«D  di^  TSkAXy  da  g-»  ^j  in'"**  eSnedivei^reiide 

Reibe  ist  (Satz  2.)>  folglich  nähert  sich  P  ebeofalls  der  Noil.      ^ 

:   Setzen  wir  jetzt  die  Alaclattrin'scbe  Reihe  noch  weiter  fort« 
so  ist 

Joga  +«)=«~jrf'  +  \^--^r;^n^-^-^(j^^' 


folgUfih^  wenn  wir  die  Crosse 

w«  —  2  ^+3  «*«' ^  •- +  gJTZj  ^^"^* 
mit    Vfß^^  bezeichnent 

(c)         log  Pm=  Dim  r  +  Cii+l,  r  +  t^n-ff»,  r  + ....  +  ün^nn-l,  r 

WO  alle  S  zwischen  0  und  1   liegen.    Bezeichnen  wir   nun  hier 
die  Summen 

■ 

t7n,r+   I7rt4-l,r +  ....+ üii+m—l.r    mit  Sm, 
U^""  +  ««»44^  +  ..••  +  Ufi+«-i^  piit   6n» 

SO  hat  man  wiederum  sechs  Sätze»   welche  ebenso  lau- 
ten werden  wie    die  Sätze  3.  bis  8.»    und  der  zweifelhafte  - 
Fall  wird  der  sein»    wmi  tm^^'\- <Xi  wird»   9m  entweder  ebenfalls 
-f  oc  wird  oder   oscillirt»    oline  kleiner  zu  bleiben  -als  eine  end* 
liehe  Grosse.  ' 

Dies  Resultat  hat  insofern  eine  sehr  ausgedehnte  Anwen- 
dung, als  die  uncndTitlie  Reihe  v^^y  Mn+i^,  ««n+a*^  etc.  ffft  htn- 
länglich  grosse  Werthe  von  r  häufig  convergent  sein  wird»  wenn 
auch  die  Reihe  Ui?,  ttn-|-i^,  tiii-i-2^  etc.  eine  divergente  ist»  wo  dann 
die  ßeschaffenheit  des  unendlichen  Produktes  nach  den  obigen 
Kennzeichen  tncbt  zweifelhaft  ^bleiben  kann.  Ist  z.  B.  die  Reibe 
der  u,  wie  in  Beispiel  1,  folgende: 

^2-2+^3-3+^4-4+^5-5  «*^-  ^ 
so  convcfrgirt  die  Reihe  der  Biquadrate 

die  Reihe  C/m,  r>   I7fi+i,  r  etc.  ist  hier 


dtilfmnmrtmmüäet  äitCinwergeimwewiiMerunetiMek^RtiheM.  St 


TO 


■ 

Un—  V,+  U^i-*  F«+»  +  CV|.«—  F»f«  +  etc., 

«^(i)'-ia)4a)'-''"44a)'4(i)"- 


Setzt  mao  onn  zur  Abküriui^g: 


«e|iMi 


+ 


Mlf' 


8 
+ 

9 
1 


II 


» 1  •-   ?\ 


ktn^ 


8 
+ 

s 

11 


1*^ 

II 


r 


*  r  JT 


8 


MI» 


8 
+ 

3 
I 


CO 

+ 


+      Zj 


+ 


1^69 


iJ- 


I 


I 


8 
+ 

9 
I 


>  findet  »ich 

Nach  einem  bekannten  Satze  convergiren  t^m*  ^'m^  ^m»    in- 
Muni  usendlich  fiird»   g^en  bestimmte  endliche  (Frenzen;   fer- 
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ner 


ist  fSr  «>  4,  •  (^3^  ""2  V«y  ^  2  (w)'  ^'^^  ^^^^  ^'^  unendlich 

gi^öss)  iotglWh  i^äbe^-t  sieb  ü«-r  r^-f  ü^-i  --;  J^i f  ^••j+*Hhi•-^ 
— 'i^n+m-i  der  Grenze  +od,  folglich  /      j, 

(l  +  VD(l-i)(l+Vi)(l-J)(l+Vi)(l-4)  etc.  =+(» 

(nach  dem  analogen  Satze  6.). 

Um  die  Grenzen  der  Anwendbarkeit  dieser  Theorie  zn  be- 
stimmen, kommt  ei^anf  die  Beantwortung  der  Frage  an,  ob  es 
Reihen  t>i,  v^,  «3,  tJ^s^tc.  mit  p^ösitiv4rn 'Gliedern  und  von 
der  ßeschaffenheit  giebt^^das«  die  Reihe  ViP,  v^?,  v^ß,  etc. 
immer  divergent  ist,  wie  gross  ß  genommen  werden 
möge?  " 

Diese  Frage  muss  in  der  That  mit  „jbl*^  beantwortet  werden. 

Wird  nämlich  zuerst  Vn^nleht  unendlich  klein ,  so  ist  die  Sache 
von  selbst  klar.  Wird  Vn  dagegen  unendlich  klein ,  so  stelle  ich 
folgendes  Theorem  auf:.  ^  x 

\osji 
'  „Wenn  das  Verhältniss  — ^-y  unendlich  gross  wird, 

log.— 
indem  n  ins  Unendliche  wächst,  so  ist 

immer  eine  divergente  Reihe  für  einen  beliebig  gros- 
sen Werth  von  ß.  Wenn  aber  das  obige  Verhältnis« 
kleiner  bleibt  als'eine  endliche  Grosse,  so  kann  man 
ß  so  gross  nehmen,  dass  die  in  Rede  stehende  Reihe 
immer  convergen-tJLst. 

I.  Unter  der  ersten  Voraussetzung  wfrd  man  n  so  gross  neh- 
men können,  dass  das  Verhältniss,  wenn  n  ferner  wächst,  einen 
beliebig  grossen  Werth  h  fortwährend  übersteigt,  daraus  folgt: 

11  1        -  ^ß 

Vn      n  Vn 

ß  ß  ß  ß  = 

die  Reihe  w^i,  (w +  !)-*,  (n+2)~A  divergirt  nun  für  j^^»  „Visa 

kann  aber  n  so  gross  nehmen,  dass  A>j3  ist,  folglich  ist  v^f, 
Vn-\-iß,  etc.  ebenfalls  divergent. 

II.  Unter  der  anderen  Voraussetzung  bleibt  das  Verhältniss 
kleiner  als  eine  endliche  Grosse  g,   daraus   folgt  vj  i^n'if'f.dlß 


ß    \  ■■     -'■  p  ■  '       ■■•  ^  •   -.  ß  ■'  '■   ' 

Reihe  n'^^,:  (^t-i-ljri.eio.  cQfivergirt  nuo  fib:  ^>  1,    nimmt   mao 

ff 

also  ßy^g,   so  wii^d  die  Reihtf  tnP,   tnri-t?,  etc;  convergent  seib. 
8^6  ist  z.  B.  die  Reihe 

\         •  ■      ■  ...  .    ■ 

divergent  fSr  einen  noch  so  grossen.  Werth  roa-.ßi  .J>enn  liier  \»{ 

••  !<,„  i     Vlog«;iogo       «og« 

1    •  ■  ;  ■  •  . 

welcher  Werth  mit  »unendlich  gross  wird« 

.■•••. 


Auf  Principien,  denen  ähnlich,  welche,  im=  Vorhergehende^, 
angewandt  werden^  beruhen  folgende  Sätze: 

I;  Die  beliebige  Funktion  jfXu)  sei  mit  ihren  Ableitungen 
/'(if),  ,/^(tt),..../'*«-^(tt)  stetig  in  der  Nähe  vpn  tf.==r.O  «nd  ver- 
schwinde mit  denselben  für  tt.  =  0»  auch  sei  noch  die  folgende 
Ableitung  f^^(ü)  stetig  in  der  Nähö  von  0.  Wenn  alsdann  dl^e 
Reihe 


«!*"*>    ^^^9    t%*" 


y  •  •  •  • 


convergirt^  so  wird 

eb^en/alls.  eine  conyergente  Reihe  sein. 

Nach  dem  Maclaurin'schen  Satze  ist  unter  den  getroflenen 
Voraussetzungen  9  indem  &  zwischen  0  und  1  liegt^ 


w*» 


*  ■  .  "  '  I   '  ■  ■ 

fflr  hinlänglich  kleine  Werthe  von  u,  folglich 

nun  nähert  sich  f^^(0nUn)  der  Grenze  /*™(0),  welche  nicht  oo 
sein  kann  5  also  bleibt  diese  Ableitung  ^zuletzt  immer  kleiner  als 
eine  endliche  Grosse»  also  cönvergirt  die  Reihe  fiuu),  f(un^i),etc, 
(Lemma  1.)  '  . 

■-.:.•■'.  •  ■■  •'■  i 
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• 

2.  Die  FunktioD  f{u)  sei  mit  ihren  Ableitangen  fiti^,  f'(u)^.. 

..../'^"»^(tO  stetig  in  der  IWbe  toh  n:==0  und   veriM^hwlade  mit 

depselbea  iUr  u:=iOp  auch  sei  die  ^folgende  AUeitiing  f^^(u)  noch 

stetig  in  der  Nähe  von  iVull,   verschwinde   aber   nicht   für 

u=:0;  wenn  alsdann  die  Reihe  Ui'^'",  Ug^»  etc.  divergirt»   so  je- 

1 

doch«   das«  Un  mit  ~  unendlich  klein  wird»  so  wird /(tf|)» 

n 

f{u^$  etc.  ebenfalls  eine  divergente  Reihe  sdn. 

Hier  wird.nttmlich  die  Ableitung  /^^(SnUtd^  indem  n  unend- 
lieh  gross,  also  Un  unendlich  klein  wkd^  gegen  eine  von  Mull  ver- 
schiedene Grösse  convergiren,  also  zul^st  immer  das  Vorzeichen 
von  f^(0)  haben  9  woraus  die  Behauptung  nach  Lemma  II.  folgt. 

3.  Die  Funktion  f(u)  sei  mit  ihren  Ableitungen  f{u),  f^{u),^ 
,.,.f^^{u)  stetig  in  der  Mähe  von  k=:0  und  verschwinde  mit  den- 
selben  für  u  =  0,  auch  sei  noch  die  folgende  Ableitung  f^^-^\u) 
stetig  in  der  Nähe  von  Null;  wenn  alsdann  Un  von  einem  ge- 
wissen Werth  von  n  an  immer  dasselbe  Zeichen  he- 
hftitt  und  Hi*^*,  ii9*»+^,  tij^M*,....  eine  ooovergireode  Aeihe 
Ist»  so  wird  die  folgende  /tti)i>  jf{u)^9  etc.  ebenfalls  cenvergettt  sein« 

4.  fMe  Funktion  f(u)  ne\  mit  ihr«n  Ableitongen  f(%t),  f^(u),^ 
....f^^{m)  Btt^  In  der  Nähe  von  tt=4)  und  verschwinde  mit  den- 
selben Rfr  «tsO»  ateh  sei  noch  die  folgende  Ableitang  /*^^f«) 
Stetig  Hl  der  Nähe, von  Null,  verschwinde  aber  nicht  fttt' 
«=0;  wenn  alsdann  die  Reihe  tt|**+^,  u^^\  etc.  divergent  Imt, 
so  jedoch,  dass  tc«  von  einem  gewissen  Werth  von  n  an 

immer  dasselbe  Zeichen  behält  und  mit  —     verseliwlli* 

det,  so  wird  die  Reihe  /(ici),  fd^s  etc.  ebenfalls  divergent  sdn. 

5.  NehmoA  wir  an,  dass  fffli  verschwindet  mid  setaen  nedi 
im  MneUorln'eeben 

A«)==«/'(0)+^r(0)+.~.+o5(5i=T)^H0)+ii3s^^ 

wo  die  Funktion  mit  allen  Ableitungen  in  der  Nähe  von  Null  ste* 
tig  sein  muss,  so  kommt 

WO  ellgemein 


Ans  dieser  Crleiehnng  wird  man   ResnHete  aUettnn  ftSnnen, 
die  den  In  den  Satten  3.  bis  &  anegwayechMwa  analtK  «bid. 


/•  ^samMtm  Dir$M  äm/^mm  de9  MuH^rnami. 
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VII. 

Directe  Auflösung  des  Rossebprungs« 

Ton 

Herrn  Hofrath  Dn  T«  Clmuse» 

%n  Dorpst. 


Den  ÄDfang  xu  einer  systematisclieii  AaflSsnng  der  Aufgabe: 
mi  dem  Springer  auf  dem  Scbaclibrette  In  64  Z^gen  alle  Felder 
zu  berühren,  und  auf  das  erste  Feld  zurGckzukommen,  machte 
bekanntlich  Euler  in  den  BeiTiner  Memoiren  flir  1759 ,  wo  er  eine 
iodirecte  Methode  angiebt^  eine  Menge  Terechiedener  Auflösungen 
der  Aufgabe  zu  finden.  Ich  bin  auf  eine  besondere  Auflösung  der 
Aufgabe  gekommen,  die,  wie  es  scheint»  so  direct  als  möglich 
zum  Ziele  führt,  und  bei  einer  grossen  deichförmigkeit  den  gan- 
len  Gang  auf  einmal  fibersehen  Usst 

ich  timAe  u  dem  Eaile  die  Felder  in  4  kU»e  Qeadrale  von 
je  16  F^eldeni;  jedes  dieser  Qnadrafe  wieder  in  4:  AbtteihngeA 
▼on  je  4  Zügen,  ^  in  #idi  zwiekkebrciid  «lad,  oder  se  gelefpen, 
dass  man,  von  einem  beliebigen  Felde  derselben  anfangend,  in  4 
Zfigen  fiber  die'  drei  flbrigen  Felder  gehen ,  und  auf  das  erst ere 
Feld  zurückkehren  könne.  Diese  Abtheilungen  zeigen  das  folgende 
Schema,  worin  die  erwähnten  Ftelder  mit  0  bezeichnet  sind: 


Ol     1 

.1  1« 

0      1 

1     1       0 

0 

Ol    1 

Ol 

'W     1 

«1 

0| 

1     1      0 

n  1 

TöTT 


I 


I     I0| 


|0 


9a  T.  Ctmu*»»:  JHrecu  Aufiötw^  da  RSuel^fnm^. 

Man  kaDn  nun  ebenfalls  in  16  aufeinanderfolgenden  Zflgen 
Qber  alle  Shnl  ich  liegenden  Äbtheilungen  der  4  Viertel  des  Schach- 
bretts gehen,  ndd  auf  ein  beliebiges  Aosgangsfeld  zurOcIikemraen, 
wie  man  aus  den  folgenden  Darstellungen  sieht. 


al  1 

«11 

l«l 

1    1  '1 

lll  1 

|..|    1 

1  1* 

1    1    1" 

1«!    1    1 

12.     1     1 

1     1131 

1    1»! 

|I5|     1 

11]    [ 

1     1'* 



ä| 

5        1 

■  1     1» 

1« 

2       1 

» 

1 

T| 

15|      1 

»        1 

1    lie 

1    1    110 

>»      1     1 

121     1     1 

113 

1     INI 

1    l>a 

t 

|11 

151     1 

|12 

1 

|H| 

10, 

Ifi      1 

l)  1      1 

1        3 

7 

2| 

1^1 

1*1 

1      1^ 

1        1      1 

^1      1 

['i'>F 

« 

u      1     1 

T 

1  1« 

h 

12,     ) 

« 

|l«l 

1       4 

13       1      { 

1  1 

1      l'S 

1 

3 

I4|      1 

|2_L| 

Es  kommt  jetzt  also  nnr  darauf  an,    diese  4  Zfige  zu  einem 
einzigen  zu  .verbinden,  welches  leicht  auf  folgeiide  Art  geactiieht: 


•l|58[4IJ_eJ21|&4Ji^ 


ij42l3|2<t|35|40|  7|2a 


ie|  I  |44!5T|34t  5  |3a|a3 


1316U|1T|4  |3Jj56|83|fl 


16|31|tMH5[12|g5|5al3; 


il|4«|l3|32|41)|a6|SJaö 


3tf]l5|4B|63|38|ll|:H|51 


lTi62|2!l|l4|33|aO|2I|l 


'  E<  laaseniüh'noch  mehr  wiederkehrende  LOsong^D !  darc|i 
andere  Combinatianen  der  4  Gruppen  finden;  noch  mehr  aber 
vteaa  man  mit  den  Gruppen  zu  je  4  Zügen  wechselt. 


f.  Ci0mi€nr  üeber  eine  em^imuarMke  Anfl^äde.  gg 


% 


vm. 

Ueber  eine  combinatorische  Aufgabe« 

Von 
Herni  Hofrath  Dr.  T.  Clßusen 

»  zuDorpat. 


lo  den  englischen  mathematischen  Journalen  findet  sich  eine 
in  neuerer  Zeit  vielfältig  bearbeitete  Aufgabe:  »»Die  Anzahl  der 
Verbindungen  zu  je  p  Grössen  zu  finden,  die  man  aus 
n  Grössen  bilden  kann;  so  dass  jede  Verbindung  zu  q 
Grössen,  und  nur  einmal  vorkommt/'  Man  ist  jedoch  von 
der  allgemeinen  Auflösung  der  Aufgabe  sehr  weit  entfernt,  und 
hat  nur  einige  specielle  Ffille  gefunden.  Selbst  von  dem  einfach- 
sten Falle,  wenn  p=3,  qs^2  und  n  eine  beliebige  Zahl  ist,  hat 
man  nur  für  besondere  Werthe  von  n  die  Auflösung.  Es  ist  schon 
von  Dr.  Kirkman  und  Prof.  Steiner  gezeigt  worden,  dass  im 
letzteren  Falle  eine  Auflösung  nur  dann  möglich  sei»  wenn  n  von 
der  Form  6il-|-l  oder  6k +3  ist.  Nun  behauptet  Kirkman  im 
,J^hilosophicaI  Magazine''  Juli  1862  p.  527,  und  findet  seine 
Meinung  bei  späteren  Untersuchungen  nicht  entkräftet:  dass  eine 
Auflösung  fär  n=21  und  33  auch  nicht  möglich  sei.  Es  ist  mir 
aber  gelangen«  durch  ein  mdirectes  Verfahren  ftlr  diese  Fälle  Auf- 
iBsungen  zu  finden.  Es  sind  nämlich  die  Combinationen,  wenn 
man  die  Grössen  durch  Zahlen  bezeichnet,  folgende: 
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7.  CiauMem  iMer  eM  ^omöimUQrt$eke  Mt/Irmte. 


n=2I. 


J.  4.  5. 
1.  10.  11. 
1.  8.  18. 
1.  6.  13. 
1.  15.  20. 
1.  14.  21. 
1.  3.  T. 
1.  16.  19. 
1.     9.  12. 

1.  2.  IT. 

2.  5.  7. 
2.  13.  15. 


2.  16.  18. 
2.  3.  8. 
2.  9.  19. 
2.  U.  21. 
2.  12.  14. 
2.    4.  20. 

2.  6.  10. 

3.  6.  19. 
3.  5.  9. 
3.  10.  16. 
3.  12.  15. 
3.  13.  14. 


3.  17.  18. 
3.     4.  II. 

3.  20.  21. 

4.  8.  12. 
4.  17.  19. 
4.  13.  21. 
4.  10.  18. 
4.  9.  15. 
4.    7.  14. 

4.  6.  16. 

5.  19.  21. 
5.  13.  16. 


5.  10.  12. 
5.  15.  17. 
5.  8.  11. 
5.    6.  la 

5.  14.  20. 

6.  8.  20. 
6.  11.  15. 
6.  14.  17. 
6.     7.  12. 

6.  9.  21. 

7.  15.  16. 
1.  11.  19. 


7.  10.  13. 
7.  17.  21. 
7.     8.     9. 

7.  18.  20. 

8.  13.  19. 
8.  14.  15. 
8.  10.  17. 

8.  16.  21. 

9.  13.  18. 
9.  11.  17., 
9.  14.  16. 
9.  10.  ^. 


10.  14.  19. 

10.  15.  dl. 

11.  13.  20. 
11    12.  16. 

11.  14.  18. 

12.  18.  21. 
12.  13.  17. 
12.  19.  20. 

15.  18.  19. 

16.  17.  90. 


n 


=33. 


1.  14.  15. 

2.  11.  12. 

• 

15.  18. 

6.  14.  16. 

8.  20.  24. 

11.  24.  3a 

1.  16.  17. 

2.  19.  20. 

/*• 

19.  21. 

6.     8.  1^. 

8.  10.  32. 

11.  28.  82. 

1.  24.  25. 

2.  17.  24. 

^. 

20.  23. 

6.     9.  12. 

8.  13.  31. 

11.  21.  30. 

1.    2.  29. 

2.  13.  33. 

11.  27. 

6.  31.  32. 

8.     9.  29. 

11.  19.  28. 

1.  12.  22. 

2.     3.  31. 

4. 

25.  28. 

6.  10.  11. 

8.  23.  26. 

11.  20.  99. 

1.  13.  19. 

2.    8.  2a 

9. 

8.  17. 

6.  24.  29. 

9.  28.  31* 

11.  18.  9a 

1.  11.  18. 

2.     5.  18. 

". 

24.  31. 

6.  22.  25. 

9.  24.  27. 

la  16.  21. 

1.    8.  10. 

3.     9.  11. 

'. 

5.    6. 

6.     7.  28. 

9.  19.  22. 

la  19.  95. 

1«    9.  88. 

8.  12.  14w 

4. 

26.  2». 

6.  21.  26. 

9.  18.  2^ 

19.  9».  94. 

1.    8.  80. 

8.  16.  18. 

4. 

14.  33. 

6.  28.  83. 

9.  14.  9». 

19.  IT.  81. 

1.    5.  31. 

3.  17.  19. 

5. 

8.  12. 

7.  27.  30. 

1 

9.  15.  93. 

19.  18.  9T. 

1.     4.  32. 

3.  20.  22. 

5. 

9.  13. 

7.  21.  24. 

9.  17.  32. 

12.  29.  80,. 

1.     6.  27. 

3.  29.  32. 

5. 

10.  14. 

7.  12.  15. 

9.  16.  30. 

19.98.  8ftb« 

1.  26.  28. 

3.    5.  27. 

5. 

11.  16. 

7.  11.  14. 

9.  10.  2a 

12.  96.  8».  • 

1.     7.  20. 

3.    4.  30. 

5. 

19.  23. 

7.  18.  81. 

10.  27.  29. 

19.  18.  90^ 

1.  21.  28. 

3.    a  95. 

5. 

2&  30. 

7.     8.  22L 

10.  25.  8a 

13.  18.  9i-i^ 

2.  26.  27. 

8.  15.  33. 

ft. 

24.  32. 

7.  29.  33. 

10.  17.  23. 

13.  8C^.  9a^ 

2.  21.  32. 

3.     6.  13. 

5. 

22.  26. 

7.   13.  32. 

10.  18.  24. 

13.  u.  9ac 

2.    4.  22. 

'   3.  24.  26. 

,5. 

7.  17. 

7.  25.  26. 

10.  20.  31. 

la  17.  trj^ 

2.  14.  23. 

3.    7.  23. 

5. 

21.  29. 

7.  10.  19. 

10.  13.  21. 

13.  ia  9a^ 

2.    6.  SO. 

3.  21.  28. 

5. 

16.  33. 

8.  11.  16. 

la  16.  28. 

13.  2a.  9M^ 

SL    9.  25. 

4.     7.     9. 

5.  20.  28. 

a  14.  18. 

10.  22.  30. 

U.  9a  «BS 

2.  10.  15. 

4.  lOl  lai 

6. 

18.  20. 

8.  15w  21. 

11.  17.  29. 

14«  91.  9miM 

2.     7.  16. 

4.  18.  16. 

6. 

16.  17. 

a  27.  38. 

XU  25.  81« 

u.  la  mtm 

T.  eimUMen.'  Otimr  «Am  comltKamtKkt  iv/t«*« 


j*.as.  17. 

iLM^aa. 

U.IM19S; 

U.  JX,  «. 

ifi.  M  n 

90.  81.  M. 

14.  »•.  ». 

M.  ».  3». 

18.  30.  82. 

15.  3  «  .  ST. 

1«.  19.  a*. 

18.  ».  SB. 

15.  ao.  as. 

23.  25.  29. 

23.  23.  31. 

U.a6.  SIL 

Sft.  ao.33. 

IT.  90.  80. 

17.  it. ». 

IS.  SS.  aa 

9K  M.  ST. 

19.  sr.  st. 

IT.  12.  88. 

ir.  w.  s». 

16.  28.  ar. 

IT.  SB.  ». 

19.  31.  83. 

18.  22.  29. 

Ifl.  29.  91. 

1&  19.  28. 

M.  90.  Sl. 

2lt  «r.  i8i 


Xlm  Ifiicbter  m  übersehen^  dass  alle  Varbindungsn  zu  je  3 
voikomneD,  habe-  ich  folgendes  Verrabrcti  angenaodL  Jede  Ver- 
Vmduag   EU  je   2   tat   von   ei«er   diittea  Gciiase  begleitet.     Ich 

adiTeibe  nao  alle  vorkommenden  Zahlea..  wie  im  nackatahendtn 

Qiwdralfl  lue  n=2I  geacbehen: 


14(11  ao|i2 

■9 

9 

i7|16|  6|15 

2|18|  4|    I|1U|  8|7 

I2|  5|  3 

31 

l&(  4311  S 

14 

8 

18)  6|IOj  9 

I3(19|ll|  Sl  Ili7|ie 

7\m20\ 

3 

ie(  9   6H7 

il 

3 

Il|h3|  2|I4 

7|20j  H|I0(I8L  I|  4 

I^19|12 

3 

8116  17|l(» 

« 

5 

2tl|  I|I3|  41I4|21|  9|ll|l9ka|3iia|läJ  7 

la 

2\  1  m  1» 

15 

-4|ai|H>|ii|  81  9|i3|i.|  «1  .'i.aot'TI  :'l  41'« 

7 

19[1H  Ht    ö 

i;! 

4|lä|2l|I4|  :1|I2|LI|  5|  9|  7|16|20l  2|   117 

t 

2U|13  Vi    ä 

'' 

lli'IIJIItl  4.'2I|   »1  3|  i\  H|I5|  7|  5|I9!I8    I 

Hl 

iiliain  7 

äu 

I7|  4|15|16|I9|18|  'J|  3|14|  8|  9|  6|1I|IU    f- 

1 

6|l5U-:il 

IH 

1 

10|I9|IB|  7 -201171131  3|  2|  5|12|  9|  B|II[  4 

9 

14  15    8 

10 

7 

6|   4{    1[  5  I6|l2|n|  2)  3|ll|13[2l|20|l9|ie 

10 

il     4    3 

» 

15 

19|   5|I71    I  llll6|2l.|,8|ß|l2)9|l4|7U3|2 

11 

6  16  le 

l-J 

3 

13(i7|-20|10|   11  Ö|7|19|ai|3|8|4|l4|9|15 

18 

I9|  5|1S 

3i2l|  91  7|   9^171  1|I8|16)  4IUiil|l3|  2|10|  ( 

18 

3 

•i|ll 

11|20|   91  B|  T  I7j   51  4|19|I5|I4|2I|IU|    l|13|  ö|lt 

,1 

5 

1|14 

2|I2|  7|  9|   8  I3|l9j  i){10|  4|1»|I5|21|20|1I|I8|I7 

la 

Hl 

16 

IH|  6|I9|2«|2I     2|15|  7|    I|I7|11|  4JI4|  a|  3|  8|   9 

4    7 

U 

1 

5|IH 

2|n|   :i|l2[  8(IO|I6la»|l7|I3II5|  6j-21|H|l9 

51-20 

^ 

i|.e 

I4|1B,I&|1H|  3|  8)211   T|  9|  e(19|IO|17|  2|13 

7|  8 

3|[l 

9|ia 

1{2|  5|16|  41l5|U|l3|l2|lUjI8|IT|6|21|a( 

17|  2|  8|2ü|  7|10 

5|  3)t9|  6121|14[15|12|13|ie|  1[16|  9|  4|11 

1|IT|  7|  &|  4|I3|  3|IB|i2|ll|J0|  9|  6|2I|20|I»|  2\  a|16|ia|14l 

ia  einer  Di^oDale  der  oatDilicheD  Folge  nacfa.  Bei  jeder  Terbin- 
düng  zo  zneiflii  gehe  ich  von  der  einen  Zahl  in  der  Vertical-  und 
Tori  der  andero  in  der  Uorizontalcolumne  fort,  bis  tvq  die  Colnm- 
aen  aich  achneideD,  und  acbreibe  in  dem  Durchs cbnittsfelde  die 
b^teiteode  ZabL    Man  sieht,  das^  auf  diese  Weise  uacb  Tollen- 
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7.  Ciansen:  ütber  üne  eomhinatotUche  Aufffobe, 


deter  Ataflusiuig  die  eine  Hälfte  des  Quadrats  ausgefüllt  sein  jnnss; 
uod  dass  jedes  Feld  nur  eine  Zahl  enthalten  kanne.  Schreibt 
nian  nun  dieselben  Zahlen  auf  dieselbe  Weise  in  die  andere  Hälfte, 
so  ergiebt  sich  ein  magisches  Quadrat,  in  dessen  Horizontal*  und 
Verticalreihen  alle  Zahlen  in  jeder  Reihe  vorkommen  >  und  das  in 
der  Weise  symmetrisch  ist^  dass  wenn  man  es  über  die  obengenannte 
Diagonale  zusammenbiegt^  es  in  den  aufeinanderfallenden  Feldern 
gleiche  Zahlen  enthält.  Dasselbe  Quadrat  hat  noch  die  Eigen- 
schaft, dass  wenn  man  durch  zwei  beliebige  Felder  z.  B.  5  und 
15  In  der  besagten  Diagonale  Linien'  in  hötizontaler  qnd  verticaler 
Richtung  zieht,  die  Zahl,  die  in  den  beiden  übrigen.  Dur(;fis'chnit- 
teii  der  4  Linien  vorkommt,  hier  17,  in  der  Diagonale  sucht,  üpd 
ebenfalls  durch  dieselbe  in  beiden  Richtungen  Linien' zieht:  dass 
dann  die  in  den  9  Durchschnitten  dieser  6  Linien  stehenden' Zah- 
len ebenfalls  ein  magisches  Quadrat  bilden.  Das  obige  Qua- 
drat enthält  also  solchergestalt  70  andere  magische  Quadrate  von 
9  Feldern. 

Für  di»  Fälle  n^T,  13,  19  habe  ich  ebenfalls  Aofl^ngen 
gefunden,  so  dass  ich  glauben  mögte,  es  gebe  iii  allen  iFällen, 
wo  n  von  der  Form  61*f  1  oder  6A4-3  ist,  Auflösungen«  > 


^^t 


f.  Clause n:  VerscMieOene  malMemaüscAe  Bemerkungen  etc,    ^ 


Verschiedene  mathematische  Bemerkungen    und  Auf- 
gaben;  aus  einem  Briefe  an  den  Herausgeber 

▼on 
Herrn  Hofrath  Dr.  T.  Claus en 

zu  Dorpat. 


1.  Die  von  IhDen  im  16ten  Bande  des  Archivs  S.  204.  an- 
geführte Methode,  von  S  e  r  v  o  i  s  mittelst  des  schiefen  Winkelkreu- 
zes unzugängliche  Entfernungen  zu  messen,  lässt  sich,  wie  mir 
scheint,  noch  vereinfachen.  Hat  man  den  Punct  C  (Taf.  I.  Fig.  1.) 
gefunden,  in  dem  der  Winkel  ACB  dem  des  Winkelmaasses 
gleich  ist,  so  drehe  man  es  an  derselben  Stelle  bis  es  etwa  nach 
E  und  D^  über  zugängliches  Feld  .zeigt.  Man  stecke  die  Linien 
CE  und  CD  ab,  und  gehe  auf  jeder  bis  zu  den  Puncten  E  und 
/),  wo  die  Winkel  AEB  und  ADB  dem  des  Winkelkreuzes  gleich 
«iod;  dann  ist,  wie  leicht  zu  übersehen,  DE^AB.  Ausser  dem 
Vortbeile,  dass  man  nur  eine  Linie  zu  messen  braucht,  hat  man 
noch  den  Vortheil,  die  Operation  ausführen  zu  können,  auch  wenn 
zwischen  C,  D  und  E  Hindernisse  liegen,  die  eine  Messung  der 
Linien  CE  und  CD  nicht  gestatten. 

2.  Auf  dem  beiliegenden  Zettelchen*)  habe  ich  vier  ver- 
schiedene magische  Quadrate  geschrieben,  in  denen  in  jeder  hori- 
zontalen und  verticalen  Refhe  die  Zahlen  von  1  bis  6  alle  vor- 
kommen. Es  wird  nun  gestattet  in  jedem  Quadrate  besonders 
die  senkrechten  Golumnen  beliebig  zu  verwechseln,  wodurch 
also  die  Zahlen  in  jeder  Horizontalreihe  in  andere  Reihenfolge 
kommen,  jedoch  so,  dass  alle  Horizontalreihen  auf  dieselbe  Art 
umgestellt  werden.  Das  so  erhaltene  Quadrat  wird  jetzt  eben  so 
in  Beziehung  auf  die  Horizontalreihen  beliebig  utngestellt.  Es 
fragt  sich  nun,  welche  von  den  vier. Quadraten  lassen  sich  durch 
diese  beiden  Umsetzungen  in  eine  solche  Stellung  bringen,  dass. 


*)  H.  •.  unten. 
TheU  XXI. 
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wenn  man  sie  fiber  eine  Diagonale  zusammenbiegt,  die  aufeinan- 
derliegenden  Felder  gleiche  ZabIeD  enlhalten?  Welche  sind  auf 
dieselbe  Weise  in  Beziehung  auf  beide  Diagonalen  symmetriscb  ? 
Und  wie  beweist  man  es,  dass  es  unmöglich  ist,  wenn  solches 
stattfindet? 
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3.  Ein  Tischler  bat  eine  Tischplatte  von  der  Form  eines 
rechtwinkligen  Parallelogfamms  CDEF  (Taf.  I.  Fig.  2.},  wovon 
die  Häirte  AB^F  »ich  über  AB  auf  die  andere  Hälfte  umklappen 
liest  Das  Fnssgestell  ist  von  der  Form  GHJK,  und  die  Hälfte  der 
Platte  ABCD  ist  mit  demselben  in  einem  Punkte  so  verbundeo, 
dass  6ie  sich  in  der  Horizontal  ebene  frei  herumdrehen  läast.  £• 
soll  nun  dieser  Verbindungspunkt  bestimmt  werden,  der  eine  solche 
Lage  haben  lunss,  dass  der  Tisch  zusammengeklappt  symmetrisch 
anf  dem  Fuss  ruht,  und  wenn  man   ihn  aufklappt    und  in  seiner 


Ekoie  um  eioe  Viertel  Umdrehaog  drehti  die  Lage  In  Beziehang 
auf  den  Fnes  wieder  symmetrlech  wird. 

Man  verlangt  die  Ajiftöenhg  derselben  Aufgabe  in  Beziehung 
ufeiDe  rechtwinklig  gleichseit^e  Tischplatte ^^X>  (Taf.  I,  Fig.  3.), 
die  sich  um  BC  zusammenklappen  llisst  und  auf  einem  Fussge* 
stell  von  ähnlicher  Form  EFG  ruht,  wobei  ich  bemerke >  dass 
in  diesem  Falle  die  Drehung  nicht  einen  Viertel  Umfang  beträgt. 


Vier  Sätze  über  das  rechtwinklige  Dreieck. 

Von 

Herrn  Dr.  Lili^nthaly 

DIrector  de«  Prog^rmnatiom«  lo  Röisel. 


Unter   den    im  Braunsberger  Programm  von  1845  gelieferten 
Viernndfunfzig   Aufgaben  fiber   das  rechtwinklige  Dreieck  ßihrten 
No.  16,  17«  47  und  48   auf  cubische  Gleichungen.    Dass'  die  In 
den  Grenzen  der  Möglichkeit  liegenden  Bediognogen  der  Natw 
des  rechtwinkligen  Dreiecks  entsprechen,   konnte  bei  jenen  vier 
Aufgaben  aus  Rücksicht  auf  Raumersparoiss  nur  durch  Ermitte- 
bog  des  Maximums  und  Minimums  der  betreffenden  Funktionen 
and  durch  Auffinden  der  Wurzeln  von  biquadratischep  Gleichun- 
gen nachgewfesen  werden.    Der  in  Hinsicht  auf  die  Schüler  ange- 
nessenere,  wiewolA  weitläufigere «  und.  Ich  habe  Grund»  hinzuzu- 
Rlgen»    schwierigere  Nachweis  auf  elementarem  Wege  folgt  JUtr 
hl  der  Form  von  vier  Sätzen. 

Bezeichnet  man  im  rechtwinkligen  Dreiecke  mit  c 
die  Hypotenuse»  mit  a  aodft  die  Katbeten»  mitF  den  In- 
halt nnd  mit  A  die  Hohe»  und  setzt  e  +  az:zs,  e^assd, 
dann  ist: 
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Beweis.    Es  kann  c>  2a  sein. 

< 

1}  Ist  c=z2a,  dann  ist 

denn  aus  c=2a  folgt 

also 

«a  =  9a«(A). 

Aus  c=:2a  folgt  ferner 

Demnach  ist 

2F=:a6=aV3  (B). 

(A)  durch  (B)  dividirt  giebt 

ii— ^-34/3. 

2}  Ist  c^2a,   daon  ist 


K 

% 

iF>^^'' 

/ 

ienn  aus  c  ^2a  folgt : 

c-2a^0. 

aber 


Also     t 


oder 


(c-2a)«=c*— 4ac+4aa>0. 


ca  +  2ac  +  a2>6flc— 3a2 


(c  +  a)2z=ja>3a(2c-a)  (A). 
Aus  c* — 4ac  +  4a*>0  folgt  femer 


•      •   -    •    - 
,         •  •     •     .  « 
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4c«— 4ac  +  a*>  3c»— 3a« 

>3(c«-a«) 
oder 

(2c— a)«>36« 
2c— a>6v3  (B). 

Aus  (A)  and  (B)  aber  ergiebt  sich»  daas  um  so  mehr 

«a  >  3a6  V3 

sei.    Für  ab  gesetzt  2F  giebt: 

J«>6FV3 
oder 

^>  3V3. 


II.      ^^3V3. 


Beweis.    Es  kann  c>7a  sein. 

< 

1)  Ist  c=7a,  dann  ist 

g»=  3V3; 

denn  aas  c=7a  folgt: 

c — a=i2=6a5 
also 

cP  =  36a«  (A). 

Ans  c  =  7a  folgt  femer: 

6  =  V^^^=  V48ä«"=  4aV3. 
Demnach  ist 

2F=a6  =  4a«V3  (B). 

I;       (A)  durch  (B)  dWidirt  giebt 

[  cP__  3Ca«   _ 

l  2F-4a«V3-^^^- 


2)  Ist  c^7a,  dann  ist 


^<3V3; 


i 

denn  aus  e  ^7a  folgt:    c  — ik^w  uncl>    mit  c-^a  maltiplicirt: 


oder 


also 


und 


(c-id«^(5«(c-^a) 
^•^Sftü  +  Ä*  ^  dttd  —Ca» 


c»— 8ac  +  7a«^0 


5-2««  +  ^>0. 


Daraus 


c 


.a 


-?^'-2«o+«H??>0 


oder 


d.  i. 


S3 


(c-a)«=iP^^(A). 


Aus  6*  ^  7a  folgt  femer 


also 


c*^49a«  oder  a«+6«^49a« 


6«^48o» 


und«  mit  6  multiplicirt: 


oder 


Ä^4aV3 


Ä«  ^  4a6V3 


^^3il6yi  (B) 


liHtHikMi:    fitr  S4S»e  Mer  dm  reckiwMH^  BrüHlt.    lOS 
Ans  (A)  und  (B)  aber  ergiebt  sich,  dass  um  so  nebr 

sei.     Für  oft  gesetst  2F  gtebt 


oder 


m. 


iP  ^  6FV3 


2p^3V3. 
s  =./ll  +  6V5 


>v 


A>  V         2 


Beweis.    Es  kann  c^  a    T/ 


1)  Ist  c=a — ä — >  dann  ist 


sein. 


denn  ans 


folgt: 


s      4/11+5V6. 
A^V         2 ' 


1  +  VÖ 


C'\rü^^sz:za — g —   (A)« 


Aus  e=a  — s —  *^'8*   ferner 


6+2V5— 4 


6 = v:?CT^  V^:(l^^a.=«y  •l?^ 

Vi+ys 


Demnach  ist 


3+VS 
2 

—2 


Ifl0     lUlinthal:    r/ir  MWI^^H 

Sc(34VS>-i>rt'H^| 

uwl  Hit  1  uolliplklil:                   ^1 

2c(3-fV9}— a(14^^^H 

^1 

lud    eil   ^  gaMt«  h:          _„^H 

Alm  W                          '^^^^1 

4/     3c(3-IY»l-oaTA^I 

Au*  (A)  Uli  (R)  aliei  fglel,  'H^H 

.>«v^ 

«ei,  al«a                                           ^^| 

^V"^ 

.V.   ^IV^^ 

/11  +  BV 


Beweis.    Es  kuB  0>«(B+ySj 
I)  Ut  e  =  a(3f  VS).   dun  bl 

deoD  aus  c^a(3-|'VI}  fo'K^: 

c — a=sd=a  o{l  +  V6 

Aus  c=a(3-|-VS)  folgt  ferner! 

6=  Vi«^^=  Va«(9  +  4VB)— a»=a 
DemoaGb  ist 

=2''V Sl^^äö 


LUienthttl:  >  Vier  8ät»e  Mer  das  reeUwInltUffe  Brtleek.    lOB 

oder 

also 

c«(l+V  5)—  flc  — 2~  >  ^^  — 4 «  — 2 — 

oder 

Aus  (B)  und  (C)  folgt,  dass  um  so  mehr 

t 

sei  9   also 

2c»- 3ac«  Ü^  +  a8(2+y  5)>0, 

1  4-  4/5      ä' 
2c-3a  ^^x^  +  J  (2  +  V5)  >  0, 

„       3a     3aV5  ,  a»_,  .    .-,  ^  /» 

2c-^  +  J-2a-aV5+^(2+V5)>0, 
2c-^  +  J>2o+aV5-^(2+v5), 

2c-«^^^>a(2+V5)-^(2+v5) 

>(«-^(2+V6) 
>a(l-^(2+V5) 
>a2-^5-(2+v5) 
>^(2  +  V5). 
Dieses  mit  3-f  V5  mnltiplicirt^  giebt 
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'  (A)  durch  (B)  dividirt  gieht: 

s        3+V5      4/^5-1   \/7+3V5./V5-l 
-  =  «.__.«Y  — 2-=V  ""2~-V  "2"- 

^  4  A7  +  3V5^ .  /  (7+3V5)(V5  +  l)_W  22  +  10^5 . 
V   V5— 1      V  ö—l    ,  \  ^    ^ 


also 


•H 


11+5V5 


/ 


2)  Ist  c^o — s — ,   dann  ist  t>\/         «        »  denn  aus 


>     I  +  V5 


c   ^a 


folgt 


<"      2 


C'—a — ^ — ^U, 


'      \ 


aber 


Also 


oder 


(e-al±i^)2=:c«-ac(l+V5)  +  a«^^^>0. 


c«  +  2ac+a«>ac(3+V5)— fl^-^^y-^ 

(c  +  ayy  u 5 


oder 


.4/"   2c(3+V5)--a(l+V5)     ^.^ 


34-4/5 
Aus  c«-ac(l+V5)+o*-— ^>0  folgt  ferner 

3  + V5 
c«>ac(l  +  V5)  — o«^-^^^ 


/ 

V 


and 


3+V5 
c3>ac«(l+V5)-a«c^^Y^  (B). 


3+V5 
Auch  folgt  aus  c*  — ac(l+ V5)  +  ö* — ö — >  0,  und  wenn  man  n 

— j —    multiplicirt: 
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c* — j ac — -^ — +a»    y    >0 

oder 

also 
oder 

Ans  (B)  und  (C)  folgt,  dass  nm  so  mehr 


I 

sei  9    also 


2c»— 3oc»  ^^^'^  +  a»(2+V  5)>0, 

2c-3a  iJ^  +  J  (2 + Vö)  >  0, 
3a     SoVS  ,  o'_  - 

2c-^  +  J-2a-aV5+j'(2+Vö)>0, 
2c-^  +  |>2a+aV5-^'(2+v6), 

2c-a^!^  >  a(2+ V5)  -  ^(2  +  V6) 

>(«-$(2+V8) 
>«(l-^(2+V8) 
>a-— 5— (2+V5) 
>  ^(2  +  ^/5). 
Dieses  mit  3 +1/5  moltiplicirt,  giebt 
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\  • 


Aus  c  ^  a(2+  yö)  folgt  ferner 

c»^a»(9+4V5). 

V8— 1 

Dieses  mit  -. — s —  multiplicirt  giebt 

vs-i>  ,ii+av5 

.  ''— T-<'' — 2 

Oarans  folgt  weiter 

VV6— 1>    4/1I+5V5 
"~2— <«>  2 


> 


und  mit  —  [multiplicirt: 


V5— l>a64/ll  +  5V5 


VV5— l>a64/ 


oder,  für  —  gesetzt  h: 


y  v6pi>,yiü^  ,3^. 


Aus  (A)  und  (B)  ergiebt  sich,  dass  um  so  mehr 

11+5VÖ  ,    j 


>»v 


sei.    Also  ist 

11+5V5 


Anmerkung  1.  Setzt  man  die  Bedingungen  und  Behai 
tungen  in  trigonometrische  Funktionen  um,  dann  lauteti  die  v 
Sätze,  wenn  a  der  Gegenwinkel  von  a  heisst: 

I.    1)  Ist  sino==Ä9    dann  ist    • 

(H-.io«)«^3 
sinocosa 

2)  Ist  sina.  ö,   dann  ist 


^»  +  ^'"«>%3y3. 


smacosa 
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i 

U.    1)  bt  8mtt=^A,  daan  M 

Sin  a  COS  a        ^ 
2)  Ist  sina^A»  dann  ist 

smacosa  < 

IlL     1)  Ist  sintt= — 3 — ,   dann  ist 

l  +  sintt      ./  11+5V5 


sin  orcos 


H 


2)  Ist  sina^-T — ^ — >  dann  ist 

l  +  siptt      WU+SyS 
sin  «cos  a\         2 

IV.     1)  Ist  6ina=V5— 2,  dann  ist 

1-1 +5  V5 


]— sina  _a/ 
siDttcosa      f 


2)  Ist  sina^  V5— 2,  dann  ist 


r-sina  >  W  11+5V5 
Hnaco9tt<\   .      2 


Die  Beweise  lassen  sieb  offenbar  nacb  Analogie  der  gegebe- 
nen fabren;   z.  B. 

II.    2)   Ist  sina«.  &9   dann  ist 


Ans  siua^j  folgt: 


and  mn  so  mebr: 


smocosa  < 


€osa^4ainaV3. 
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Aus  sioa^s-  ergiebt  sich  feroer: 

1— sma^Ä". 
Mit  1— sin«  ifiultjplicirt: 

/i       s     \«^  6      6. 

(1  — sina)*^=r — s-8ina 


oder 


1  *-^2B\Ba+a\n^ci —  =•  +  ar8ina  ^  0» 


s-  ^B-  BiDcr-f  sin'a  ^  0. 


7 
Mit  j  miiltiplicirt : 


1  7  > 

j — 2810«  + j8i»*a^0» 


3  3  S 

1 — j — 28ina  +  fiiii^  + jsin^   .0, 

>3 

1— 28in«+sin^  ^x(l — sid^), 

(1 — sina)*  ^ v-cos^    (A). 


Aus  sino^s-  folgt  ferner: 


Mit  cos«  roultiplicirt: 


1^7«lii«, 

1^49siii«a, 
1- — sin^  ^  48sin^, 
.    cos*«  ^  488111 V, 
cosir^4sinaV3. 


cos  \r     4  sin«  C08  a  V3y 
j~co8V^3suiire8S«V3    (B). 
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Aus  (A)  und  (B)  aber  ergiebt  »ich»  dass  um  so  roebr 

(1 — siDo)^  ^  SsinivcosaVS 


sei.    Also  ist 

(1— sin«)«> 


3v/a 


sin  a  cos  a  < 
Oder  auch  unabbängig  von  jenen  algebraiscben  Beweisen,   z.  B. 

III.    2)  Ist  sin«^^^"""\  dann  ist 

l  +  sina  ^4/  1I+/V^ 


smacosa 


V 


Aus  siDtt^ — ö —  folgt: 


>a/ ys-l    .  .   >  V5-I4/  yS+l 

Um  so  mebr  ist  also 

cosa^smaV  — g — • 

Daraus  folgt 

VV5+l>n 
— ^— -     0, 

aber 

cos^ — 2sinacostt  y  — 5 |-sin\r — 5^  >"" 

oder 

cos^  +  sin*«— 2sinacosa  y  ^^      +sin*g — ^~^0» 
also 

l>2siu«cos«  V^^^y^ -«•«*«  ^^^  (A). 


>  Vß— 1      * 

I    Setzt  man  aresin — s —  =  9>  dann  ist  ferner 

'        i         \  •    •       .  4/  Vö— 1 .    .     V5— I    , 

eos(a — 9)s=co8aco89>-f sin«sm9=co8a  y  — ö — +s«na — ^ — ^1 

oder 


V5— 1.    .     V5-.1 
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l>cosa  Y 3 hsiHtt öp- 


UDd 


V5-1 


V5-I 


(A)  und  (B)  addirt  giebt 

1-f  S]ntt>28inacosaV  — 5 hsinacosaV 


(B). 


V3~l 


Also  ist 


sinttcosa        f 


V5+l 


V 


V5— 1 


v[2y 


V5+1 


V 


>vt4SÄi*=' 


(V6+1)(VS-I) 


) 


C5V5     3     ,T 


Also 


l  +  siiitt        IJ  11  + 

sin  o  cos  ci       jI  5 


5V5 
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\  ' 


1     .1 


De  integrali  quodam  definito. 


.* 


Aactore 

Christiano    fr.'-   J^indman^    Leci.   Slrengn. 
(£  conspetibi  aeiorjim  Re|;, j|c«4« Sclisiit.  Holm.) 


Pag.  CCCXL.  Tomi  X.   praecedeiitis  Professor  Scblo  mi  Ich 


.-.,  1  ..-.  -      -.  0  .    ;,<;.      =,  . ;  '  .        «' 


n 


.Qui/^nocr  i{i4J|pa;^i^  qi^opiodo  id.  obtimuerU,  duobus  jfere  abhinc 
annis  mihi  venit  \^^^^enpsm  iq  boc.iiitegTale.incjiuirere..  Itareperi^ 
erratum  quoddam  vel  iscripturae  vel  typographicum  se  irrepsisse, 
qaod  legeodum  eat  e^^^^*\  ui  mox  demonstrabo.  Integrale  qai- 
dem  ipsum  reperire  .^IIMbi  non  conti|?i^  sed  tantum  in  aliud  trans- 
formare»  quod  tamen  aliqüänto  simplkius  mihi  videatur  quodqae 
q|]a4I;lftf^rf||;l;o^^lp^a^e  Jji^es^t.  .,,Quia  j^d^  ratio  adbibeu. legtest, 
etiamsi  exponens  ipsius  a:  est  numerus  integer  >2,  intkg^al^ 
generalius 


mihi  proposui,  ubi  sunt  a,  c  constantes  positivae  et  n  numerus 
integer  2. 

Primuii»'.päte|  in,  promtuqueest^   integrale  Ju  esse  .finitmn, 

V  j  ■»    ■       ''       •  '''  /**      ■  J  •■ 

qnippe  qubd  multo  velocius  decrescat  quam     I      e^^  dx,   quod 

est  finitum.    Sine  ullo  negotio  eruitur,  derivatam  seeundam 


dop 


perVn  ^t  •^(~)  exprimi  posse  ob  eamque  caussam  ess^  finitam» 
i    qJMbe^diw'dttllktto  süB  signo/fieri  possit.    Ita  babebimus 
TImO  XXh  % 


^ 
f 
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=-/• 


.n   I 


dJn  /**  a^r-«*    , 

dx 


de         J        tt+ar" 


<::^... 


ande  prodit  haec  aquatio  differentialis  linearis 


de 


quae  integrata  dabit 

ubi  est  C=const.  Ut  Gonstans  illa  deterroiDdretar,  c=0  poai 
posset  io  (1)  et  (2) ;  at  vera  quam  limites  siot  =0  et  co  ,  ita  fiieOTe 
commodum  non  videtar,  quamobrem  ralor  ipsius  Jii  pro-essO 
sigillatim  quaerendus*  est^   Posito  a:*=:y  prodit 


'    Qttoniam  er^  in  seriem  semper  conveigentem  evol?i  potest» 
evadit 

U  1 


0 


Exsistente 


habebimos 


pH — *• 


u» 


+(-!)' («c)j/^c^ 


'    .ri 
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Pro  jf=0  e«t  quoque*^! — =sO,    PosUo,  y=-,  prodit 


P+--r      |»+--r 

qaod  fit  =0  pro  c=0,  z=0.    Prseterea  est 

-1         i-i 


■•■*        Sin- 

«|Md  per  cP  multipiicatum  in  nihiluni  abit  pro  c=0.  Omnes  igi- 
hir  tennini  sab  signo  iS  pro  c^O  evanescnot,  qnamobrem  hoc 
eradit 

1-1  i-i 


'--.f%^ 


«Sid- 


Qnia  integrale  in  (iQ  pro  ea=0  evanescit  invenitiir 


nSln- 
n 

et 


j, = e^V^^-^  -  ra  AC  *rs «-«  rfH 

L«Sln-  "  »^.  J 


(3) 


9t 

pMtqaam  f  pro  e  sab  signo  5  substituimns  *).  Itaque  J%  ab  alio 
iitegrall  pendet,  cujus  tarnen  valor  facilius  inveniri  possit  Func- 
ÜMie  eDini' 6"^  in  seriem  evoluta,    nulio  usque  oegotio  habemus 


*)  Si  in  (3)  potuerimas  it=:2,  Cr=zb^^  a=2a*y  ä^l=^u,  habebimas 
fti  tlttotftt  formulam  C'«  SchlömiUli  Teram  noo  eise. 


litt        Ohr^  Pr>  lindman:  ü«  üUegraU  guoäam  fUflnUa, 
Quia  est 

patet^  seriem  inventam  paulio  velocius  convergere  quam  seriem 
exponentialem.  Cq^v^rgentia  hoc  modo  paqllö  loajor  fieri  potest 
Posito  (  !  ' 


) 


! 


habebimus 

ttbi  J?=coDst.    Qaia  est  (f=0  pro  a:=09  sequitur,  ut  sit 

..£:;=1'5   ^.=:lr— e""*!  55= r-^--        I  .'       ■■•'ir-   •»!    *;•? 

Substitute  ac  pro  x  in   ?aloribus  ipsius  «  per  ^-;^  multiplicaliSy 
hoc  deinde  vafore  ad-dextram  membram  fori^ulae  (4)Wdito  et  illo 
ab  eodem  membro  subtracto,  habebimus        ^ 

Posito  jam 

#  *  =  pio  T(^+3r^  '=*^  =pfo    r(p+3)  ' 

daplici  differentiatione   et   integratione   eodein  ftque  antea  modo 

iovenitur     \    '  \  ■  '   ■.  \\  ^  \     '       ^ 

1  'I 

qUae  «eries  sätis  bene  qonrergit»  nisi  a,  c  fiantmagnae qpfmtitirtait^ 
Praeterea  patet,  integralia  formae 


/ 


(a  +  üd^y 

o 

I 

differentiatione  respectu  ipsius  a  facta,  per  •/«  ezprimi  posse. 


I      .       ri; 


MUtttte». 


IVr 


■    ■ .    -1      • . 


■..../      ?  ./ 


Miscellen« 


Miscellanea*). 
Aiietor^  Chi<istfaiio   Fr.  Lindman,  Lect«  Strengo. 

■ 

I.    Si  »»  7  Mnt  BiiBiJBrl  integri,  sempcr  est 
1 


ll 


9h 


%^     n+2"^n+3 


-....+ (-l)f 


»+«  + 

II.  Configals  lateribns  Trapezii  in  eandein  Tationem  sectfA 
pmictiaqae  sectionls  eoram  janctis ,  prodK  pärallelögrammniD,  ctrjäa 
diagonales  se  mutuö  secent  in  Hnea,  quae  conjungK  panda»  ubi 
diagonales  Trapezii  in  duas  partes  aequales  divisae  sinf»  e(  faanc 
lineam  secent  In  eandero  rationem,  in  quam  secta  sunt  latera. 

III.  Per  tria  puncta  data  rectas  ducere»  quae  triangnlam 
aequilaterom  constituant. 

iV.  Si  anguli  et  latera  opposita  ^*ABC  (Tab.  I.  Fig.  4.)  so- 
lifo  modo  per  A,  B^C,  a,  by  e  resp.  denotantur,  rectae  per  A^ 
B»  C  dnctae  In  antim  idemqae  punctum  convenire  non  pössunt» 
oisi  anguli  9»  ^9  co  satisfaciant  aequationl 

Sin  tp  Sin  ^  Sin  n  r=  Sin  (i4  -^  q>)  Sin  (0—  tf;)  Sin  (C—  to) 


*)  Zum  Theil  wurde  das  Falgcnd«  anCcnr  die  Rubrilc:  ,«U«bpn^taufr 
gaben"  gehören;  da  aber  der  Herr  Verfaeeer  die  Uebertchrift  „Mia- 
cellanea'*  gewählt  hat,  lo  habe  ich  geglaubt ,  diese  Rubrik  beibehal- 
tn  la  nfiMen.  G*       . 
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vel  partes  laterom  x,  y,  z,   bis  angulis  oppositae,   saturfaeiant 
aequationi 

ayr  :52  (a— flr)  (6-y)  (c  —  «). 

V.    iDvenire  9  ex  aequatione 

2(l-tg9)  Vl  +  tgV=tg9- 


Auszug  ans  einem  Briefe  des  Herrn  Director  Strehlke  zu 

Danzig  an  den  Herausgeber. 

Danzig,  den  12.  Joni  1853. 

Seit  einem  Jahre  haben  Professor  Anger  und  ich«  jener  im 
Local  des  Gymnasiams«  ich  in  dem  der  Petrischulcj  Einrlehfun' 
gen  zur  Anstellung  des  Foucauit sehen  Versuchs  getroffen.  Die 
Localität  in  der  Petrisebule,  wo  ein  30  Pariser  F.  langes  Pendel 
angebhtcht  ist«  gab  zu  einer  BeobachtuAg  Veranlassung,  von  der 
ich  nicht  weiss»  ob  sie  sonst  schon  gemacht  ist  Daiei  Pendel  wird 
durch  ein  Fenster  im  Dachfirst  von  oben  beleuchtet  und  der 
Schatten  der  bewegten  Pendelkugei  kann  mit  der  Richtung  eines 
horizontalen  Lineals  oder  eines  durch  Gewichte  über  einen  horl- 
zontalea  Tisch  in.der-Näh^  der  Kugel  gespannten  hellen  Bakdes 
verglichen  werden;  ich  lege  das  Lineal  so,  dass  der  Schatten 
der  bewegten  Pendelkugel  den  Rand  desselben  berührt  Nack 
einigen  Minuten  sieht  mau  dann  den  Schatten  üb«  de» 
Rand  des  Lineals  nach  Osten  abweichen,  auf  der  entgegengesetz- 
ten Seite  vom  Lineal  sich  entfernen.  Auf  diese  Weise  kann  sich 
eine  Anzahl  von  Personen  gleichzeitig  von  der  Wahrheit  der  Win- 
keländerung in  Bezug  auf  die  Umdrehung  der  Erde  überzeugen. 

Vor  längerer  Zeit  wurde  mir  eine  Aufgabe  vorgelegt  ▼on  der' 
ich  wohl  wiesen  m5chte,  ob  sie  eine  leichtere  Lösung  hat,  al» 
ich  ihr  bisher  abgewinnen  konnte. 

Von  einem  ebenen  Dreiecke  (Taf.  I.  Fig.  64  sind 
gegeben: 

1)  die  einen  Winkel  A  halbirende  Linie  AE=zk^ 
2)  die  Höhe  £D=A;  3)  die  AB  in  F  halbirende  Linie 
CF=m;  man  soll  das  Dreieck  bestimmen. 

Wenn  ich  von  den  Gleichungen  ausgehe: 
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(Aetas  der  Proportion  exkt=zBG'.GC^h-^ei'ibeoB\A  mh^iy, 
(2)  A=C8ini4; 

(S)  m«=6«+}c»— Ac.cooil 

= (6  +  4c)«— 2  6c .  CO«  4i4« ; 

M  komme  ich  fflr  sin  \A  auf  eine  Gleichung  yom  6ten  Grade. 

Profeeeor  Richter  in  Eibing  hat  rolr  vor  einigen  Wochen 
333  ferbiirgte  Decinialen  von  eeiner  Berechnung  der  Zahl  n  über- 
nndt,  die  ich  Ihnen  hier  mittheile: 

Die  Zahl  9S  = 

3J41BO  26S3S  89793  23846  26433  83279  Bfr288  41971 

60999  37510  58209  74944  59230  78164  06286  20609 

80280  34825  34211  70679  82148  08651  32823  06647 

09384  46095  50582  23172  53594  08128  48111  74502 

84102  70193  85211  05559  64462  29489  54930  38196 

44388  10975  66593  34461  28475  64823  37867  83165 

27190  19091  45648  56692  34603  48610  454^  66482 

13393  60726  02491  41273  72458  70066  06315  58817 

48815  20920  09&..  . 


BerichtigQDg. 

In  meinem  Aursatze  Aber  den  Obelislren  Thl.  IX.  Nr.  IX. 
8.84.  hat  sich»  wie  ich  nachtrftglich  gefunden  habe»  ein  Ueber- 
dimgsfehler  eingeschlichen,  iodem  nftmlich  die  beiden  Prismen 
ABHJiyE'  und  DEKLD'E'  durch  Drehung  des  einen  um  die 
Linie  lyE  nicht  unbedingt  und  in  allen. Fällen  zur  Deckung  ge- 
kracht werden  können»  aus  Ungst  allgemein  bekannten  und  oft 
disentirten  Gründen.  Indess  hat  dies»  wie  Jeder  sogleich  über- 
lehen  haben  wird»  auf  den  ganzen  Beweis  gar  keinen  Einfluss»  da 
M  Mos«  auf  die  Gleichheit  dieser  beiden  Prismen  ankommt» 
welche  auf  der  Stelle  erhellt»  weil  diese  beiden  Prismen»  wie  auf 
^verschiedene  Arten  leicht  gezeigt  werden  kann»  gleiche  Grund- 
Ueken  und  gleiche  Hohen  haben»  s.  B.  die  gleichen  Grundflächen 


ISO 


mnMm. 


AJE'  und  ELE',  in  Bezi%  a«f  wdche  aach  die  Hohen  der  beiden 
Prismen  gleich  sind,  weil  die  Sbenen  £C/>£r  uud  ^£F,  zwiJs'chen 
denen  die  beiden  Prismen  liegen,  einander  parallel  sind.  Ich 
btti«' datier;  -rilir  auf  6.  84.  im  dritten  Abisata^  Z".  8^Z.  11.*  4ie 
Worte: 


99^ 
99' 


dass  sie  zur  Deckung  gebracht  werden  können,  wobei 
man  sich  am  besten  etwa  das  obere  Prisma  um  die  ^inie 
IVE'  gedreht  und  in  das  untere  Prisma  gelegt  denkt'' 

»  •     •  ..  .  [  • 

durch  die  folgenden  zu  ersetzen: 

„dass  sie  einander  gleicli  sind,  weil  sie,  \>^ie  ädf  vieir- 
„seUedene  Arten,  leicht  'gezeigt  werden;  kano,.., gleiche 
.^Cironaflicheii  und  Uobto  haben.'* 

Grünert 


I ' . 


.    vif:, 
"l   It.  .1 


;m  ;•*  /    i  *  . 


t 
.1;    •     ■ 

,  ;■  '        '..  ;■;.     .  •  ■;:<     :  •/.  /      :,  .''-          '   ■■ 

'.      ;.;:         ■•.!     i 

■:.■  .•     :v  ..■-■  :^  •    :■•.■>.      '     ; 

'  ;  .'..       •■  : 

.*■■■-'■■■    ■•■■.■-    !■  •(;    '  •  :'.'■■      •••  ■     :-.  \- 

■■■'.'      i'-L---: 

.•■i.t :    J  ■;        '  :■■-    ■  ':..•     '•:;:.■;      ■■  ■ 

:■■'■                   Dmckfebfer. 

■  • .  *             •  • . 
. '  • .        \  ■■'.  • 

.  ' 


.  T^l  3aX.  Heft 4:'SeitiB  472.  Z.6  v.  u.  (ohne  die  Nöte)  S^e  man 
„Visum  lion  est'*'  fär  „Visuni  est"  '     ' 

1  1 

Theil  XX.  Heft  3.  S.  296.  Z.  7  statt  „ang  ^  a:«"  s.  m.  „tang  ja:«." 

Tbl.  XXI.  Heft  1.  Seite  1.  Z.  5.  vom  Anfange  des  Aufsatzes  an 
setze  man  Arccos"  statt  Arccos**. 


1   * 


■«4 


'M^  ,i  »f.I.jT-  .  ,.■    .;  .;:-     i  i 


i4*"*«  '    »■     ) 


.   .11  ;■••  ■ 

■  •     I  •     ■  «  ■ 

.  -  ■•  '.  ..  •  "k  .  \  • 


,  f 


•  « 


•   I 


i    *»     : 


I 


.  J  •  ■   -  ■  i '  •       \'-\'.-,  i    •  •  1 1 >      ;.i»>i«ii>,u 

r  "  •  I      .   .       ■ 

■■■        ;t  •      i.  .  ».        .    '.1    «^  ■itii-:    :  .  .'.        ,\  .    : 

■  • ''    1."  '"''■'''  f     '■■•*.         >  1  i  .  r    .:••..     •  ■       •  ;  '  •     ■ 

■■■?i    '»      ••     .  ..  .'f  .  .  i-  I      .   .        ..       •.-•»!■     »     »  : 

•r»;»,'li*      '»•:    i-.I:'      .jfJl.  ,1     J!'i>:..;      ♦'  ;     ,i-     : ,!  »    .j     .  ■' '"./       .      .'■••;:.•;•.. 
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Beitrag  zur  Berechnung  der  Zahl  ^r»  welche  das  Yerhält- 
088  des  Kreis  -  Durchmessers  zum  Umfang  ausdruckt 

Von 

Herrn  Doctor  Lehmann 

zu  Pot«dam. 


Nachdem  das  Bestreben»  die  Zahl  n  auf  mehr  Decimalen  als 
vorher  zo  bentimmen ,  seit  fast  einem  Jahrhundert  geruht  hatte, 
iites  iD  den  letzten  Jahren  von  Einzelnen  wieder  aufgenommen 
irorden,  und  zwar  so,  dass  es  fär  das  nicht- mathematische  Pubii- 
hm  den  Anschein  gewinnen  konnte,  als  sei  es  dabei  lediglich 
nf  einen  Wetteifer  abgesehen,  indem  immer  einer  den  andern  in 
weiterer  AusRihning  einer  so:langwierigen  Arbeit  zu  Obertreffen  suchte. 
Aber  die  Sache  hatte  wohl  andere  Gründe/  Theils  lag  die  Ver- 
aiiassung,  wie  bei  Dahse,  in  der  Absicht,  eine  blosse  Rechen- 
Uebong  anzustellen,  war  also  pNychologisch;  theils  wollte  man 
diese  Gelegenheit  benutzen,  gewisse  analytische  Methoden  ken- 
MD  zu  lernen,  um  bei  allen  Arten  verwickelter  Rechnungen  sehr 
▼enteckte  Fehler  zu  entdecken  (dies  ist  auch  bei  der  gegenwär- 
tigen Abhandlung  vorwaltende  HauptrOcksicht) ;  oder  man  wurde 
TOD  dem  Gedanken  geleitet,  dass  es  schade  wäre,  wenn  irgend 
cbe  Erfindung  des  menschlichen  Geistes  verloren  ginge  oder  einer 
gewissen  Abrundung  entbehrte,  und  dass  es  daher  wünschens- 
werth  sei,  ^ie  letzten  herausgebrachten  Decimalen,  welche  die 
bisherigen  Berechner  als  unzuverlässig  aufführten,  ohne  jedoch  die 
grenzen  des  Fehlers  bestimmt  anzugeben,  sicher  zu  bestimmen 
(auch  dies  war  bei  der  gegenwärtigen  Abhandlung  eine  Neben- 
TQcksicht);  endlich  wollte  man  durch  die  That  beweisen,  wie  fiber- 
trieben es  sei,  wenn  die  Aufgabe,  die  Zahl  n  auf  eine  sehr  grosse 

Theil  X\l.  « 
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Anzahl  von  Deciroalen  zu  bestiniinen,  als  eine  äusserst  langwie- 
rige und  als  eine  Geduldsprobe  verschrieen  wird,  deren  Ausfiih- 
rung  es  nüthig  mache,  sich  halbe  Jahre  laug  von  der  Aussenwelt 
ganz  abzuschliessen,  —  (man  erzählt,  dass  der  Engländer  Sharp 
im  17ten  Jahrhundert,  um  tc  auf  74  Decimaleu  zu  finden,  sich 
sechs  Monate  in  einer  Klause  einschloss,  wohin  ihm  das  Essen 
nur  durch  eine  in  der  Wand  angebrachte  Oeffnung  gereicht  wurde). 
Am  wenigsten  aber  konnten  die  allmälig  weiteren  Ausführungeo 
der  Arbeit  aus  der  Rücksicht  auf  irgend  eine  physicalische  oder 
technische  Anwendung  hervorgehen,  von  welcher  wir  vielmehr 
liberzeugt  sein  kiinnen,  dass  sie  niemals,  niemals,  niemals 
.  gemacht  werden  wird;  —  wollte  man  den  Kürperinhalt  einer  Kugel, 
deren  Halbmesser  gleich  ist  einer  Trillion  Meilen  oder  gleich  der 
Entfernung  der  entlegensten  bisher  gesehenen  Nebelflecke  nach 
Uerschels  Schätzung,  so  genau  bestimmen,  dass  der  Fehler 
weniger  betrage  als  die  kleinste  mikroskopische  Grusse,  nämlich 
weniger  als  ein  Würfel,  dessen  Kante  ein  Zweimilliontel-Zoll  be- 
trägt, so  würde  man  dazu  die  Zahl  n  doch  nur  höchstens  auf 
neunzig  Bruchstellen  gebrauchen. 

Die  grössere  Mühe,  welche  man  sonst  auf  die  in  Rede 
stehende  Aufgabe  verwenden  musste,  war  wohl  nur  durch  die  un- 
vollkommnerenMethoden bedingt, indem  z.B.  Ludolf  von  Ceulen 
bei  der  Berechnung  seiner  35  Decimalen  nichts  von  den  späterhin 
durch  analytische  Entwickelung  gefundenen  unendlichen  Reihen 
wusste  und  daher  Wurzelausziehungen  über  Wurzelausziehungen 
machen  musste,  aber  auch  die  späteren  Berechner  bis  zur  Mitte 
cles  18ten  Jahrhunderts  nicht  darüber  wegkamen,  tc  durch  eine 
einzelne  unendliche  Reihe  auszudrücken,  für  welche  wenigstens 
Eine  verdriessliche  Quadratwurzel-Ausziehuhgauf  eine  sehr  grosse 
Anzahl  von  Deciroalen  nöthig  war,  —  abgesehen  davon,  dass  die 
angewandte  Reihe  im  Vergleich  zu  den  späterhin  entdeckten  schlecht 
cotivergirte.  Sharp,  Machin  und  Lagny  bedienten  sich  der 
Gleichung 

»=6  Arctg  V  |=VT2.(l-3r3+ grg-ärj+.O- 

Dieiie  Reihe  berechnete  Mach  in  in  unverändeter  Gestalt  bis 
zur  lOOsten  Decimale;  es  fragt  sich,  wieviele  Glieder  dazu  erfop- 
derlich  waren.  Die  Anzahl  der  Glieder  sei  Xy  und  es  seie«  filr 
jedes  Glied  1€0+^  DecimaleD  berechnet  worden,  so  ist  der  grTissts 

Fehler  jedes  Gliedes  ='jQjji^q^,  also  der  grösste  Fehler  ali^r  x 
Glieder    zusanunen   =55iöo+jf2'  ^^^  (^+l)ste  Glied  aber  ohne 
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VT2     1 

Rücksicht  auf  das  Zeichen  =n— ^rr^öj^alaoäerfiberhauptfibrig- 
gebliebeDe  grusste  Fehler 

-10ioaH.2+fi+T3'* 
Wir,  finden  also  x  durch  die  Gleichung 

X VT2    J 1 

woraus 

100+y+ilog48— log(10y— o:)— log(2a:  +  J)=arlog3    » 

100 
folgt  Hier  ist  nun  der  erste  genäherte  Werth  von  a:=j — «  =209,5..., 

woraus  sich  zugleich,  da  JOv — x  positiv  sein  muss  (damit 
log(Ißsf— ar)  eine  mögliche  Grosse  sei),  der  kleinste  Werth  von 
Jf=log209,....,  also  >2,  d.  i.  =3  ergiebt.  Dadurch  findet  sich 
der  definitive  Werth  von  a:=206,0....  Es  mussten  also,  um  100 
Oecimalen  sicher  zu  haben,  207  Glieder  berechnet  werden,  und 
2>var  jedes  auf  103  Bruchstellen. 

Wollte  man  tv  nach  derselben  unveränderten  Formel  auf  127 

Stellen  haben,  so  findet  sich  x  auf  ähnliche  Art  =:2()2,5....^    Es 

Mussten  also,  um  127  Deci malen  sicher  zu  haben,  263  Glieder  und 

^War  jedes  auf  130  Bruchstellen  berechnet  werden.     Diese  nach 

der  lOOsten  folgenden  27  Decimalen  nun  berechnete  Lagny^  wie 

iCästner  (Analysis  des  Unendlichen,  §.  30S.)  sagt,  durch   einen 

tifMrh  nicht  bekan|iten  Kunstgriff,  ohne  dass  ihm  von  Hause  aus 

^ine  bequemere  Reihe  bekannt  gewesen  wäre.    Es  scheint  daher, 

^Is  wenn  er  die  Reihe 

VT2    ,,      415  2  .415  417  2.     415  417  419  2  . 
^Ol5^^'^417*3i+417'4l9'3«""4i7'4l9'42r33+  •••^' 

^oiich  welche  die  von  Machin  nicht  angewandten  Glieder  aus- 
gedrückt werden  können,  in  eine  convergentere  Reihe  verwandelt 
liabe.  Zu  dem  Ende  stellen  wir  uns  die  allgemeine  Aufgabe,  die 
%eibe 

tji  m(m42) m(m+2)(m  +  4) 

*+(m  +  n)a^  (m-{-n)(m+n+2)a^  +  (m+w)(m+w+2)(m+n+4)a3+- *' 

worin  n  sehr  klein  gegen  m,  und  a>l    ist,  zu  einer  schnelleren 
Convergenz  zu  bring(*n. 

9* 


124  Lehmann:  Beitrag  *ur  Bereehmmg  der  Zaki  n, 

WSre  n=:0,  so  wäre  die  Reibe  eine  geometrische,  und  ihre 

1  .         .         . 

Somme  = r ;  die  Reihe  wird  also ,   auch  wenn  %  nicht  0  \at, 

1±- 

^  a  • 

mit  1  J:  —  multiplicirt  nähemngsweise  1  geben ,  d.   h.  die  Reihe 

1' 

nimmt  eine  viel  schnellere  Convergenz  an,  wenn  sie  mit  I±— 

1     . 

multiplicirt  wird.    Nachher  ist  sie  wieder  durch  IJ:—    zu    dividi- 

ren,  d.  h.  mit  — xi    ^u  multipliciren.      Dadurch   verwandelt  sich 
die  Reibe  in 

_?_  /i_i_       ^       n-r  ^  X  m(m+2) 

a±l'^   *(»»  +  w)a^*'*'(m  +  «  +  -2)a"*"(m  +  n  +  2)(m  +  n+4)i^ 

m(m+2)(m-f4) 

''■(m+n+2)(m+n  +  4)(m  +  n  +  6)a»'*''^-'^»     , 

und  wenn  wir  auf  ähnliche  Art  mit  der  Verwandlung  fortfAhren, 
so  wird  die  Reihe 

-.     «dl  ^  (i\      ^  +  ^      (IT ^ 

""  a  ±  V-  Hm-{^n){a±l)  ^**(m+n+2)a^^^(m+n+4)a 

m(m-f2)  m(m-f2)(m+4) 

"*"  (m+«+4)(OT+n+6)a2^(m+n+4)(m+«+6)(m+n-f8)ii»  -^  ••  -iJA 

u.  s.  w.y  also  Oberhaupt 

f 

?    /i  .  ___!L__  ,  n(n+2) 

""a±r**(m  +  n)(a±l)  ^(m  +  «)(m  +  »-f  2)  (a±l)* 

, n(n+2)(nj-4) 

-(w  +  «)(m  +  n+2)(m+n+4)(a±l)»  "*"  '— '• 

Diese  Reihe  convergirt  viel  schneller  als  die  ursprfinglicbe,   bis 
man  auf  ein  Glied 

w(it+2)(n-f4)....(n+2;?— 4) 

''•(m+n)(7/i+w  +  2)(m  +  «  +  4)....(m  +  n+2p-4)(ai:l)P 

kommt,  worin  n-f  2p  sehr  gross  gegen  m  ist;  alsdann  kann  man 
die  folgenden  Glieder  wieder  auf  ähnliche  Art  in  die  schnell  con- 
vergirende  Reihe 


wiche  das  VerkäUitiu  des  Kreti^DurchmaarM  etc.  126 

n(it+a)(it+4)....(«+2p-i-2)  /  m 

(flifii)(in-f ll•^2)(m-^n-f 4)....(m-fn  |-2p—2)(oil)i' '  V  "*"(»i+n+2p)o 

,      .  m(m+2) 


) 


▼erwandelD;  mid  so  kann  man  deoselbeo  Verwandlungs-ProzeM 
*fortsefzeD  00  weit  man  will. 

Lagny  mag  also  die  Reihe 

VT/,  .21.2      41.2      4      61.        \ 
3»««.8;K)  V  '•^417 '4  +417'419'4«  +  417'419'42r4»"*'-7 

angewandt  haben.  Es  fragt  sich  nun«  wie  viel  Glieder  dieser 
Reihe  erforderlich  waren,  um  127  Declmalen  sicher  zu  haben. 
Die  Anzahl  der  Glieder  sei  a:  und  es  seien  in  jedem  Gliede  130 
Decimalen  berechnet  worden«   so   ist   der  grOsste  Fehler  jedes 

Gliedes  =  iQuo  o*  ^^  (or-f l)ste  Glied  aber 

_  _  3. 2.3. ...(0:^207) 

""     **  •  830.834. 838....(4r+2y 

und  die  Summe  aller  nach  dem  ersten  Gliede  folgenden  Glieder 
ohne  Bficksicht  auf  das  Zeichen 

3-906,5      2_  _3^   JL^       .T— 207 
^^  415.417 '838'842' 846  ••••   4r+2 

(welchen  Werth  man  erhält,  wenn  man  die  Reihe  wie  eine  geo- 
metriscbe summirt, deren  erstes  Glied  3~*^'* •  ggjfggr^g — /a    toy 

und  deren  Exponent  j  ist.)  Folglich  liegt  der  überhaupt  fibrig 
gebliebene  gr usste  Fehler  zwischen 

X         3-«Q^^   J_     2     _3^       £-207 
10180.2+    830    '834§38'842     •  4r  +  2 

and 

.T           3-«>g»ft    A  A.  -£.      ^^"^ 
flP»«72  +  415.4i7'838*  842*840 4^  +  2' 

Folglich  liegt  x  zwischen    den    beiden  Werthen,   welche   durch 
lie  Gleichungen 

a:        3-aoM     1^3         j:-207_     1 
W^^    415    •S4'838*§42 4ar+2""10^' 


126  Lehmann:   BHirag  %wr  Berechnung  der  Zuki  sr,  ' 

^    j_o  3-*^**      2      3      4       x^Wl        1  =■ 

bentimnit  werden.    Statt  dieser  beiden   Gleichungen  kSnnen  wir  ':i 
i^chreiben:  n 

?l!Ü!:!  J-  X  A    a?— 207    1000— ^ 

415    •834'838*842-  •  4a:+2  "^     lO"»    V  "* 

3~2og,5     2    J^  J_        a:— 207  _  1000— a: 
^•4J5.417'fS8*842*846  •-   4a?+2  -     I0^*»~ 

oder;  i 

411  834    838    842 

130 — 2"'<^g3— log415— log-|-  —log  "2 — log-j-  — .... 

>  ■ 

413                 415                        838          842          846 
130 2"'^6^'"'^g"2 log^l7— log-g — log-g— log-j ^^ 

*"  4:c  +  2 

411 
Nun  aber  ist  log  3 =0,4771213,  also  ^  log  3=98,04842715  iiod 

^log3=98,522554845 ;  log 415  +  log 834 t=: log 346110  -5,5392141 

und  log^  +  log417=:log86527,5=4,9371542,   also  130-^log3 

—  log  415  — log 834  =  26,41235875    und    130  — ^log3— log^^ 

838  842  846 

-  log417  =  26,53729735.    Die  übrigen  Brüche  ^,  ^,  ^,  n, «.  w. 

entwickeln  wir  in  je  5  geltenden  Decimalziffem  und  schreiben  den 

874  A 

Rest  in  Gestalt   eines  gemeinen  Bruches,   z.  B.  -jr  =  79,454|-r» 

79454  +  ^ 
welches  bedeuten  soll  — ~ij^ — 5   ^^®'™  Aufschlagen  der  Logar 

rithroen  in  7Blffrigen  Tafeln  benutzen  wir  nicht  die  am  Rande  aus- 
gesetzten Proportionaltkeile  der  Differenzen,  sondern  interpoliren 
mit  HCilfe  der  gemeinen  Brüche,   durch  welche  wir  den  jedesma- 

838 
ligen   Rest   ausgedrückt   haben.     Haben   wir  die   Reihe  log-7- 

842  846  8^ 

+  *®8"T'+*^T'+'—  ****  •"  *^T5"  «oclwwe  foftge^etat,  so  fin- 


lAf/cItf  da»  VerkäiMss  des  MreU^DurchmesserM  etc*         137 

d«o  \rir  die  Summe  5^3,0875039;  hier  brechen  vrir  versuchevreise 
ib  and  subtrahiren  diene  Summe  von  den  oben  angeHihrten  Wer* 
tben  26,41-235875  und  26.537:>9735,  was  so  viel  ist,  als  wenn  wir 
X— *207=12>,  also  a;=219  setzen.  Dann  machen  wir  die  Probe. 
Setien  wir  ntimlich  a:=2l9,  so  ist  das  (a?+l)8te  Glied 

1  9  *!      10 


830.834.838....  878 

—  3-gos,6 _^ 

""12151. 19787. 2Ö291.Ü102I. 71878. 9Ö577Ü0' 

Nun  haben  wir  oben  log  (S««*»»)  =98,04842715  gefunden  5^  die 
Logarithmen  der  Fartoren  de«  Nenners,  12151,  19787,  26291,  u.  s.  w. 
schlagen  wir  in  7zlffrigen  Tafeln  auf  und  finden  so  den  Logar. 
des  (ar+l)sten  Gliedes  =-127,47617525.  Da  nun  bei  log 3=0,477 1213 
der  Fehler  0.00000005,  also  bei  log  (32<)^6)  =  98,04842715  der  Feh- 
Icr  0,000010275  betragen  kann,  so  kann  bei  127,47617525  der  Feh- 
ler 0,000010575  betragen,  und  statt  127,47617525  ist  also  irgend 
eine  zwischen  127,476164675  und  ]  27,476185825  liegende  Zahl  za 
setzen;  folglich  liegt  der  Log.  des  (.r-|-l)sten  Gliedes  zwischen 
0,523835325—128  und  0,523814175—128;  das  (^+l)8te  Glied  be- 
trSgt  also  —3,340....  Einheiten  der  I28sten  Bruchstelle,   und  folg- 

26    1 
lieh  das  (a:+2)te  Glied  - — tjt.j. 3,340....  Einheiten   der    r288ten 

Brächstelle,  die  Summe  aller  nach  dem  (a;-f  l)sten  Gliede  folgen* 

den  Glieder   aber    ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen  weniger  als 

26    1 
jjjT.g. 3,340....  Einheiten  der  128sten  Bruchstelle.    Folglich  betrfigt 

die  Summe  aller  nach  dem  ersten  Gliede  folgenden  Glieder  zwischen 
3^  und  3,41  Einheiten  der  128sten  Bruchstelle ;  und  da  der  gnlsste 
Fehler  der  x.  ersten  Glieder  zusammen  1,095  Einheiten  der  I28sten 
Bruchstelle  beträgt,  so  beträgt  der  grdsste  Fehler,  wenn  man  die 
Reihe  mit  dem  2i9ten  Gliede  abbricht,  zwischen  4,475  und  4,505 
Einheiten  der  1288ten  Bruchstelle;  wollte  muu  aber  die  Reihe  mit 
dem  2l8ten  Gliede  abbrechen,   so   würde    (weil  das  219te  Glied 

878 

-p^mal  so  gross  ist  als  das  220ste)  der  Fehler  mehr  als  2  Ein- 
heiten der  126sten  Bruchstelle  betragen  können.  Es  sind  also 
nicht  mehr  und  nicht  weniger  als  219  Glieder  zu  berechnen,  um 
127  Decimalen  sicher  zu  haben;  folglich  werden  durch  den  Kunst- 
griff, welchen  wir  für  den  La gny 'sehen  halten,  44  Glieder  ge- 
spart, und  der  Fall,  dass  n-f  2/?  sehr  gross  gegen  m  wird,  tritt 
bei  der  Berechnung  von  n  auf  127  Decimalen  nicht  ein;  die  Reihe 
bleibt  bis  zum  219teu  Gliede  viel  convergenter,  als  sie  vom  isten 
s«ra  Sten  Gliede  ist. 


128  Lehmann:  Beitrag  %ur  Berechnung  der  Zahl  n,     » 

Die  eben  entwickelte  RechnuDg,  In  Welcher  tod  der  263  Glie» 
der  enthaltenden  Reihe  die  letzten  56  Glieder  durch  die  Umwand* 
lang  der  Reihe  in  12  Glieder  zusammengeschmolzen  sind,  veran« 
lasst  uns  zu  der  Frage,  ob  nicht,  wenn  man  dieselbe  Umwand- 
lung bei  einem  früheren  oder  späteren  Gliede  angefangen  hätte^ 
noch  mehr  Glieder  hätten  gespart  werden  können.  Da  263:56 
=  56:12  (wenigstens  sehr  nahe),  so  vermuthen  wir,  dass,  wenn 
in  der  irgendwo  abgebrochenen  Reihe  Arctg  9=9(1 — J^^-Hqp* — ....), 
welche  q  Glieder  enthält ,  die  letzten  r  Glieder  auf  die  angezeigte 
Art  in  eine  convergentere  Reihe  verwandelt  werden,  wenn  also 
überhaupt  die  genannte  Reihe  in 

1  fl)2«-2r+l 

Arctg9=9)— J9)»  +  J9)» 2y^=5^+i  *  THHp^ 

^V+29-2r+3'  riV*(2v— 2r+3)(2y— 2r4^ArH^/  +-'7 
übergeht,  diese  letztere  Reihe,  bei  dem  Gliede 

1  q)«»-2r+l 


2^-2r  +  l*    1+9)« 

2.4.6 (——'i\  ^     •  N- 

(29-2r+3)(2y-2r+5)(2j-2r+7)....(2y-2r+=^ — 1)  ^^^  ^ 

abgebrochen ,  Arctg  q>  auf  eben  so  viele  Decimalen  genau  gebe 
als  die  Reihe  Arctgyzsy  — Jy'  +  Iy*— ....^j =  y«?-*.     Da   auf 

diese  Art  q  Glieder  auf  q—r^—  Glieder,  d.  i.  auf  ^  ""9^  +  ^* 

Glieder  zusammenschmelzen,    so   werden  wir,   um  die  leichteste 
Rechnung  zu  haben,   r  so  bestimmen  müssen,  dass  9^— ^-{-r* 

so  klein  als  möglich,  also  (       "^        J^^   yfitAy    dies  giebt 
r=i^  und 

Arctg-7;==o-i--ia--l  +  ia-i~....        !*       fn  (1+/    ,qw    ,  n 
Va  (jf+l)(a+l)  V     (y+3)(o+l) 

^  (5^  +  3)  (fir  +  5)  (a  + 1)«  +  (j+3)(^+5)(v+7)(a+l)»+- -/ 
Diese  Reihe  wollen  wir  benutzen,   wenn  wir  statt  der  aus 


*    weieke  dm  Verhäitniu  des  JtreiS'Durekmeisert  etc.         139 

x=6Arctg  V  1^  hervorgehenden  einzelnen  Reihe  zwei  beqne* 

nere  Reihen  anwenden ,  wobei  die  Wurzelausziehang  gespart  wird. 
Wollten  wir 

8,,       11  1     .     ,.4., 1     .      1  1     .      , 


unverSndert  anwenden  und  dabei  n  auf  ,201  Decimalen  *)  genau 
haben  (diese  Anzahl  von  Ziffern  setzten  wir  uns  Sogleich  vor«  zu 
berechnen,  um  dem  Kunstgriff ,  welchen  wir  fllr  den  Lagny sehen 
halten,  mehr  Interesse  zu  geben;  wir  Icannten  damals  nur  die  140 
10  den  älteren  Ausgaben  der  Vega' sehen  Logarithmentafeln  vor* 
hommenden  Stellen  und  wussten  nichts  von  der  Dahse*schen 
Rechnung  und  noch  weniger  von  der  Ciausen 'sehen  und  Rieh* 
ter'scben»  die  erst  ganz  neuerlich  bekannt  geworden. sind),   so 

dürfte  der  Fehler  von yC^—q  oi^a  5  'oa  y+"«Oh<ichstens jmSTI* 

4  111 

ond  der  Fehler  von  =-(1 — 49^  +  402^ — 49»^"'" ^    ebenfalls 

1  •  •      »      • 

'höchstens  iQaoi  a  betragen;  es  wird  (auf  ähnliche  Art  wie  oben) 

i^emriesen,  dass  zu  diesem  Ende  von  der  SArctg}  ausdrückenden 
"i^he  2)0  Glieder»  von  der  4Arctg^  ausdrückenden  Reihe  aber 
^18  jGlieder  berechnet  werden  müssten.  Da  nun  210  halbtrt  105 
Siebte  118  aber  halbirt  50,  so  vermuthen  wir,  dass  wir  die  Reihen 
^Urch  Verwandlung  am  convergentesten  machen ,  wenn  wir 

-.        1_8,,      1.1  1    .       .       1      , 

8 Arctg  3  —  3  (1  -  y  3  +  ga  5 — y,  7+.... +p5r5Qg; 

0'8     ,1  .Mj.M  0,4  .02   0,4  0.6  .     , 
""3«>«.!211^*+213+213*äB  +  213'215'2Ü"'"""^ 

,.    ,  1_4^        1     .  il_        1     ,      .       1       . 

0,08    ,,  .  0.04  .  0,04  OW     004  0,08  0,12. 
~7i».119^  +  121  +  121  •  123.+  121  *  123  *  125  +   •' 


*)  Hao  muH,  am  200  Brncbatellen  «icher  so  haben,  die  Rechnung 
M  anlegen,  dais  der  Fehler  weniger  als  eine  halbe  Einheit  der  20l8(en 
Bmchatelle  beträgt,  weil  eine  Vermehrung  oder  Verminderung  de«  Re- 
•altat«  um  4  bi«  5  Einheiten  der  SOlsten  Stelle  leicht  die  aOO«te  Stelle 
abindem  könnte. 


130  Lehmann:   Bettraff  %ur  Bereehnunff  der  Zaki  sr, 

* 

schreiben.  .Wir  haben  aber  noch  za  untersuchen',  o]b  auf  diese 
Art  SArctgl  und  4Arctgr  sich  in  der  That  durch  die  geringste 
Anzahl  von  Gliedern  berechnen  lassen  oder  ob  zu  dem  Ende  die 
Umwandlung  der  Reihe  bei  einem  früheren  oder  späteren  Glied« 
beginnen  muss. 

Die  auf  obige  Art  umgewandelte  Reihe  für  SArctgi  &A,  411a 

8ArctgJ  auf  einen  Fehler  von  |<i2oi~I  S®"^"  ^^  geben,   mit  dem 

orsten  Gliede  abzubrechen,  so  wird  auf  ähnliche  Art  wie  oben  ge- 
zeigt, däs5  X  zwischen  den  beiden  Werthen  liegt,  welche  durch 
die  Gleichungen 

2Q4-- 20,9 .  log  59Q49 -.  log  (263,75  -  ji  log  66536) -log--j-- 

.,     1075     ,     1085  ,      Wa:+5     ,     ,^^      ^    ^      '^^ 

204-21,1. Iog59049—log(26,375  —  j|log65536)-log^ 

,     1075     ,     108ß  ,     10^  +  5     ,     ,^^      .    ^  "^^ 

-  log  ~2 — *®s  ~3 — — ""  '<'g^::::iö5'"''^s(500-a:)=o   (2) 

.      .  j         r,.  ,       .     ^065    .     1^75     ,     1085 

bestimmt  werden.    Hier  werden  log— y^»  lc^~o~ »   log'-TT-y^aul 

ähnliche  Art  wie  oben  aufgeschlagen.  Bedenkt  man  nun,  dass 
der  grfisste  Fehler,  den  man  bei  der  einfachen  Interpolation  einer  von 
log  10100  bis  log  lOlOOO  reichenden  Tafel  siebenziffriger  Logarithmen 
der  natürlichen  Zahiep  begehen  kann,  0,0000000505321187705772... 
und  also  mi,t  Berücksichtigung  der  nach  der  Interpolation  ahgevtor- 
fenen  achten  und  folgenden  Bruchziffern  0,0000001005321187705772.... 
ist,  während  der  Log.  einer  in  5  geltenden  Ziffern  ausgedruckten 
Zahl,  welche  keine  Interpolation  nüthig  macht,  nur  mit  einem 
Fehler  von  0,00000005  behaftet  ist;  und  bricht  man  die  linke  Seite 

der    Gleichungen  (1)  und  (2)    versuchsweise    erst   mit  — J^g""^ 

1615  I 

-log (500— 160).  dann  mit  —  log -gg-— log (500- 161)  ab,  so  über- 

zeugt  man  sich,  dass* 

die  linke  Seite  der  Gleich.  (1),    wenn  :r=:160  gesetzt  wird: 
=  +1,00332494375 + 0,00000627...., 

die  linke  Seite  der  Gleich.  (2),    wenn  a;=160  gesetzt  wird: 
= +1,04908244375  +  0,00000628...., 


welche  dae  Verkäliniee  dee  JCrete-Durchmeetere  e$c.         131 

die  linke  Seite  der  Gleich.  (1),  wenn  d;=161  gesetzt  wird: 
=:-0,4566S055625db0>00000e37...., 

die  linke  Seite  der  Gleich.  (2)»  wenn  ar=sl61  gesetzt  wird: 
= — 0,41(»0205625  ±  0,00000638...., 

we  tllemal  nach  dem  Zeichen  db  die  übrigbleibende  Ungewissheit 
gesetzt  ist  Folglich  ist  ari=161,  aUo  etwas  mehr  als  (.210. 
Wir  wollen  daher  die  Umwandlung  der  Reihe  (lir  SArctgi  nun 
veisachsweise  bei  einem  anderen  als  dem  lOOten  Gliede  begin. 
nen,  und  zwar  bei  demjenigen ,  welches  nach  der  Umwandlung 
sich  zum  folgenden  verhält  wie  834:1  (dies  ist  nämlich  das  Ver- 
hältnisse welches!  bei  der  obigen  umgewandelten  Reihe  sich  her- 

tDsstellty  die  wir  als  eine  zur  Bestimmung  von  OAretg  V  sr  auf 
127  Decimalen  bequeme  nachgewiesen  haben).   Das  (d:-fl)ste  Glied 

der  Reihe   3  (1  — 973'*"ü^""9r7+**-^  ***  ~  (2^+T)T3«^+J^  *   ^^ 

2^  + 1 
verhUlt  sich  zum  folgenden  wie  ^»qT^     ■«iw    i^^ch  der  Umwand- 

^  1668 

Inng  aber  wie  l:7Ä7n — r"o;=834:n — hi*     Soll    dies   Verhältniss 
.  10(2:r  +  3)  2a; +  J 

=  834:1  sein,  so  ist  2a:+ 3=166,8,  also  a:  =  81,Ö;  die  Umwand- 
lung ist  also  beim  83sten  GPiede  zu  beginnen.  Dann  Gnden  wir 
dorch  ähnliche  Schlüsse,  dass 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (1),  wenn  ;r=157  gesetzt  wird: 
= +  0,54288094375  ±  0,00000729...., 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  :r=157  gesetzt  wird: 
=+ 0,58863844375  ±0,00000730...., 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (1),  wenn  ar=:158  gesetzt  wird: 
= -  0,77506675625  dt  0,00000739.... , 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  a:=158  gesetzt  wird. 
=—0,72930925625  ±  0,00000740...., 

also  j:=:  158  =2.210.  Wenn  wir  noch  ein  Glied  weiter  zurück* 
gehen,  also  die  Umwandlung  ■  beim  82sten  Gliede  beginnen,  so 
finden  wir 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (1),  wenn  dr=157  gesetzt  wird: 
=  +  0,46677954375  ±0,00000738...., 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  ar=sl57  gesetzt  wird: 
r=:  ±  0,51283704375  ±0,00000739...., 
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die  linke  Seite  der  Gieichang  (1),  weno  jr=158  gesetst  wird: 
=  -0,84549106625  J:0,0000074tL.., 

die  lioke  Seite  der  Gleichung  (^,  wenn  dr=158  gesetzt  wird: 
=r  ~  0,79973355625+0,00000749^, 

alao  X  ebenfiJle  s=  158.    Wenn  wir  noch  ein  Glied  weiter  soiflcl^ 
geben,  so  finden  wir  fiir  :r=157  und  158  die  Resultate: 

+0,40171684375±0,00000747.^, 
+0,44747434375  ±  0,0000074a.., 
--0,90494985625 + 0,00000757... , 
-035919235625+0,00000758...., 

also  a  eheofalls  =158.    Folglich  Sndert  sich,  wenn  wir  die  Dm«- 
wandlang  erst  beim  i<26ten,  dann  beim  83sten  Gliede  beginnen» 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (1),  weon  .;r=157  gesetzt  wlrd^ 

um  +0,0761014, 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  ;r=157  gesetzt  wlrd^ 

um  +0,0761014, 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (1),  wemi  ar=:I58  gesetzt  wird,. 

um  +0,0704243, 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  a:=158  gesetzt  wird, 

um  +0,0704243. 

Wenn  wir  aber  die  Umwandlung  erst  beim  81sten,  dann  beim 
828ten  Gliede  beginnen,  so  ändert  sich 

^e  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  oder  (2),  wenn  a;=157  gesetzt  wird, 

um  +0,0650627, 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  oder  (2),  wenn  a:=l6S  gesetzt  wird, 

um  +0,0594588. 

Wir  vermuthen  daher,  dass,  wenn  wir  die  Umwandlung  erst 
beim  SOsten,  dann  beim  8]sten  Gliede  beginnen,  die  linke  Seite 
der  Gleichung  (I)  oder  (2),  wenn  a:=157  gesetzt  wird,  sich  mn 
+0,0650627+0,0650627- 0,0761014=+0,0540244  ändern,  und  dass, 
wenn  wir  die  Umwandlung  erst  beim  798ten,  dann  beim  808ten 
Gliede  beginnen,  die  lioke  Seite  der  Gleichung  (1)  oder  (2),  wenn 
ar=157  gesetzt  wird,  sich  um  +0,054(^44+0,0540244—0,0650627 
=  +  0,0429861  ändern,  u.  s.  w.,  dass  also,  wenn  wir  die. Umwand- 
lung beim  76sten  GKede  beginnen,  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1), 
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^reno  x^VS7  gesetzt  wird,  ibr  Minimimi  ss  +  0^(4288004375 
-  0,0761014  -  0,0650027  —  0,0540:244  —  0,0420861  -  0,0319474 
-0,0209087— 0,0008700=  + 0,24198024375,  und  die  linke  Seite 

der     GleicIiuDg    (2)    ihr    Minimum    :=2  +  0,24198024375  +  log -g- 

=: 4-0,28773774375  erreiche,  dass  also,  wenn  die  Umwandlung  beim 
768teDGIiede  beginnt,  der  Fehler  der  mit  dem  1578len  Gliede  ab- 
gebrochenen Reihe  am  Icleineten  und  doch  noch  etwas  grosser  als    ' 

1 
imoi  A  ^**    ^°^  ^^^  genauer  zu  untersuchen,  ist  es  (weil  in  der 

Gegend  des  Minimums  die  Aenderung  der  linken  Seite  der  Glei- 
chung (1)  geringer  ist  als  der  Unterschied  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (1)  von  der  linken  Seite  der  Gleichung  (2),  ebenso  die 
Aenderung  der  linken  Seite  der  Gleichung  (2)  geringer  als  der 
Unterschied  der  linken  Seite  der  Gleichung  (1)  von  der  linken  Seite 
der  Gleichung  (2))  nöthig,  den  Fehler  in  engere  Grenzen  einzu* 
schliessen,  dadurch,  dass  man  auch  noch  das  159ste  Glied  mit 
berOcksichligt.  Wir  wollen  die  drei  Fälle  betrachten,  wo  die  Um- 
wandlung beim  75sten  Gjiede,  wo  sie  beim  76sten  lind  wo  sie 
beim  77sten  beginnt,  um  dann  zu  erkennen,  ob  sich  bei  der  mit 
dem  768ten  Gliede  beginnenden  Umwandlung  das  Minimum  mit 
aller  Entschiedenheit  herausstellt. 

Wenn  die  Umwandlung   beim  Tosten  Gliede  beginnt,  so  ist 
das  158ste  GUed 

_     0,8_  0,2    04   0,6     16,6 
"~5i^!49*T5I*  153*lM""^ ' 

die  Saaume  des  ISSsten  nnd  ISQsten  Gliedes 

0,8       0j2    0,4  06     16.6A  .  163\ 
3"'.  149 *  151  * I53 '  156""WV  ■*ll7y 

_     0.8       0,2    04    06     IM  333,8 
~3»«'.149  *  Ist  '  153  *  155 315  *  317  ' 

und  die  Somme  aller  nach  dem  ISTsten  Gliede  folgenden  Glieder 

08       02  M  06     16,6  /     10  16,8\ 
"^  W^W^^  •  151  •  153 '  155"*"3l5  •  V  +¥  •  ^17  r 


d.  i. 


08       0,2    0,4  0,6     16.6  3021 
.  ^$»«:i4» •  ISi * I^ ' I65"~^I5  ■  "317 • 


Die  Sonune  des  159sten  und  löOsten  Gliedes  aber  ist 
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U^       0,2  0,4  0,6     16,8  336 


\. 


3W^.149'151153l55 317    319* 


mid  die  Summe  aller  nach  dem  ISSsten  Gliede  folgenden  Glieder 
kleiner  als 

0,8       0,2   04   06     108  3041 
3*^ö.  149 •  I5l  •  153  •  155— '  317  '  319' 

Wir  werden  also»  indem  wir. übrigens  die  obige  Entwickelang  bei- 
behalten , 

zur  linken  Seite  der  Gleich.  (1)»  wenn  j:=157  gesetzt  wird, 

,  -     333,8    , ,       -^ 
log  .^i»-    hinzufugen, 

Yon  der  linken  Seite  der  Gleichv(2),  wenn  a?=157  gesetzt  wird, 

loggQTi  subtrahiren, 

zur  linken  Seite  der  Gleich.  (1)«  wenn  ar=I58  gesetzt  wird* 

336   1 ,      -  - 
logöjg   hinzufugen, 

von  der  linken  Seite  der  Gleich.  (2),  wenn  a:  =  158  gesetzt  wird,    '. 

log  HTyj    subtrahiren,, 

wobei  wir,  wie  oben,   die  Brfiche  '^^»   ^u\^^'  ^'^'^  in  5  gelten 

den  Decimalziffern  nebst  angehängten  gemeinen  Brfichen  entwickeln. 
Auf  diese  Art  finden  wir  für  07  =  157  und  158  die  Resultate: 

+0,26548444375  ±0,00000807.... 
+  0,26790624375  +  O00000808... 
-1,00887605625  ±0,00000817... 
- 1,00644145625  ±  000000818.... 

Wenn  aber  die  Umwandlung  beim  76s ten  Gliede  beginnt,    so 
haben  wir 

zur  linken  Seite  der  Gleich.  (1) ,  wenn  ar=  157  gesetzt  wird, 

log-«|i-  hinzuzufügen, 

von  der  linken  Seite  der  Gleich.  (2),  wenn  a:  =  157  gesetzt  wird, 

log^jy  ZU  sabtrahiten, 
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zur  linken  Seite  der  Gleich.  (I),  wenn  x=168  gesetzt  irif d> 

log  .>|y    hinzuzurogen, 
von  der  linken  Seite  der  Gleich.  (2),  wenn  ar=  158  gesetzt  wird, 

log^ö^Q  ^  subtrahiren. 

Das  giebt  die  Resultate : 

+  U,26405974375  ±0,00000798.... 
+ 0,26645424375  ±  0,00000799. . . . 
— 1 ,01 550025625  +  0,00000808. . . . 
-1,01309295625  ±0,00000809.... 

^ir  sehen,  dass  wir  hier,  nm  den  Fehler  in  gehörig  enge  Gren- 
260  einzuschliessen ,  noch  ein  Glied  weiter  gehen  müssen. 

Wenn  die  Umwandlung   beim  75sten  Gliede    beginnt,    so  ist 
j        ^.      ^  ,     16,8,    ,.16.8A     17\  ^    ^    ^    ,1016,8 

öer  obige  Factor  l+ory  *«  ^'^zvTK^^Ä^r  '^'^''^ 

.     ,  ,  16,8  ,  10  16,8    17    ^     ^    ^     .     17  .    ,  ^  17  /.    17,2\ 

^  *  +  3l7+'9- 317-319'  ^^'  ^^^*^'  *+3l9  '"  ^  +  3l9V+32r> 

»^j  j     r?    .      ,  .  10    17  .     ,      17      10    17    17,2 

«nd  der  Factor  1+"q-3Tö  '»  l+ojg +  7r'ö|Q"ö9rzuverwandem 

^^ir  haben  also 

zur  linken  Seite  der  Gleich.  (1),  wenn  07=1 157  gesetzt  wird, 

•  u^  I     333,8  -     106767,8  , .  . 
nicht  log  o|,y.,  sondern  log  4/)nc>«>    hinzuzufügen, 

von  der  linken  Seite  der  Gleich.  (2),  wennarr=157  gesetzt  wird, 

•  K*iA   3^70  ,       ,     5056150  .... 
nicht  l<>goA^'  sondern  log  itJ^Wö^Q  z«  subtrahiren, 

zur  linken  Seite  der  Gleich.  (1)^  wenn  07=158  gesetzt  wird, 

.  .  ^  ,     336  ,       ,     108148,4  . .  ^ 

nicht  i<^:^*  sondern  1^8  "TTjo'iQö'  hinzuzufügen, 

▼op  der  linken  S^ite  der  Gleich.  (2) ^  wenn.a;=:158  gesetzt  wird, 

•  kf  I     3190       '  ,     1023990  .  ^    . . 
Dicht  lo^oTlT'  sondern  \^^'äf^^S  ^^  subtrahiren. 

Das  giebt  die  Resultate: 

+  0,26664974375  ±0,00000807.... 
+  0,26677674375  ±0,00000808.... 

—  1,0077002S625±0,00000817.... 

—  1,007860866S5±0,00000818.... 
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Jetzt  können  wir  also  diQ  Gleichungen  (1)  nnd  (2)  00  weit  für 
gleichbedeutend  halten ,  dass  wir  sagen:  Wenn  die  UmwandliiDg 
beim  Tosten  Gliede  beginnt,  so  ist  die  linke  Seite  der  auf  0  gebrach» 
ten ,  X  bestimmenden  Gleichung,  wenn  x  =  157  gesetzt  wird, 
=  +  0,266....,  und,  wenn  ar=158  gesetzt  wird,  =— 1,007 ...• 

Wenn  aber  die  Umwandlung  beim  76sten  Gliede  b^nut,  so 
haben  wir 

zur  linken  Seite  der  Gleichung  (1),  wenn  :r=:157  gesetzt  wird, 

,     106607,28,,  ., 

log    1A2203     hinzuzufffgen, 

von  der  linken  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  x = 157  gesetzt  wird, 

I     1264037,5  ,  ^   . . 

log  lOQQßgo    ZW  subtrahiren, 

zur  linken  Seite  der  Gleichung  (1),  wenn  ^^=158  gesetzt  wird, 

,     36025,8,.  ^ 

log  o||«io"  binzuzuiugen, 

von  d^r  Unken  Seite  der  Gleichung  (2),  wenn  x = 158  gesetzt  wird, 

,     1706650  ,  ^    . , 

^^1621637  ^^  subtrahiren. 

Das  giebt  die  Resultate:       « 

+  0,26519634375+0,00000798.... 
+ 0,26532244375  ±  0,00000799.... 
- 1,01435105625+0,00000808.... 
— 1,01422355625 + 0,00000809.... 

Die  linke  Seite  der  auf  0  gebrachten  x  bestimmenden  Gleichung 
ist  also,  wenn  a"=157  gesetzt  wird,  =  +  0,265....,  und,  wena 
a:  =  158  gesetzt  wird,  = — 1,014.... 

Wenn  endlich  die  Umwandlung  beim  77sten  Gliede  beginnt,  so 

...     106626^..  .  ,     5056150  ,^./ 

ist  respective  log     iq||oq     hinzuzufügen,  l^g 47005^0  *"  suhtrabi- 

I     36002,16  . .  .^  .  ,     853325         ,  ^   . .        _ 

ren,   log  oitoo.    hinzuzufügen,  und  loggTQQ^  zu  subtrahiren.  Das 

giebt  die  Resultate : 

+  0,27480024375  ±  0,00000789 

+  0,27492344375  ±  0,00000790.... 
—1,01000965625  ±  0,00000799.... 
— 1,00988505625  +  0,00000800.... 
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Die  linke  Seite  der  a  bestiniroenden  Gleichung  ist  also,  wenn 
ßc^lST  gesetzt  wird,  =-f  0,274....«  und,  wenn  ;r  =  158  gesetzt 
wini,  zwischen  -^lyOlOO...«  und  —1,0098.... 

Aus  attem  diesem  geht  hervor,  dass,  wenn  die  Umwandlung 
beim  76sten  Gliede  beginnt,  die  linke  Seite  der  auf  0  gebrachten 
X  bestimmenden  Gleichung,  wenn  ^=157  gesetzt  wird,  ihr  Mi- 
nimum =  4-0,265....  erreicht,  und,  wenn  j:=:158  gesetzt  wird, 
ihr  n^atlves  Maximum  =—1,014....  erreicht,  dass  es  also  nicht 
miglich  ist,  durch  einmalige  Umwandlung  der  Reihe 


SV       9.3  +  9«.5"'9».7  + / 


den  Werth  von  SArctg^r  vermittelst  weniger  als  158  Glieder  auf 

1 
emen  Fehler  von   j/yioi  ä  ^^  berechnen«  und  dass  die  geringste 

Anzahl  der  dazu  erforderlichen  Glieder  statt  findet,  wenn  die  Um- 
wandlang beim  76.  Gliede  beginnt.  Hat  man  die  Umwandlung  boim 
76.  Gliede  begonnen,   so  entsteht  das  158.  Glied  aus   dem  157. 

durch  Multiplication  mit  oTg-jo»    ^-  ^«  ™>^  Tgi2~ '  ^^''^®  "^^"  ^'^® 

beim  157.  Gliede  eine  zweite  Umwandlung  auf  die  oben  angezeigte 
Art  beginnen,  so  würde  das  158.  Glied  aus  dem  157.  durch  Mul- 

tiplication  mit        »|m — »g  entstehen,  d.  i.  durch  Multiplication  mit 

-^-= — ;  die  Convergenz  würde  also,  anstatt  verstärkt,  vermindert 

werden;  vielmehr  drückt  die  Multiplication  mit  |crö~~  inimer  noch 
eine  stärkere  Convergenz  aus ,  als  vom  2ten  zum  3ten  Gliede  statt 
findet.    Es    ist  also   überhaupt  nicht  möglich,    SArctg^  durch 

weniger  als  158  Glieder  auf  eined  Fehler  von  «^^oi  a  ^^  berechnen. 

S  -1 

Da  75  =  17.210,  so  vermuthen  wir>  dass  4ArctgAsich  durch 

die  geringste  Anzahl  von  Gliedern  berechnen  lasse,  wenn  wir  von 

der  Reihe  7(1—4973  +  49275—49377+  •••}  »«^  jj.ll8,  d.  i.  42 
Glieder  unverändert  lassen  und  beim  43.  Gliede  die  Umwandlung 

ginnen,  also  ^ATctgy=  j(l-3g;^+3yrg-|p^+....-|pr^) 

.  0.08  /.  .  0,04  .  0,04  0,08  ^0.04  0,08  0,12^       ^      u    su 
'^7^M\}+  "87"  +  "ST"    "89"  +  "8f  •  "ST •"9r  + J  »c^'e^ben. 
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Diese  Reihe  sei,  um  4Arctg»  bis  auf  einen  Fehler  vou^r^i-^  aii»- 
zndrficken,  beim  ersten  Gliede  abzubrechen,   so  ist  das  («•f-l)ste 

Glied  =fp55-^.gj^.  22^. ^j^g 500+^'    nehmen   wir  aber 

noch  die  beiden  folgenden  Glieder  hinzu,  so  kSnnen  wir  sagen, 
die  iSumme  aller  nach  dem  ersten  Gliede  folgenden  Glieder  sei 


> 


0.08        12       3         X—4Ü  ^  .  ar-41  /^  .    g--40  ^^ 
f^M'  SRB  •  2225*  22^*  •60^25 V"*'5a*r+75V'*^50a:+li5// 


aber 
0,08 


<i 


J 2       3         a— 42  A  .  ar-41  /     80    a:-40  \\ 

■7»3jss '  2175*  2225"  Wh"Wa!+'mV'*^SOx+76V^tö'5Qx+mJJ' 

d.  i. 

8          26SU«+7994j;+5890      12        3         a;— 42 
^  7W.5312500*     (2«  +  3)(2ar  -f  5)     '  51^'  ^SS'  W5 50«+25'' 

und 

t         100aa;H3133a;+2322      1        2      _3^       g-42 
"^  78».5312,5  •      (23:+3)(2*+5)       '  2l78 '  5p5  •  2275""öar+25" 

Folglich  liegt  x  zwischen   den   beiden   Werthen,  welche  dnrcb 
die  Gleichungen 

204 — 16,6 .  log  16807— (log  S312500— |log  66536) 

,  ,     2551a«  +  7994a: +5890     ,     2175     ,     2225     ,     2276 
+  '"8      (2a? +3)  (ig +  5)      -  '*8~I •"«  "^ '"«  S "" 


•  ••• 


—log  ^_42 •og(500— ar)=0 


und 


1 

204 -17  log  16807—  (log53r2,6-^  jJlog6$536) 

.  ,     1000Ä«+313ar  +  2322     ,     2175     ,     2225     ,     2275 

.     ^  ■     j         ^,        .  .  .     M75  .  ,     2225     ,     2275      ' 

Desümmt  werden-    ISuminirt  man  log— j-  +iog  -^  +  log —^ -!-..• 

4425 
bis  zu  log  -Tg-  (was  so  viel  heisst  als  a:  =  88  setzen;    man  be- 
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rfidvicbtige^  claM£8=2.J18  ist),   00  zefgt  die  numerliclie  Aus- 

fldkniDg^  dass  man  weit  davon  entfernt  i«t,  die  linke  Seite  der  x 
beetimmenden  Gleicliangen  =0  tu  baben«  und  dase  zu  diesem 
Zwecke  x  weit  grosser  als  88  zu  setzen  ist  Wir  ureriautfaeji  da- 
her^  dass   die  kleinste  Anzahl   der  Glieder,   welche  erforderlich 

1  1 

sind  um  4Arctg;^  bis  auf  eisen  f^tUer  von  jq^^  .  auszudracken, 

nicht  bei  der  mit  dem  48>teH  diede  beyanendon  Umwandlung  statt- 

S  1 

indet  Wir  versuchen  daher ,  anstatt  jj^ltS^  5. 118,  d.i. 59 Glie- 
der onveräodert  zu  lassen  und  also  die  Umwandlung  bdm  flOsten 
Ivliede  ananfange«.  Hierbei  ist  das  (jr-f  l)8te  Glied  der  «nge wan- 
delten Reihe  =^jj^jjg.gg^.^g^.^j^....g^-^,  folglich  die 
Summe  aller  nach  dem.  orjsten  Gliede  folgenden  Glieder 


0,08 


aber 


_1 2 3_  '   ^-S9  /,  ,  ix-m  /,  .    a:~57  \\ 

•  3025-  3075-  Zm'''^SsHi^^^S^^ 


^    0,08        1  2_  _3_      a?--59  /       ar-58/,  .60    ar— 57  \\ 

d.  i» 

8  2551jr«+7n0a:^^5431     1       2       3           ar-59 

«nd 

2  5000ar«+1393U  +  äW77    12      3         ;p— 69 


^7"».74375'        (2ar+3)(2ar+5)        •302630753126 50a:+  25 ' 

V^l^ch  Sagt  V  ttwiscWD  d«B  ti^eo  Wctthen,  -wirieb«  dnreli  di« 
Gleicbungeo 

204~<i3^.i«gl68ar^  ^7437500- J  leg  65636) 

.  .     2551a;» +7nOa;+ö431     ,     3025     ,     3075     .     3125 

+  '•«      (2a;  +  3)(2ar  +  5) '»«  ~1 '°K  "2 •"«  ~3 " 

,     50r+26      ,     _,-^       ,     „ 
""  ~'°g  ;c— 69 Jog(BW--«)=0. 

204  -  23,8 .  log  16807  -  (log  74375  —  §  log  65536) 

.,    60«M4^I393Lr-4-10777     ,     3025     ,     3075     ,     3125 
^  '»8 (2i  +  3)(2i+5r^- '"«  "1 '°g-l '"S  -2— - 
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bestimmt  werden.    Aber  auch  hier  zeigt  sichs«  dass  a?  weit  grös- 
ser ab  88  zu  setzen  ist ;    wir  fahren  aliso  in '  der  Summirung  der 

„  .^    ,     3025  ,  ,     3076    ■ ,     3125  .        .   ,       .  -   ,     ^-   _:||wv 
Reihe  log  --|—  +  log -o~  +  '08-3-"+  ••••  ^^^^  **""  finden  für  j:=lUO 

und  a?:^101  die  Resultate: 

+  1,579408695  ±0,00000484.,.. 
+ 1,5794093275±  0,00000486.... 
—0,501640905  ±0,00000494.... 
-  0,5016402725±  0,00000496.... 

» 

Folglich  ist  a?=101. 

Wenn. wir  die  Verwandlung  nun  wieder  beim  43sten  Gliede 
beginnen«  so  finden  wir  ftlr  ;r=:100  und  j:=101  die  Resultate: 

+  1,357016755     ±0,00000637 

+ 1,35701789375+0,00000638 

-0,576444245    ±0,00000647..... 
— 0,57644310625±0,00000648 

Folglich  ist  X  auch  hier  =101. 

. .  ]^s  ist  daher  zu  yermüthen,  dass  x  am  kleinsten  werde«  ih^enn 

wir  die  Umwandlung  mit  dem  — ^ — ten,  d.  i.  mit  dem  51sten  Gliede 

beginnen.    Hierbei  ist  das  (a?+l)ste  Glied  der  umgewandelten  Reih^ 
0,88        1         2        3  ar-50       ,      ,.    «  ,,  ■ 

=  7»»nöl*^75-^25'2675  —  50a:+26'  ^^'^  die  Summe  aller  nach 

dem  ersten  Gliede  folgenden  Glieder 

^     0,08         1       2^     3  ar-50  A  .   ar-49  A       jr— 48   \\ 

^  7M.1ÖT  •  Sre'26255lre-^--55^25V^+S5i+WV 

aber 

>  0,08       1       2       3  ar— 50  /    '  a:— 49  /     50    ar— 48  \\ 

^7»».101*2575  2625*2675 50a:+25V+50a:+75V  +49'5ac+r25// 

d.  i. 

__8_   2551ara+7S7ar+5602  1    2  ^   ar--50 
^7M.6312505'  (2a;+3)(2ar+  5)  '2575  *  2625*  2675- 50ar+ 25 

und 

2         5000j:H14849a:+11074  J_     2       3  a:>~50 

^P55;g3i25-       (2x+  3)  (Ar  +  5)     .  •2575'26l5*5875  "  5BJ+25' 

Folglich  liegt  x  zwischen  den  beiden  Werthen,  welche  durch  die 
Gleiebungen 
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204-- 19.8.  log  16807-(log  6312500-- Jlog  65536) 

,,    2551ara+7578:r+5602     ,     2575     ,    2625     .     2675 
+  *^«     (2a:  +  3)(2a:+5) '^^  T »og-^"  -  log-3— .... 

.     50jr+25     ,      ._^.      .      _ 
....—log  ^_,^  -^log(500— a:)=0, 

204  -20,2.  log  16807—  (log63l25  —  g  log  65536) 

,.    5000a:«+14849a:+llÜ74     ,     2575     ,     2625     .     2675 

+  ''«       (ar+3)(2:r  +  5) ^""^T  -^og-^^\og^^.... 

.     50a: +25      ,     .^^        v     ^ 
••••""*^g"^^50 — •og(500— ar)=0 

bestimmt  werden.  Wir  finden  fär  ^  =  100  und  a?=101  die  Re- 
sultate: 

•f  0,8362259]5  ±0,00000582.... 

+ 0,8362266475  ±  0,00000584.... 
-1,160510285  ±0,0000059259.,.. 
-J,  1605095525  ±0,000005939.... , 

stso  die  linke  Seite  der  x  bestimmenden  Gleichung,  wenn  a:=100 
^setzt  wird,  =±0,8362....,  und,  wenn  x=:101  gesetzt  wird, 
^—1,1605.... 

Fär  :r=±::100  ist  also, 

wenn  wir  die  Verwandlung  mit  dem  43sten  Gliede  beginnen, 
die  linke  Seite  der  x  bestimmenden  Gleichung  =  ±  1,3570.... 

wenn  wir  die  Verwandlung  mit  dem  51sten  Gliede  beginni^n, 
die  linke  Seite  der  ar  bestimmenden  Gleichung  ±0,8362.... 

wenn  wir  die  Verwandlung  mit  dem  60sten  Gliede  beginnen, 
die  linke' Seite  der  x  bestimmenden  Gleichung  ±1,5794.... 

Wir  vermuthen  daher,  dass  für  a?==100,  wenn  wir  die  Ver- 
wandlung mit  dem  rten  Gliede  beginnen ,  die  linke  Seite  der  x  be- 
stimmenden Gleichung  =  ±  0,8362....  ±  «(r— 51)  ±  {:(r-51)«  sei, 
wo  8  und  Z  durch  die  Gleichungen 

±0,8362....  ±  €(43  -  51)  ±f(43-  51)«=  + 1,3570.... 
±03362....  ±£(60 -^51)±£(60-61)«=±1,5794.... 

bestimmt  .werden.    Ist  dies  der  Fall,  so   findet  för  a;  =  100  das 
Minirnnm  der  linken  Seite  der  x  bestimmenden  Gleichung  statt. 
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weoD  die  Cmwandimg  beim  blsien  Gliede  begiDot.  Dm  die«  ge- 
naaer  za  unteraacben,  haben  wir  nocb  ffir  jr=100  and  drsVH 
die  lioke  Seite  der  x  bestimmenden  Gleichimg  streng  m  berech- 
nen, wenn  dre  Umwandfnng  beim  SQsteu  nnd  wenn  «e  beim  SSbten 
Gliede  beginnt 

255I:r«+757&r+5«B 


Statt  des  Bmcbes 


-,  welcher  angewandt 


wurde,  als  dfeCmwandlnngbeimSlsteo  Gliede  begann,»  haben  wir, 

2551ar>  +  JWfix  +  5631  . 

wenn  sie  beim  Meten  Gliede  beginnt, <2a:4-3^(3j-l-S> *  '"^ 

^    ^  2551«»+75a6a:-fi575         ^    , 

wenn  sie  beim  52sten  Gliede  beginnt,  — /Ogo.'^wo   4.5^ —  zu  schrei» 

i  ...  A      n      u      SO0O^+14849jr  + 11074 

ben,   statt  des  ßrnches  a>^  ^q\/;*^  «  r\ ä"®^   respecüve 


500O^^+l495!ar+lll27 


und 


C2a;  +  3)(2j;+5) 
500ftr«+  14747ar+ 1 1025 


Die  Tetia- 


(±v  +  3)  (2a:  +  5  J         "'"*  CLr + 3)  (2ar+5) 

derungen,  welche  biemach  mit  den'j?  bestimmenden  Gleichungen 
▼orzunehmen  sind,  woHea  wir  Kürze  halber  übergehen,  da  Jeder 
sie  leicht  selbst  wird  vornehmen  können,  und  wir  schreiben  nnr 
noch  die  Resultate  hin: 


+0,840503395  ±0,0000059059.... 
+ 0,8405043275  ±0,000005919. ... 
—1,147800405  ±0,00000600f>4.... 
— 1,147791)5725  ±0,000006020. .. . 


:f  0,849234835  ±0,0000058016... 
+  0,8492356675±0,0000058154^ 
-  I,156l0067l25±0,0000056516u. 
— I,15609983875db0,0000058654... 


f  efjgttch  ist,  wemi  die  Umwandlung  mH  dem  50.,  51.  und  &3.  GKede 
beginnt,  die  linke  Seite  der  op  bestimmenden  Gleicfaong: 

för  a:==^tOO:        40,840....        40,8362...     '  40^8493... 
und  für  ar  =  101 :        — 1,147,.«        —1,1605....        —1,156..... 

Foigfieb  fhidet,  wenn  die  Umwandlung  mit  dem  5lsten  Gliede  be; 
ghinft,  fifr  a;=:l00  das  Minimnm  der  linken  Seite  der  auf  0  ge- 
brachten o;  bestimmenden  Gleichung  statt,  und  für  :r=101  das  ne« 
gative  Maximum.  Es  1^  also  nicht  möglich,  durch  einmalige 
Umwandlung  der  Reihe 


70*^49.3 +  49». 5""  49r^+ J 


4 

7 


den  Werth  von  4Arctg£  vermittelst  weniger  als   lOl  Glieder  bis 


auf  einen  Fehler  von  |oa>i~l  '"  berechnen,  und  die  gering/»te  As* 
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liU  der  data  erforderlichen  Glieder  findet  «tatt«  wenn  die  Um- 
waidhiDg  mit  dem  61eten  Gliede  beginnt.  Hat  man  die  Umwandlung 
bdaSiMtenGliede  begonnen»  ao  entsteht  das  lOlate  Glied  aua  dem 

lOlkten  durch  Multiplication  mit  änT'gn;  ^^  nun  der  Z&hler  100 

kleiner  ist  als  der  Nenner  20t »  so  wflrde»  wenn  man  beim  lOQsten 
Gliede  eine  sweite  Umwandlung  auf  die  oben  angezeigte  Art  be- 
gionen  wollte,  die  Convergena«  anstatt  verstärkt,  rerroindert  wer- 
den; vielmehr  drückt  die  Multiplication  mit  ZwTj  *  ü)  immer  noch 
dne  stärkere  Convergena  aus,  als  vom  2ten  aum  3ten  Gliede  stattfin- 
det.   Es  ist  also  (Iberhaupt  nicht  möglich,  4  Arctg«  durch  we- 

niger  als  101  Glieder  bis  auf  einen  Fehler  von  77Eöi~2  zu  berechnen. 
So  Usst  sich  n  durch  die  Gleichung 

_8/' La._L       *     .       .__L_^ 

0,8     /,  .  0.2  ,  0.2   M  .  0j2   04   0^  .       \ 
3»«.  151 V  +153  ^  153  •  155  +  153 "  155*  157  +  •'") 

^7V.       49.3"*'49a.5     49»77  +  -~"i5*»:99/ 

.    0,08    /,  . 0.04  .  0.04  ftOB    004  O08  0,12,     \ 
+  7»».lOll,*''  IftJ  ■*■  103  •  105  +  103  '  106    HST^'") 


[ 


vermittelst  259  Glieder  so  genau  berechnen,  dass  der  Fehler  we- 
niger als  eine  halbe  Einheit  der  20lsten  Bruchstelle  beträgt,  vor- 
ausgesetzt, dass  man  jedes  Glied  so  genau  berechnet,  dass  der 
Fehler  weniger  als  eine  halbe  Einheit  der  204ten  Bruchstelle  beträgt. 

Das  glückliche  Fortschreiten  und  die  Sicherheit  dieser  Rech- 
wrog  ist  nur  durch  unablässige  Controllen  erreichbar.  Das  erste 
Gfied  bildet  die  Periode  2,666....,  das  15Dste  aber  die  Periode 
0^71428671428....  Das  Dreifache  des  2ten  Gliedes,  das  Ffinflache 
'  des  3ten,  das  SiebenTache  des  4ten,  u.  s.  w.,  werden  durch  con- 
tinuiriicbe  Division  mit  9,  das  Dreifache  des  160sten,  das  Fflnf- 
facbe  des  lotsten,  das  Siebenfache  des  tö^^sten  ....  aber  durch 
continuirliche  Division  mit  49  gefunden ,  welche  letztere  am  schnell- 
sten von  statten  geht,  wenn  man  stetige  Mittelglieder  berechnet, 
also  Gontiouiriich  durch  7  dividirt.  Jede  Division  mit  9  ist  auf  der 
Stelle zn  controlliren,  dadurch,  dass  man,  ohne  etwas  aufzuschrei- 
ben, Dividendus  und  Quotient  addirt  und  die  einzelnen  Ziffern  der 
Snnme  in  Gedanken    eine  Stelle  weiter  rechts  rückt,   wodurch 
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man  den  Quotienten  wieder  erhalten  muss.    Jede  Division  mit  49 
aber  wird  "(gleichfaljs  ohne  etwas  aofznschreiben)  controllirt,    in- 
dem man  Dividendus  und  Quotient  addirt  und  die  einzelnen  Zif- 
fern der  Summe  in  Gedanken  2  Stellen  weiter  rechts  ruckt,    wo- 
durch  man  die  Hälfte   des  Quotienten  erhalten   muss.    Was  die 
Controllen  der  Divisionen  mit  3,  5,  7,....  betrifft,  so  wird  erstlich 
die  Division  mit  3  durch   eine   nochmalige  Division  mit  3  control- 
Hrt,  nach  welcher  dann  die  för  die  Division  mit  9  angeföhrte  Con- 
trolle  anzuwenden  ist;    die  Division  mit  5  ist  er>tlich  direct  aus- 
zuführen,    dann   in   Gedanken   durch   die  Multiplication  mit  2  and 
Ruckung  der  einzelnen  Ziffern    dieses  Doppelten    um  eine  Stelle 
rechts  zu  controlliren;   die  Division  mit  7    controUirt  man   durch 
eine  nochmalige  Division  mit  7,  nach  welcher  dann  die  für  die  Di- 
vision mit  49  angeführte  Controlle  anzuwenden  ist;    die  Division 
mit  11    dadurch,    dass  man  den  Quotienten  vom  Dividendus  sub- 
trahirt   und  die   einzelnen  Ziffern   des  Restes    eine  Stelle  weiter 
•rechts  rückt;  unter  den  Divisoren  13,  15,  17,....  ist  jedesmal  der- 
jenige,   welcher   keine   Primzahl,    auch    nicht  das  Quadrat  einer 
Primzahl  ist,    in  2  ungleiche  Factoren  a  und  b  zu  zerfallen,    und 
die  Division  einmal  erst  durch  a,  dann  durch  b,  ein  andermal  erst 
durch  6,   dann  durch  a   zu  vollziehen;    ist  aber  der   Divisor  «ine 
Primzahl   oder  das   Quadrat  einer   Primzahl,    so  ist  der  Quotient 
zum  Dividendus  zu  addiren  oder  von  ihm  zu  subtrahiren  und  das 
Resultat  durch  den  um  1  vermehrten  (respective  verminderten)  Di- 
visor zu  dividiren ,  welche  letztere  Division  dann  leicht  durch  Zer- 
fallung des  Divisors  in  2  oder  mehrere  Factoren   (die  man  aber 
hier  nicht  in    verschiedener  Ordnung  zu  probiren  brauöht)  auszu- 
ftibren  ist.    Einfachere  Controllen  ergeben  sich  in  speciellen  Fäl- 
len leicht;    z.  B.  die  Division  durch  99,    obgleich  99  weder  eine 
Primzahl  noch  das  Quadrat  einer  Primzahl  ist,  controUirt  sich  am 
leichtesten,  wenn  man  Dividendus  und  Quotient  addirt.     Das  76ste 
Glied  entsteht  aus  dem  149fkchen  des  75sten    durch  Divisen  mit 
1510..    und  das  209te  Glied  aus  dem  99fachen  des   208ten  durch 
Division  mit  5050;    man   hat  also  respective  durch  151  und  durck 
505  zu  dividiren   (wobei  sich   die  Controllen  aus  dem  Obigen  von 
selbst  ergeben)  und  den  Quotienten  eine  Stelle  weiter  rechts  zu 
rücken.     Das  77ste  Glied  ist  aus  dem  76sten,  das  78ste  aus  dem 
77sten  ....  continuirlich  zu  berechnen ;  hierbei  ist  es  am  einfach- 
sten, von  jedem  Multipücator  oder  Divisor,  dessen  Vielfache  man 
nicht   auswendig   weiss,    das   Einfache,    Zweifache....   bis    zum 
Neunfachen  auf  einem  Nebenblättchen   unter  einander  zu  schrei- 
ben (und  zwar  durch  continuirliche  Addition  des  Einfachen,  wobei 
zuletzt  das- Zehnfache,  das  man  durch  Addition  des  Einfachen  zum 
Neunfachen  in  Gedanken  findet ,  als  Controlle  dient) ;  der  Anblick 
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diesefl  Schemas  winl  dasa  dienen,  das  verlangte  Prodnct  von  der 
Rechten  zur  Linken  oder  den  Quotienten  von  der  Unken  zur 
lechten  sogleich  hinschreiben  zu  können;  die  ('Ontrolle  geschieht 
bdurchy  dass  man  zwischen  jedem  (üliede  der  Keihe  und  dem 
lichstfolgenden  2  Mittelglieder  berechnet;   soll  das  (ilied  B  aus 

lein  Gliede  A  durch  Multipiication  mit  t-  entstehen,  so  berechnet 
■an  erst  Aa  mid   dividirt   dann   durch  6;    dann  berechnet  man 

r  (und  zwar  schreibt  man  Aa  unter  A,  -r  unter  Aa,  -t~ unter r» 

Aa  A 

and  trennt  Aa  von  A^  desgleichen  —,—  von  j-  durch  einen  horizon- 
talen Strich,  um  nachher  die  zu  addirenden  Glieder  der  Reihe 
leichter  zu  libersehen),    und  multiplicirt  dann,    ohne  etwas  aufzu- 

A  Aa 

schreiben  9  7-  mit  a,  wodurch  man  wiederum  -.—  oder  das  Glied 

ß  erhalten  muss.  Die  horizontalen  Striche  werden,  der  leichte- 
ren Uebersicht  wegen,  von  senkrechten  Strichen  durchschnitten, 
zwischen  denen  sich  je  6  Decimal-Columnen  beftndcn.  Solche 
horizontale  und  senkrechte  Striche  sind  auch  bei  Berechnung  der 
«inzeluen  Glieder  der  unverwandelten  Reihe 

3V  "073 +  9^75""  9^7  + )  ""**  7V*""iO'*"4Ü5S""49»7+"V 

anzuwenden,  und  zwar  hat  man  die  Horizontalstriche  unter  die 
«lieder 

8     _8_      _8_  4       4         4 

5'   3».3'  3*.5'"''  V  V.y  7*.5'"' 

8        8         8, 
die  Glieder   \r^y  P~5'  'W^*""  ^her,  so  wie  auch  die  Glieder 

4         4  4 

7*^*  Äft-g»   ^-y,....  respective  unter 

JB       8       8*       .  11^ 

3»'    3*'    57  »••••»  78»   75'  7r>*»»* 

u  setzen,  wo  dann  die  Horizontalstriche  die  Uebersicht  bei  der 
Addition  der  einzelnen  Glieder  (mit  gehuriger  UeriickMichtigung 
der  Zeichen  -f*  und  — )  *)  erleichtern  werden.    Eine  Ausnahme  der 


*)  Beqaemer  ist  et,  die  positiven  Glieder  für  sich  und  die  negutU 
ftr  iich  sa  addiron. 


Hb  ftr  iich  sa  addiron. 
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Aa     A 

aiigefiihrten  Controlle  -t-=  r-.a  £ndet  statt«  wenn  a=l  oder  10 

oder  QJL  oder  100  oder  0,01  n.  s.  w.  ist;  hier  kann  man  die  Zer- 
nillung  von  b  oder  b-\-\  oder  6  —  1  in  2  ungleiche  Factoren,  mit 
denen  dann  in  verschiedener  Ordnung  zu  dividiren  ist»  nicht  ent- 
behren., Dass  man  den  Bruch  j  jedesmal  auf  seine  kleinste  Be- 
nennung zu  bringen  hat»  brauche  ich  wohl  nicht  zu  erinnern.  End- 
lich, weil  fast  jeder  Divisionsfehler  alle  weiter  rechts  liegenden 
Ziffern  des  Quotienten  alterirt,  ist  noch  zu  bemerken»  dass  es 
eine  kaum  diirchzuRihrende  Arbeit  sein  würde,  wenn  man  sich's 
vorsetzen  wollte,  in  jedem  Gliede  alle  204  Stellen  auf  einmal  zu 
berechnen;  man  hat  vielmehr  die  Arbeit  zu  zertheilen;  legt  ma^ 
sie  zuerst  auf  30  Stellen  an,  so  hat  man  im  Endresultat  die  La- 
dolf'tfche  Zahl;  dann  wird  der  Anblick  der  3  letzten  Stellen  jedes 
Gliedes  lehren,  welche  Reste  bei  jeder  Division  geblieben  sind 
(zu  diesem  Zwecke  hat  man  es  zu  vermeiden,  die  letzte  Ziffer, 
wenn  die  zunfichst  weggelassene  5  oder  >  5  ist,  um  eine  Einheit 
an  vermehren,  was  nur  in  dei  204ten  Stelle,  Oberhaupt  am  Schluss 
der  gnnxen  Rechnung,  und  auch  da  nicht  in  den  Mittelgliedern, 
geschehen  darO*):  dann  kann  man  die  Arbeit  fortsetzen,  indem 
man  sie  auf  42  neue  Stellen  anlegt,  um  die  Sharp' sehe  Zahl 
sicher  zu  haben;  42  neue  Stellen  werden  zeigen,  dass  Lagny 
die  113tc  Bruchstelle  (wahrscheinlich  durch  einen  Additionsfehler) 
fälschlich  =:/  anstatt  8  gesetzt  hat;  42  neue  Stellen  werden  nicht 
nur  den  in  den  filteren  Ausgaben  der  Vega' sehen  Logarithmeo- 
lafeln  vorkommenden  Fehler  der  137sten,  139sten  und  14Qsten 
Stelle,  sondern  auch  den  in  Thi baut's  Grundriss  der  reinen 
Mathematik  vorkommenden  Fehler  der  155$ten  und  ]50sten  Stelle 
berichtigen;  endlich  worden  42  neue  Stellen  den  Fehler  bis  aof 
wonigor  als  eine  halbe  Einheit  der  201sten  Stelle  herabbringen. 
Zum  robrrflnss  kann  man  noch  einige  nach  dem  158^ten  Gliede 
der  Reihe  iVir  8Arctg],  folgende  Glieder  berechnen  und  alle  flbri- 
gon  Glieder  nach  Art  einer  geometrischen  Reihe  mit  dem  Expo- 
nenten 1^.  summiren.  um  sich  zu  überzeuiren,  dass 


1.8       /0,2   0,4    (U>       16,t>      0^    0.4   06     16^8 
.  LM  '  Vl.V^ "  l.MS  •  157  •  ••  3i:  +  153  '  155  *  IST' ••319    ' 

0,2   0^4    0.0     1^0         \_    i: 
^  LVri.S5   15r*    321  +      7  — iöäi»4± 


*>  So  oft  man  in  dri*  '*204trn  Strllr  cinrs  (ii:ci)r»  i)rr  Reihe  hillficht- 
lieh  <lrr  TU  iuhroihrni^rn  7.iffor  um  cinr  K.inhrit  fwrifrihftfi  bleibt,  hat 
wiAfi  nirhi  nur  «lie  Miittlglieifor .  »onileni  «tfk  auch  da«  TnrliM^heirfey 
JH  ^ohl  jBur  «lir  heidon  Torhrrg-rhmitrn  Glirdrr  drr  Reihe  mmt  mehr  ab 
:^4  S/riIrn  ru  hrrcN^hnon. 
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ist;  auf  ihnliche  Art  fiberseugt  man  Mich,  das8 

ft08    /0.lU  OW  0.12      2^  .0,04  008  0,12     2^ 

7».ioi  V 103*  105' iö7'-  aos"*"  103- 106  •'iö?-  Äß 

,0,04  0,08  012     2,12  \ ü.  ._5_ 

■*"l53  •  1Ö5  •  lüTf"  •  "^  ■•■  — )  "  10»*>**  lO^** 

Addirft  man  diese  17  EiDheiten  der  204ten  Stellp  mit  dem 
Zeichen  —  und  die  14  Einheiten  mit  dem  Zeichen  -|-  zu  dem  ge* 
fondenen  Revoltat,  so  hat  man  überhaupt  SArctg}  vermittelst  159 

5 
Glieder  gefunden,  deren  jedes  den  möglichen  Fehler  von  :k.Tr^öi 

79,5 
bit;  die  gesatnmte  Ungewissheit  beträgt  also  nur  dbjn^;  ebenso 

bat  man  4Arctg}  TermitteUt  102  Glieder  bis  auf  einen  Fehler  von 

51 
dbrjpgs  gefunden;  die  gesammte  Ungewissheit  von  sr  beträgt  also 

1305 
nur  ±|7p5|.    Vorzüglich  wichtig  ist  es  aber  noch,  schliesslich  auf 

die  ControUe    aller    Additionen   aufmerksam   zu    machen;  jede 
Summe  solcher  Glieder  der  Reihe,  welche  sich  auf  einer  und  der- 
selben Blattseite  beflnden ,    Ist  so  zu  controlliren ,    dass  man  jede. 
Colmnne  von  Ziffern,  nachdem  man  sie  von  unten  nach  oben  sum- 
mlrt  hat,  auf  der  Stelle  von  oben  nach  unten  summirt. 

Aber  alle  hier  angeführten  Gontrollen  sind  bei  einer  so  weit- 
läuftigen  Rechnung  nicht  hinreichend,  die  Richtigkeit  des  End- 
resultats zu  verbürgen;  es  trifft  sich  irgend  einmal  (zumal  wenn 
die  Arbeit  plötzlich  unterbrochen  wird),  dass  man  eine  Separat- 
Controlle  versäumt,  oder  dass  man,  wenn  man  zu  42  neuen  Stel- 
len flbergeht,  irgendwo  einen  falschen,  bei  der  Division  gebliebe- 
nen Rest  anwendet;  auch  kommt  es,  wiewohl  selten,  vor,  dass 
man  in  einer  zn  summirenden  Columne  denselben  Fehler  bei 
der  aufwärts  gehenden  und  bei  der  unter^'ärts  gehenden  Summt- 
mng  macht .  Eine  schon  vorher  von  einem  anderen  Rechner  aus- 
geßihrte  Rechnung,  bei  welcher  man  die  Versicherung  der  Con- 
troUe auf  Autorität  annimmt,  kann  zwar  viel  zur  Erleichterung  der 
Entdeckung  versteckter  Fehler  beitragen;  namentlich  wird  diese 
Entdeckung  sehr  erleichtert,  wenn  die  Abweichung  der  Resultate 
nur  einzelne  discrete  Ziffern  betrifft  (wo  es  dann  augenscheinlich 
Isty  dass  es  sich  nur  um  Additionsfehler  handelt,  weil  ein  Divi- 
sionsfehler nach  dem  schon  oben  Angefiihrten  sich  weiter  rechts 
bis  zam  Schlnss  der  Rechnung  fortpflanzt);  aber  da  jede  Auto- 
ritit  in  der  Wissenschaft  mit   Vorsicht  angewandt  werden  ronss 


l48  Lehmann:   Beitrag  %ur  Berechnung  der  Zahi  9r, 

(wie  schon  der  berühmte  Wolff  vor  150  Jahren  bei  Gelegenheit 
der  Vergieichang  verschiedener  astronomischer  Beobachtungsme- 
thoden schrieb:  Es  ist  allemal  besser,  wenn  man  sich  nicht  auf 
Andere  zu  verlassen  braucht) ,  und  denjenigen ,  welcher  die  Rech- 
nung über  alles  bisher  Geleistete  hinaus  ausdehnen  will,  alle 
Autorität  verlässt,  so  bleibt  zur  allgemeinen  Controlle  der  gan- 
zen Rechnung  nichts  übrig,  als  eine  andere  Reihe  für  n  anzu- 
wenden y  welche  ebenfalls  die  Wurzelausziehung  umgeht  und  deren 
Berechnung  von  der  Berechnung  der  bis  ^ieher  angewandten  Reihe 
durchaus  unabhängig  ist.  Wollten  wfr  die  von  Dahse  ange- 
wandte Reihe 

J« = Arctg  I  +  Arctg  \  +  Arctg  J ' 

zur  allgemeinen  Controlle  benutzen,  so  würden  wir  im  Ganzen  zu 
fünf  gegebenen  Tangenten  die  Bogen  zu  berechnen  haben ,  näm- 
lich Arctg  i,  Arctg  I,  Arctg«,  Arctg  i  und  Arctg  1.  Glücklicher- 
weise aber  giebt  es  eine  Reihe,  welche,  wenngleich  im  Ganzen 
weniger  convergent,  als  jede  der  beiden  Reihen 

w = 8  Arctg  J  +  4  Arctg  7, 
jr=4Arctgi  +  4Arctgi  +  4Arctgi, 

doch,  mit  der  Reihe  9r  =  8 Arctg } -f  4 Arctg}  zusammen,  nicht  za 
mehr  gegebenen  Tangenten  die  Bogen  zu  berechnen  verlangt  als 
die  Dahse'sche  Reihe  allein,  und  dabei  vor  der  letzteren  den 
Vortheil  einer  allgemeinen  Controlle  voraus  bat,  nämlich 

5r=4Arctgi+4Arctgi. 

Hier  ist  nämlich  4 Arctg ^  nicht  von  Neuem,  Glied  für  Glied ,  zu 
berechnen ,  sondern  man  braucht  nur  den  schon  gefundenen  Werth 
von  8  Arctg  ^  zu  halbiren. 

Es  ist  hier  nicht  uninteressant,  zu  überlegen,  wie  grosse  t^eh- 
1er  bei  der  Berechnung  von  4Arctgi,  8 Arctg  ^  und  4Arctg|  über- 
haupt gestattet  sind,  damit  der  grüsste  Fehler  von  tt  =  einer  lial- 
ben  Einheit  der  letzten  beibehaltenen  Decimale,  der  kleinste  von 
jenen  3  Fehlern  aber  dabei  so  gross  als  möglich  (oder,  was  das- 
selbe sagt,  dieäe  3  Fehler  so  wenig  als  möglich  ungleich  unter 
einander)  werden.  Hierzu  bedenken  wir,  dass  der  Fehler  von 
8Arctg  \  kleiner  sein  muss,  als  eine  halbe  Einheit  der  letzten  De- 
cimale, also  der  Fehler  von  4Arctgi  <  als  i  Einheit;  da  nun  der 
Fehler  von  n  bis  auf  eine  halbe  solche  Einheit  ansteigen  darf,  so 
ist  in  4 Arctg  i  jedenfalls  ein  Fehler  gestattet,  welcher  grösser  ist 
als  i  Einheit.  Dieser  Fehler  sei  =(i-|-a;)  Einheiten,  so  ist  der 
stat^ehabte  Fehler   von   4 Arctg i =(1—07)   Einheiten,   also  der 
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Fehler  von  8Arctgi=:(^-- 2jr)  ^Eiuheiten«  also  der  Fehler  tod 
4Arctgr==2j;  Einbeiteo.  Lässt  man  Dun  x  sich  von  dem  Werthe 
Obis  2u  dem  Werthe  \  ändern  ^  so  ändert  sich  der  Fehler  von 
4Arctgt  von  \  bis  \y  der  Fehler  von  SArctgi  von  \  bis  0  und  der 
fehler  von  4Arctg|  von  0  bis  \,  Ist  x=^\y  so  sind  die  drei  ge- 
Binnten  Fehler  =|,  i,  i;  ist.j?<i,  so  ist  der  kleinste  unter  die- 
sen 3  Fehlern  <  \ ;  imd  ist  x  >  | ,  so  ist  der  kleinste  unter  den 
3  Fehlern  ebenfalls  <  \.  Der  kleinste  unter  den  3  Fehlern  Ist 
also  am  grussten,   wenn  ^=V9    und  wir  haben  also  4Arctg4  bis 

3 
anfeinen  Fehler  von  iQaoi  8'  ^^^^^St  ^^^  ^"^  einen  Fehler  von 

1  •  l 

vrpiQi'A  u°^  ^^'^^  4Arctg|  bis  auf  einen  Fehler  von  i(iaoi~I  ^^  ^^ 

rechnen. 

Wenn  wir  bei  der  Berechnung  von  4Arctg^  die  Umwandlung 
zun    Behuf  der  Herbeifährung  einer  schnelleren   Convergenz  des 
Schlusses  der  Reihe  unberücksichtigt  lassen  wollten^    und  wenn 
I     wir  dabei  dem  Buchstaben  q  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  geben 
wollten  9  so  würden  wir  tj  durch  die  Gleichung 

102  +  log2-4(log(750-^)+log(2^+l))  =  9log2, 

und  zwar  9=330,7....  flnden,  also  ziemlich  genau  =  der  Summe 
der  oben  für  SArctgi  und  4Arctg}  gefundenen  Werthe  von  q. 
Wir  vermuthen  daber^  dass  wir,  so  wie  wir  in  der  Reihe  fiör 
SArctg^  die  ersten  75  und  in  der  Reihe  für  4Arctgf  die  ersten 
50  Glieder  unverändert  gelassen  haben  ^  in  der  Reihe  fiulr  4Arctgl 
die  ersten  75  ■\-  50»    d.  1.  125  Glieder,    unverändert  zu  lassen  und 

also  die  Umwandlung  beim  126sten  Gliede  anzufangen  haben«  um 

3 
4Ar€tgi  bis  auf  einen  Fehler  von    |^Q^-g  durch  so  wenige  Glie- 
der' als  muglich  ausdrücken  zu  können.    Fangen  wir  die  Umwand- 
lung beim  126sten  Gliede  an,  so  liegt  x  zwischen  den  beiden Wer- 
then,  welche  durch  die  Gleichungen 

«A^  123,  ^-^^  ,  oioT«..!  124ar«-30J&r+55l83  ,  632^ 
204— Q-log65536~log31375-flog     ^^j^^^f^^^^  ~log-r- 

,     637,5     ,     642,5  ,     5a;+2,5     ,     ^^       ,     n 

—log  — ^ log  -g .  •••—•og  ^ZTi  25  ""  *®S  ^^ — o?) = 0, 

LxM  '^7,  ^„_  ,  «,«^-.,  25a:«— 653ar+ 14087  ,  632,5 
204-.-^log65536-  log3137,5+log    (2^^3)^J^5j log-j^ 

,     637,5     ,     642,5         .  ,     5a:+2,5     ,     n^       ^     a 
—  log— 2 log-j^-....— log^;^2~g— log(750— a:)=0 


bestimmt  werden.    Das  giebt  flSr  a?=213  und  a?=214  die  Resultat^! 
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(wie  schon  der  beriihinte  Wolff  vor  150  Jahr 
der  Vergleichang  verschiedener   astronomische 
thoden  schrieb:    Es  ist  allemal  besser,  wenn 
Andere  zu  verlassen  braucht),    und  denjenigen 
nung  über  alles   bisher   Geleistete   hinaus    ai' 
Autorität  verlässt,  so  bleibt  zur  allgemeinei 
zen  Rechnung  nichts  übrig,    als  eine  ander 
wenden,  welche  ebenfalls  die  Wurzelausziehi 
Berechnung  von  der  Berechnung  der  bis  hieh- 
durchaus    unabhängig  ist.     Wollten    wir   di« 
wandte  Reihe 

1«= Arctg4  +  Arctg  J  +  Ai 

zur  allgemeinen  Controlle  benutzen ,  so  wii 
fünf  gegebenen  Tangenten  die  Bogen  zu 
lieh  ArctgJ,   Arctgj,   ArctgJ,  Arctg  J  un« 
weise  aber  giebt  es  eine  Reihe,    welche, 
weniger  convergent,  als  jede  der  beiden  1 

5r=8Arctg  J  +  4  Arctg?, 
jr = 4  Ar  c  tg  i  +  4  Arctg  J  + 

doch ,  mit  der  Reihe  n  =  8  Arcfg  J  +  4  Ar* 
mehr  gegebenen  Tangenten  die  Bogen 
die  Dahse'sche  Reihe  allein,   und  dal' 
Vortheil  einer  alls^enieinen  Controlle  vo 

5r=4Arctgi+4Ar' 


-..t   ,      ■  -.1 


1. 


Hier  ist  nämlich  4  Arctg  ^3  nicht  von  Ne* 
berechnen,  sondern  man  braucht  nur  li 
von  8 ArctgJ  zu  halbiren. 

Es  ist  hier  nicht  uninteressant,  Zu 
1er  bei  der  Berechnung  von  4 ArctgJ, 
haupt  gestattet  sind,  damit  der  grus^ 
ben  Einheit  der  letzten  beibehaltenen        ^'-'c    -' ''  -'   " 
jenen  3  Fehlern  aber  dabei  so  gro^^s  -«'n.  c 

selbe  sagt,   diese  3  Fehler  so  weni^ 
einander)    werden.      Hierzu    bedenk< 
8ArctgJ  kleiner  sein  muss,  als  ein« 
cimale,  also  der  Fehler  von  4Arcti' 
Fehler  von  n  bis  auf  eine  halbe  >< 
ist  in  4 ArctgJ  jedenfalls  ein  Fehh 
als  7  Einheit.    Dieser  Fehler  sei  : 
stattgehabte   Fehler    von   4Arct<i  •/ 


!( 


I  I.".-    (■ 


}. 
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'■'^  Umwandlung 

alle  streng  zu 

(jliede  beginnt« 

BrOche 

+7877 
.r+6) 

die  Resultate: 
d.  i.  +0,25.... 


,  d.i.  — 0,70.... 


'L'ii  wir  die  Brüche 

>./g— 479jr+8055 
(•2ar  +  3)(2ar  +  5) 

<)  die  Resultate: 

175 

hcn  J:  anzuhängende  Ungevriss- 

II  wir  schon,   dass  die  Umwand- 

üedebeginnenmuss.  Wennsiebeim 

.    :..   «^  1.    1240?»— 21Ö0.r+29949 

'  T  die  Brüche      (5^+3)  (^or+ö)  ^ 

nden;  dies  giebt  (3r  a:=2I0  und 


>;)(K)11376.... 

'Ut)011380.... 

<MK)0I1476.... 
O00011480.... 


I ,  d.  i.  +  0,24.... 
|,  d.L— 0,71.... 


(3) 


211. 
hrmnuend.   haben  wir  die  Brüche 

i  -29263       j  25a;«  -461ar  +  7527 
und 


I  5)        """      (2a:+3)(2a:+5) 
iL  fiir  d?=:2D  die  Resultate:  »\ 
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+0,2436265375  ±0,000011470. 
+0,24483104375±0,000011473. 


|,  d.i.  +0,24.... 


Wir  sehen,  daes  ivir  hier  in  der  Sumroirung  der  Reibe  noch 
ein  Glied  weiter  gehen  müssen.  Wir  verwandeln  also,  wenn  diff 
Umwandlung  beim  95sten  Gliede  beginnt,  die  beiden  Brfiche 

124.r ^  -  21 50ar  +  29949      ^  ^x^  -  467a:  +  7701 

und 


in 


und 


d.  i.  in 


(2a:,+ 3)  (2a? +6)       """      (2a?+3)(2ar  +  5) 


249,6.0:»  — 3873,6.0:^  +  85473,6.3:  — 1036110,6 
(2a;+3)C2ar  +  5)(2a:+7) 


und 


50a:3,,  796,8 .  a?«  + 191 26o:  ■-  269509,8 
(2o:  +  3)(2o:  +  5)(2a:+7) 

Die  Logarithmen  dieser  beiden  Brüche  unterscheiden  sich  ^on 
d^  Logarithmen  der  beiden  vorigen  Bruche,  wenn  o:=210  ist, 
um  +0,0005294  und  -0,0005247,  und,  wenn  o:=211  ist,  um 
+  0,0005331  und  —0,0005260;  um  so  viel  rücken  also  die  Resul- 
tate enger  zusammen,  und  die  oben  mit  (3)  bezeichneten  Werthe 
+  0,24....  und  — 0,71....  werden  dadurch  genauer  auf  +0,2433.... 
und  —0,711....  bestimmt. 

Es  fehlt  nur  noch ,  dass  wir,  beim  94sten  Gliede  beginnend,  die 
Resultate  für  o:=:211  berechnen  (wozu  wir  die  Verwandlung  der 
mit  dem  Nenner  (2o:  +  3)(2j?  +  5)  behafteten  Brüche  in  die  mit 
dem  Nenner  (2o:  +  3)  (2o:  +  5)  (2o:  +  7)  behafteten  nicht  nöthig 
haben);  wir  finden: 


—0,7053000625  +0,000011571.... 
-  0,70408625625  +0,0000115 


'^*"  (  ,  d.  i.  -0,70.... 
74 \ 


Wir  sehen  also,  dass,  wenn  wir  die  Umwandlung  mit  dem 
94.,  95.  und  96.  Gliede  beginnen,  die  linke  Seite  der  auf  0  ge- 
brachten X  bestimmenden  Gleichung 


weiche  doi  VerkdiMst  des  Kreis-Durchnuuer»  etc,  ]53 

ffir  d;=:210: 
iwiflcheD  -f 0,2436....  und  4^0,244&...     +0,2433....     -f  0,25.... 

Olr  a?  =  211: 
—0,70....  —0,711....       —0,70.... 

igt;  folglich  findet,  wenn  die  Umwandlung  mit  dem  D58ten  Gliede 
li^ont,  filr  j;=s210  das  Minimum  der  Finken  Seite  der  auf  0  ge* 
bncbtea  x  bestimmenden  Gleichung  statt,  und  für  ar=211  das 
legative  Maximum.    Es  ist  daher  nicht  möglich,    durch  einmalige 

Umwandlung  der  Reihe  sf  1 — 7"^  +  4TT — TTj  + )  ^®"  Werth 

3 
von  4Arctgl  auf  einen  Fehler  von  n^öPä  ^®'™'i^^^'^^  weniger  als 

Sil  Glieder  zu  berechnen,  und  die  geringste  Anzahl  der  dazu  er- 
forderlichen Glieder  findet  statt,  wenn  die  Umwandlung  mit  dem 
%sten  Gliede  heginnt  Hat  man  die  Umwandlung  beim  95sten  Gliede 
begonnen,  so  entsteht  das  211te  Glied  aus  dem  210ten  durch  Multi- 

232   1  1 

plication  mit  j^  •  g,  d.  i.  mit  ulgf^ ;  wollte  man  also  beim  210teii 

Gliede  eine  zweite  Umwandlung  auf  die  oben  angezeigte  Art  be- 
ginnen, so  wurde  das  211te  Glied  aus  dem  210ten  durch  Multipli- 

421 232   1 

catiofi  mit  ' — toj — •  7  entstehen,    d.  h.  durch  Multiplication  mit 

1 
g-q— ;  die  Convergenz  wfirde  also,    anstatt  verstärkt,   vermindert* 

werden;  vielmehr  drfickt  die  Multiplication  mit  qqs — immernoch 

eins  stärkere  Convergenz  aus,  als  vom  2ten  zum  3ten  Gliede  statt- 
findet   Es  ist  also  überhaupt   nicht  möglich,   iArctgi   durch 

3 
weniger  als  211  Glieder  bis  auf  einen  Fehler  von   ^a^qj  ^  zu  be- 
rechnen. 

So  lässt  sich  n  durch  die  Reihet 

«=2(1— 473  +  4V5  "4r7+""~4»».187^ 
.      0,1      A  .  0,4  .  0,4   03  ,  0.4  0,8   1,2 
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A. 0,4  ,0,4    03  .04  08   U,       ^  .  8Arctgi 
V'^igT+19ri93+191l93'195+ 'V^       2~ 

vermittelst  212  Glieder  (wenn  man  — ^^-^  als  ein  Glied  fiir  sich 

betrachtet)  so  genau  berechnen,  dass  der  Fehler  weniger  als  eine 
halbe  Einheit  der  20l8ten  Bruchstelle  beträgt,  vorausgesetzt,  dass 
der  Fehler  jedes  der  21t   ersten  Glieder  weniger   als  eine  halbe 

TheU  XU.  \\ 
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Einheit  der  204teii  Bruchsteile  beträgt.    Di 

durch  4,  vermittelst  deren  das  Dreifache  des  : 

fache  des  3ten,  u.  s.  w.  p;erunden  wird»  sehr« 

wenn  man  nicht  unablässig  controllirt»  sondf. 

2 
fehlerfreien  Gliede  =  t=  ohne  Unterbrechanti 

2  2  . 

bis  jL^'^io  berechnety  und  dann  t;^  auf  eii 

Schreibt  man  diese  durch    stetige.  Divisio. 
Glieder  successiv  unter  einander,  so  nimn* 
nvng  etwa  die  Form  des  in  unsern  Breite 
mel  erscheinenden    Zodialcallichts   an;^ir' 
Fehler  pflanzt  sich  hier  nicht  ohne  Ende 
fol|^enden  Ziffern  fort»  sondern  in  derselbe»^ 
dkss  die  Dreiecksseiten,  den  Seiten  des  g 
einen    Flächenrauni    einschliessen,    welche*^^ 
Schemas»  aber  (wenn  man  nach  10  Divisic 
verkleinertem  Maassstabe,  darstellt  und  dai 
corrigirt  werden  kann.    Es  ist  rathsam,  di«»« 

leoy  sondern  jedes  Glied  auf  Einmal  dorcl 
9U  berechnen»  weil  bei  weitem  die  meistei*" 
Perioden  enthalten,  welche  sich  innerhalb^-i 
■lals  wiederholen;  nachher  kann  man  diest 
Columoen    auf  einmal  summiren,    wobei  si 
eioscUeichen  kann,  welcher  weiter  als  auf 
naehbarte  Stelle  Einfluss  hätte.    Das  95ste  C  * 
IfiTfachen  des  9isten  durch  Division  mit  9 

troRIrt,  indem  man  einmal  erst  durch  ^27,  c. 

••II 

dermal  erst  durch  35,  dann  durch  27  di« 
kann  man  auch  hier  einige  der  Glieder 

0.1     /0.A    03   U      463  .0.4   03  -.^ 
S»«».l89Vi5T'l{Öl95-4:J3  +191  193 '4 

"•^  191 '  «t* 

hiBmhacehiiaB,'«nd  sieh  Obeneaseo,  daa& 

54  5 

geführt,  die  Snmve  |g^  ±  jji^j   geben. 

Bnbeiteii  der  204,  Stelle  n  dem  gefundene 

Acikaupt  4Aictgi  vermittelst  212  Glieder 

5  *' 

de«  MiSglldbeB  Fdiler  von  i:|möi  ^^t 
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IflA 

beit  ivürde  also  db  jjpö«  betragen,  wenn  man  es  nicht  vorzöge,  ao 

?ie|e  von  den  Anfangsgliedern  ^(l~"7~5  +  p^"~p^ +••••)•   «J» 

sich  in  ein  einzig««  und  zwar  per io  disches  Glied  zusammenziehen 
lassen,    wirklieb    zusammenzuziehen.      Wir   finden   in   der  Tbaf 

^^^■"473  +  4575  "■  4»T7  +•••  •  +  Pö72i^ 

^  1,854590  452862  441060  0  c^^- 

731012  1 

Der  Bruch  0000007  ^^^  17  ^^®  ^^^  <iner  achtzehnziffrigen  Periode 

behafteten  Bruches  4,270653  323284  902232  270653....,  und  bildet 

,  2 

eine  Periode  von  144  Ziffern ;  wollte  man  aber  das  Glied  — ttpao 

binimpehmen,  so  wfirde  man  eine  Periode  von  1584  Ziffern  erhal- 
tai,  welche  also  die  204te  Stelle  weit  überschreiten  wQrde.   Alan 

erhält  fibrigens  ^=0,000000  476837  158203  125;  von  hier  kann 

nutD  die  Division  mit  4  stetig  fortfiihren.    Man  hat  auf  diese  Art 
v^Memdi  10  Glieder  gespart,  und  der  mögliche  Fehler  von  4Arctg4 

i^also  nur  •hTTSjöv    ^"^  ^^  ^^^  ^^^^  ^^^  möglichen  Fehler  von 
^^it^i<=dt|7pöi  gefunden  haben,   so  erhalten  wir  n  vermittelst 

101+^ 

w  Formel  4Arctg[^-f  4ArctgJ  mit  einem  Fehler  von  db — ipcST" 

^^UPpT  abaßet;  hiervon  gehen  überdies  noch  ein  paar  Ein>^ 

leiten  der  204ten  Stelle  ab,  indem  unter  den  Gliedern  fflr  4Arctg  J 
eisige  vorkommen,  welche  nicht  alle  204  Bruchstellen  ausfüllen, 
sondern  fortlaufende  Nullen  geben,  die  wir  nur  deswegen  wirklieb 
hinschreiben,  um  ii\  der  Summirung  der  abwechselnd  positiven 
und  negativen  Ziffern  der  einzelnen  Columnen  keinen  Irrthum  zu 
begehen.    So  sehen  wir,  dass  wir  n  durch  die  beiden  Formeln 

» 

^;«8ArctgJ  +  4Arctgf  „=4Arctg4  +  ^^^ 

ziewlich  mit  demselben  Fehler   erhalten. 

Vergleicht  man   nun  diese  beiderseitigen  Resultate  mit  ein- 
ander und  findet  man   die  Abweichungen  nur  sporadisch,    so 
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sind  es 9  wie  gesagt,  blosse  Summirungsfebler  in  den  betreffendei 
Columnen.    Zur  Entdeckung  derselben  bat  man  nicht  die  jedes 
mal  betroffene  Cnlumne  allein  zu  revidiren,  sondern  auch  die  bei 
den  nächstfolgenden  zur  Rechten,  welche  auf  derselben  Blatiseiti 
enthalten  sind,  —  ausnahmsweise   die    drei    nächstfolgenden,  — 
deren  Summe  auf  die   betroffene  Columne  Einfluss  haben  kaan; 
dass  man  die  aus  diesen  benachbarten  Columnen  gezogene  Summe 
jedesmal  um  die  Anzahl  der  in  einer  Columne   befindlichco  ZiF 
fern  zu  vermehren  hat,    um  zu  prüfen,    ob  dadurch  der  Einflaefl 
auf  die  betroffene  Columne  sich  ändert,    brauche  ich  wohl   kaum 
zu  erinnern.    Findet  man  aber  die  Abweichungen  von  einer  gewis- 
sen Grenze  an  fortlaufend,   so  hat  man  es  mit  keinen  blossen 
Summirungsfehlern  zu  thun,  .sondern  mit  einend  solchen,  der  sieb 
in  irgend    eine  Division  durch  Anwendung  eines  falschen  Restes 
eingeschlichen  hat.    Man  braucht  alsdann  die  Revision  huchstens 
nur  auf  7  Columnen  auszudehnen,  auf  die  3  der  ersten  betroffenen 
Columne  zunächst  links  benachbarten,  um  sich  der  anzuwendenden 
Divisionsreste  zu  versichern,    auf  die   betroffene  Columne  selbst 
und  auf  die  3  zunächst  rechts  benachbarten ;    ein  Fehler  in  einer 
weiter  rechts  befindlichen  Columne  kann  auf  die  erste  betroffene 
Columne  keinen  Einfluss   haben.    Entdeckt  man  einen  Fehler  in 
einem  derjenigen  Glieder,   welche  weder  Mittelglieder  sind  (d.  h. 
solche,   welche  zur  Bildung  der  einzelnen  Glieder  der  Reihe  die- 
nen,   ohne  selbst  zu   diesen  Gliedern  zu  geboren),    noch  zu  dem 
umgewandelten  Theil  der   Reihe   geboren,   so   braucht  man  den 
Fehler  nur  in  dem  betroffenen  Gliede  selbst  zu  corrigiren; 
er  hat  keinen  Einfluss  auf  die   folgenden  Glieder  und  man  kann 
die  gefundene  Verbesserung  in  unveränderter  Grösse  und  mit  un- 
verändertem Zeichen  auf  das  Endresultat  übertragen.    Aber  aucb 
selbst  in  dem  Fall,  wenn  der  entdeckte  Fehler  sich  in  einem  Mlt- 
telgliede   oder   in    einem   Gliede    des   umgewandelten  Theils  der 
Reihe  befindet)    braucht  man  nicht  die  ganze  nachfolgende  Rech- 
nung zu  wiederholen;    denn   der  Einfluss   eines  solchen  Fehlers 
auf  die  folgenden  Glieder  bat  genau  dieselbe  Convergenz  als    die 
folgenden  Glieder  selbst,    d.  h.   er   ändert   sich   proportional  mit 
diesen  Gliedern  selbst;  er  bildet  also  im  Scl^ema  einen  Flächen- 
räum,  dessen  schrägfortlaufende  linke  Grenze  genau  parallel  ist 
der  linken  Grenze  der  geltenden  Ziffern  des  ganzen  Schemas;    er 
erstreckt  sich  also  nur  auf  eine  verhältnissmässig  kleine  Anzahl 
der  folgenden  Glieder,  vorausgesetzt,    dass,    nach  dem  oben  be- 
sprochenen Plane,    die  Anzahl  der  jedesmal  neu   hinzutretenden 
Bruchstellen  42  nicht  überschreitet.    Und  hat  man  die  Correction 
der  einzelnen  Glieder  durchgeffihrt,  so  braucht  man  auch  die  Sum- 
mirung  nicht  durch  alle  auf  derselben  Blattseite  befindlichen  Glie- 
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der  hindarch  xu  wiederholen ,    sondern  (vorausgesetzt»   dass  man 
die  corrigirten  Ziffern  vor  der  Correetion  auf  ein  Nebenblättchen 
abgeschrieben  hat)    man  summirt  nnr  die  corrigirten  Ziffern,    die 
falschen  separat  und  die  richtigen  separat,   subtrahirt  die  Summe 
der  falschen  von  der  Summe  der  richtigen  und  überträgt  die  da- 
durch gefundene  Gesammtverbesserung   in  unveränderter  GrDsse 
sod  mit  unverändertem  Zeichen  auf  das  Endresultat  —  Eine  grosse 
Hfilfe  leistet  es,    wie  schon  gesagt,    wenn  man  eine  schon  von 
eiaem  anderen  Rechner  herausgebrachte  Bestimmung  der  Zahl  n 
nr  Vergleichung  benutzen  kann.     Weicht  dieselbe  von  dem  Re- 
nütat  der  auf  die  Formel    :K=8Arctgi -|-4Arctgf   gegründeten 
Rechnung  ab,  nicht  aber  von  dem  Resultat  der  Formel  »=4Arctgi 
-f^Arctgi,  so  liegt  der  Fehler  nur  in   der  Berechnung  des  Wer- 
thes  von  iArctg}.    Im  umgekehrten  Fall  liegt  der  Fehler  nur  in 
der  Berechnung  von  4Arctgi.    Weichen  alle  3  Resultate  von  ein- 
her  ab,    und  ist    die   Abweichung   des    gefundenen    Werthes 
SArctgJ -f^Arctg^  von  dem  vorhandenen  Original  genau  das  Dop- 
pelte der  Abweichung  des  gefundenen  Wertbes  4  Arctg^-|-4Arctg| 
^OD  dem  Original,  und  zwar  beide  Abweichungen  mit  demselben 
'deichen  behaftet,  so  liegt  der  Fehler  nur  in  der  Berechnung  von 
^Arctgj.    Und  ist   die  erstere  Abweichung  genau  das  Doppelte 
^er  letzteren,   mit  Ausnahme   einiger  sporadischen   Unterschiede 
einzelner  Ziffern,  so  liegt  der  Fehler  ebenfalls  in  der  Berechnung 
^on  SArctgi,  und  es  walten  ausserdem  i$o  viele  Additionsfehler 
ob,  als  sich  sporadische  Unterschiede  finden.  —  Eine  besondere 
Aufmerksamkeit  verdient  noch  der  Fall,    wenn  man  eine  spora* 
dische  Abweichung  zwischen  dem  gefundenen  Werth  von  SArctg^ 
-|-4Arctg}    und    dem  gefundenen  Werth   von   4Arctg4-i-4ArctgJ 
bemerkt  und  sich  nach   einem  in    der  betreffenden  Columne  von 
4Arctg7  und  4Arctg4    vorhandenen  Summirungsfehler  durch  die 
ganze  Rechnung  hindurch  vergebens  umgesehen  hat.    In  diesem 
Fall  ist   zwar  im  Allgemeinen   anzunehmen,   dass  der  Fehler  in 
deir  Snmmirung  derselben  Columne  von  SArctg}  liege  und  dop- 
pelt 80  gross  sei   als   die  bemerkte  Abweichung;   eine  Ausnahme 
macht  es  jedoch,  wenn  die  bemerkte  Abweichung  5  ist;   alsdann 
.hat  man  nicht  dieselbe  Columne  von  SArctg^  zu  prüfen  (es  sei 
denn  aushülfsweise,  um  den  Einfluss  auf  die  zunächst  links  be- 
nachbarte Columne  festzustellen).,  sondern  vornehmlich  die  zunächst 
links  benachbarte  Columne,  wo  sich   dann  ein   Fehler  von  Einer 
£inheit  herausstellen  muss.    Auch    wenn   eine  Abweichung    sich 
in  'S  zunächst  auf  einander  folgenden  Ziffern  findet,   und  zwar  so, 
dass  die  Ziffer  zur   Rechten  die  Abweichung  5  giebt,    während 
beide  Ziffern  zusammen  eine  Abweichung  von  weniger  als  50  dar- 
bieten, so  ist  (vorausgesetzt,  dass  sieb  zunächst  weiter  rechts  und 
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die  Zeichen  der  Glieder  wiedemm  (wie  beim  Anfang  der  R< 
abwechseln,  und  man  setzt  unsere  angefangene  Rechnung 
indem  man  immer  wieder  etwa  42  neue  Stellen  hinzunimmt  *) 
diese  Weise  haben  wir  die  205te  bis  2l0te  Ziffercolumne  hi 
gefügt  und  dann  auf  einmal  die  211  bis  264ste9  was  aber  w< 
•  >der  Öfter  einschleichenden  Fehler  schon  merklich  mühsamei 
als  die  Hinzufiigung  von  nur  42  Columnen).  Für  solche  etwa 
ter  auftretende  Fortsetzer  der  Rechnung  folgen  hier  die  259st< 
264ste  Stelle  aller  einzelnen  Glieder  und^  Mittelglieder »  wie 
sie  in  unserer  Rechnung  gefunden  haben;  man  wird  hier  di 
Summirung  der  Columnen  der  259sten  bis  264sten  Stelle  und  di 
Vergleich ung  der  Summen  mit  dem  oben  angeführten  Endresi 
sich  davon  überzeugen  können,  dass  sich  keine  Absehreibe-  • 
Druckfehler  eingeschlichen  haben ,  und  man  hat  dadurch  zugl 
eine  Bürgschaft  der  Richtigkeit  der  259sten  bis  261sten  S 
aller  einzelnen  Glieder  der  Reiben  (weil  nämlich  die  von  uns 
fundenen  Werthe  von  8Arc(g|-|-4Arctg|  und  4Arctgi4-4Ar( 
bis  zur  261sten  Stelle  inclusive  übereinstimmen);  die  Richtig 
der  262sten  bis  264sten  Stelle  aller  einzelnen  Glieder  der  Re 

Aa     Ä 

ist  durch  die  schon  oben  angeführte  Controlle  -r-  =  t-  .  a  verbi 

Vergleicht  man  dann  die  259ste  bis  261ste  Stelle  der  Mittel 
der 9  welche  durch  stetige  Division  mit  4,  7  und 9  entstandene 
mit  der  259sten  bis  2f)lsten  Stelle  der  Glieder,  welche  aus  il 
durch  Division  mit  3,  5,  7,....  entstanden  sind,  so  erkennt 
den  bei  der  201sten  Stelle  gebliebenen  jedesmaligen  Divisionsi 
vermittelst  dieses  Restes  und  der  3  folgenden  Stellen  des  be 
fenden  Mittelgliedes  kann  man  dann  nochmals  die  262ste  bis  2C 
Stelle  des  darunter  stehenden  Gliedes  berechnen  und  dadurch 
scheiden,  ob  die  264ste  Stelle  um  der  folgenden,  weggelass) 
Stellen  willen  um  eine  Einheit  vermehrt  ist  oder  nicht;  auch 
man  hierdurch  eine  Controlle  der  Richtigkeit  der  259sten  bis  261 
Stelle  des  Mittelgliedes  und  dass  sich  auch  hier  kein  Abscbrt 
oder  Druckfehler  eingeschlichen  habe;  endlich  kann  man  auf 
liehe  Art  aus  der  259sten  bis  264sten  Stelle  jedes  Mittelgli 
g  und  aus   der  259sten   bis  261sten  Stelle  des  folgenden  M 

gliedes  ^  (respective  ^  oder  ^  die  262ste  bis  2<Uste  Stelle 

Gliedes    'r  (oder  §-  eder  ^  nochmals  berechnen,  und  sich  dad 
von  der  Richtigkeit  der  262sten  bis  264steii  Stelle  aller  Mittd 


***)  Der  zweite  Weg  ist  der  kürzere  für  Deigenigen ,  weldbeH  •• 
•a  allem  und  jedem  AutorltatiglanbeD  fehlt. 
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der  saccesfliv  fiberseugeo.     Es  wird  nicht  schwer  sein,  «ich  wm 
der  Richtigkeit  der  oben  angefahrten  Werthe 

731012    . 
=1,854590  452862  441000  02909907' 

'781012      4,270058  323284  902282  270058.^, 
,2909907*^  17  * 

731012 
und  dann  davon  zu  überzeugen ,  daas  sich  äqoööO?  ^  ^^  144zif- 

frige  Periode 

0,251214  901309  700131  310038  430781  404837  192391  371957 
935425  427085  489004  994248  957097  254310  870001  898273 
724899  111890  015920  783722  041307  780Ö20  000075  582484 
251214 .... 

auflösen  iSsst.  Auf  diese  Weise  bat  man  alles  Material ,  nm  die 
nicht  nrngewandelten  Glieder  der  Reihen  für  SArctgj,  4Arctgf 
Und  4Arctg«  von  der  264sten  Stelle  an  so  weit  fortznflfibren,  als 
inan  will.  Will  man  auch  hier  der  Bequemlichkeit  wegen  die  ste- 
tigen Divisionen  mit  49  in  Divisionen  mit  7  auflösen,  so  überzeugt 

4 
moD  sich  von  der  Richtigkeit  der  259sten  Stelle  von  eg^  dadordi» 

da«s  man  die  259ste  bis  264ste  Stelle  von  ^;s;^mit7multiplicirt; 

dann  berechnet  man  nochmals  vermittelst  der  2598ten  bis  264sten 

4 »         .  4 

Sitelle  von  if^a^  und  der  259sten  Stelle  von  f^^  die  260ste  bis 

4 
264ste  Stelle  von  s^,  und  fiberzeugt  sich  dadurch  von  der  Rich- 
tigkeit derselben.  Was  aber  die  umgewandelten  Glieder  betrilR, 
so  lassen  sich  die  oben  angeführten  Divisionen  mit  1510,5050  und 
945  von  der  264sten  Stelle  an  so  weit  fortführen,  als  man  will, 
da  man  vom  Dividendus  alle  Stellen  von  der  259sten  an,  vom 
Quotienten  aber  die  259ste  bis  264ste  Stelle  in  der  unten  folgen- 
den Tabelle  vorrätbig  hat  Aus  jedem  Gliede ,  welches  wir  oben 
mit  A  bezeichnet  haben,  kann  man,  wenn  die  Stellen  desselben 
von  der  250sten  an  bekannt  sind,  Aa  von  der  262sten  Stelle  an 
mit  Sicherheit  finden  und  dann  (vermittelst  dieser  Stellen  von  Aa 
und  vermittelst  der  262sten  bis  204sten  Stelle  von  B)  B  von  de^ 
264sten  Stelle  an  fortführen,  so  weit  man  will;  auf  diese  Weise 
kann  man  successiv  alle  umgewandelten  Glieder  von  der  264sten 
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Stelle  BD  foftftihreii,   so  weit  man  will.    Will  nmn  da«  snr  Coih 

A 

trolle  dienende  Mittelglied   r-  berechnen  5  so  überzeugt  man  sich 

▼on  der  Richtigkeit  der  unten  angeführten  25QsteD  bis  26l8ten 
Stelle  desselben  dadurch,  dass  man  die  angeführte  2598te  bis 
264ste  Stelle  desselben  mit  a  multipHcIrt,  wodurch  sich  wenigstens 
3  auf  einander  folgende  Ziffern  von  B  (deren  Stellen  mehr  oder 
weniger  rechts  von  der  258stea  Steile  beginnen,  je  nachdem  a  mehr 
oder  weniger  Bruchstellen  enthält)  reproduciren  mfissen^  dann  be- 
rechnet  man   mit  Hülfe   von   A  und    der  2596ten  bis  261sten  sa 

A  A 

g-  gehörigen  Stelle  die  262ste  bis  264ste  zu  ^gehörige  Stelle  noch- 
mals und  fiberzeugt  sich  dadurch  von  der  Richtigkeit  derselben, 
worauf  man  r-  fortführen  kann,  so  weit  man  will.    Der  letcbteren 

[lebersicht  wegen  haben  wir  auch  noch  die  259ste  und  die  nächst- 
folgenden Ziffern  von  Aa  angefahrt,  so  weit  wir  sie  entwickelt 
haben,  um  uns  der  264sten  Stelle  von  B  zu  versichern;  man  fil>er- 
zeugt  sich  von  der  Richtigkeit  der  259sten  bis  261sten  Stelle  von 
Aa,,  weiin  man  die  2598te  bis  2646te  Stelle  von  JB  mit  6  multipK- 
cirt;  dagegen  überzeugt  man 'sich  von  der  Richtigkeit- der  2628teD 
bis  264s ten  Steile  von  Aa,  wenn  man  die  259ste  bis  264ste  Stelle 
von  A  mit  a  multiplicirt.  Die  Bruchstellen  der  durch  succeosive 
Division  mit  4  entstehenden  Mittelglieder  bleiben  in  der  Rechnung 
leer,  weil  hier  die  geltenden  Ziffern  lange  nicht  bis  zur  SdOsten 
Bruchstelle  reichen^  wir  haben  indessen  in  der  hier  folgenden  Ta- 
belle die  gedachten  Stellen,  der  leichteren  Uebersicht  wegen«  mit 
Nullen  ausgefüllt.  Schliesslich  bemerken  wir  noch«  dass  in  der 
folgenden  Tabelle  einige  Ausnahroefölle  vorkommen,  wo  B  aus  ^ 
nicht  durch  eine  Multiplication  und  eine  Division,  sondern,  grCe- 
serer  Bequemlichkeit  wegen,  durch  Multiplication  mit  2  ungleichen 
Declmalbrüchcn  p  und  g  hergeleitet  ist;  in  solchen  F&llen  ist  Ap 

all  die  Stelle  von  Aa  und  Aq  an  die  Stelle  von  r-  getreten. 


1. 

In  der  Colnmne  links  steht  die  Ordnungszahl  des  Gliedes  Af^ 
8  Aretg  3  ausdrückenden  unverwandelten  Reihe,  welche  Ordnungs- 
zahl wir  mit  m  bezeichnen ,  in  der  Golumne  rechts  aber  die  2598te 

8 
bis  264ste  Bruchsleiie  von  ^^^^  und  die  259ste  bis  264ste  Stelle 

^'®*  "o~"I-li~Si»^*   "^'^  ^®'"  Zeichen  +  oder  —  versehen,    je 


mtlcie  da»  VerkdUntu  dn  KreU-DurckmtMterM  eu.  ]Q3 

uchAem  das  betreffende  Glied  positiv  oder  ne^tir  ist  Diese 
HcbHiffri^  CoiDiDne  kann  als  erste  sechsziffrige  Colainne  hei 
(wr  etwa  forttuse tuenden  Rechnung  gebraucht  werden ,    worern 

UD  Dor  die  3ö4flte  Stelle  von  n-_{\  ja»^  ^■*  "*  •'*  "■  *"'* 
Eiabell  vennehrt  ist  (was  man  auf  diu  oben  angezeigte  Art  ent- 
itAsM  kann),  eorrigirt. 


1 

66d666.... 
+666667 

20 

6Ö'i6it4.... 
—810298 

39 

:i48Ü):... 
+4iseii 

58 

8äsja.. 

—285523 
870570.... 

+776672 
096730.„ 

-185687 

a 

306290.... 
-432099 

11 

844624.,.. 
+  19 1332 

40 

138716... 
—571370 

793190.... 
+676459 

59 

50 

3 

477366.... 
+605473 

22 

700513.... 

11 

t 

5 
6 
7 
8 

941929.... 
-420276 

215769.... 
+468419 

468418.... 
-769856 

406490.... 
+653576 

106276.... 
-677752 

23 
24 
25 
26 

n 

28 
29 
30 

195612... 
+  159903 
799512... 

—846798 

42 
43 

088132... 
-073351 

Sl 

566303.... 
+227821 

676459... 

+  807958 

52 

618478.... 
-387142 

755501... 
+  892909 

08394"4..., 
-009489 

44 
45 

297384.... 
—578131 

02J93I.... 
+763168 

324659... 
—816754 

63 

l 

624275..- 
+  704994 
"8"47i41.... 
-8255Ö8 

Ö83015.... 
+077388 

775890..,. 
—517373 

120438... 
+775857 

16 

g 

10 

11 

796252.... 
+■752721 

199583... 
—799978 

457826... 
-590142 

606425... 
+291341 

i7 

*8 

258205,... 
+  9*9014 

139810.... 
—02252* 

237756... 
+  002451 

57 
69 

ro 

71 

530654.... 
+394967 

5O3406..„ 
-374099 

61148977 
+  360427 

623408.... 
-558442 

40361077 
+307820 

133287.... 
+  149204 

845158.... 
-99r370 

19 

12 
13 
14 
15 
10 
17 
IS 
19 

081470... 
-812238 

Ö64608... 
+198584 

773845.... 
-709402 

n 

33 

427239.... 
+990610 

603020.... 
-755604 

289225.... 
+712142 

50 
J( 
>2 

248639... 
—104128 
^0540477 
+  899003 

20Ö600... 
-09M35 

308205... 
+252007 

34 

587691.... 
-480383 

53 

800066... 
+  540953 

72 
Vi 
?4 
75 

489178... 
—429094 

256467... 
-427028 

J5 

065299... 
1  232S30 

54 

311118... 
-638422 
-8r23"46— 
+851489 

645816.... 
-630449 

7210!9,.„ 
+  832559 

969002... 
-278701 

552111.... 
+057397 

584051... 
+835880 

36 

118306... 
-494625 

55 
56 

731561... 
—249473 

414617.... 
+335530 

37 

124262.... 

+4+0058 

38 

236029.,.. 
—149814 

&7 

516201  „ 
+553241 

164 


Lehmann:   Beitrag  %ur  Berechnung  der  Zaki  n. 


II. 

Der  nuD  folgende  Theil  der  Tabelle  enthält  abweehsebd  Eine 
sechsziffrige  Zahl,  von  2  HorizoDtalstrichen  eiDgefa^^t,  und  zwei 
sechsziffrige  Zahlen,  von  2  Horizontalstrichen  eingefasst;  die  Eine 
sechsziffrige  Zahl  enthält  links  neben  sich*  die  Ordnungszahl  des 
Gliedes  der  8Arctgi  aasdrückenden  verwandelten  Reihe  (welche. 
Ordnungszahl  wir,  das  Glied  %  als  das  erste  betrachtend,  mit  m 
bezeichnen)  and  besteht  selbst  ans  der  259sten  bis  264steii  Brach- 
steile  von 

2m     152 

0,8      02  M  0,6      TÖ""10 
■"3i*M5l*153'155l57  •  '  2iii-l    ' 

von  den  je  zwei  sechsziffrigen  Zahlen  aber,  welche  sich  anter  der 
Einen  zum  mten  Gliede  gehurigen  sechsziffrigen  Zahl  befinden, 
ist  die  erste  die  259ste  bis  264ste  Stelle  von 

2m     152 
0,8       02   04    0^     10 '^10 
3i".15i'153  155   157'"  2m-l    '^' 

and  die  zweite  die  259ste  bis  264ste  Stelle  von 

2m      J52 
0,8        0,2^  04    06     10""  10     i_ 
31*».  151  •  153  •  155  •  157   •  2m-l    '  6  '      . 

wo  T*  der  oben  erwähnte,  auf  die  kleinste  Benenn vng  ge- 
brachte Bruch  ist,  welcher,  mit  A  niultiplicirt,  B  hervorbringt; 
links  neben  diesen  beiden  sechsziffrigen  Zahlen  sind  die  jedes- 
maligen Werthe  von  a  und  b   in  Bruchform  geschrieben,    wobei 

wir  bemerken,  dass  wir  bei  m=80  (wo  r=TgT)>  ^=^  ^od  6=7 
genommen  haben,  bei  m=100  aber  (wo  r^oöT^  a=-3"und6=87. 


76 

0,2 

153 

77 

0,08 

31 

78 

0,6 

157 

—010962 

79 

—116806 

82 

—078177 

85 

-185722 

602192... 
359548... 

0,8 
159 

69344.... 
164256.... 
—331405 

0,28 
33 

83 

261889... 
941762... 

2 

171 

37144.... 
042021.. 

—271910 

80 

-583694 

86 

-084044 

■ 

821752.... 
7^8448.... 

1 
7 

666582.... 

Vvl4400.*.. 

1.6 
167 

1339.... 
662177.... 

2,2 
173 

18489>. 
312024. 

-897476 

81 

—952369 

84 
1,8 
169 

—659484 

87 

-087774 

338485.... 
528009.... 

1,2 
163 

74284.... 
398480... 

38707.... 
992067... 

0,096 

12842(L 
809082. 

7 
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88 
W 
177 

1-875489 

103 

-923273 

1118 

-732558 

133 

11,6 

267 

—430711 

87627.... 
377827.... 

5,6 
207 

5703.... 
782238.... 
—780533 

8,6 
237 
119 
8.8 
239 

3962.... 
619590.... 

olMlöOV.... 

189 

-982352.... 

104 
5,8 
209 
105 

—284810 

134 

-387252 

P- 

m 

7ö05a... 
(K)8839... 

1270... 
185552... 

DUOo.... 

745961.... 

113 
269 

5695.... 

4H/1I044.... 

90 
3 

181 
91 

n 

183 

92 
),08 
37 

93 
lA 
187 

94~ 
3,8 
189 

95 

4 
191 

96 

193 

—104752 

-876206 
25723.... 
350124.... 

120 

9 

241 
121 
9,2 
243 
122 
1,88 

49 

—964462 

135 

12 

271 

—998400 

31425.... 
155274... 

6 

211 
106 
6,2 
213 
107 
1,28 

43 
108 
6,6 
217 
109 
6,8 
219 

6801.... 

VoUa... 

214016.... 

-465825 

-100745 

-206142 

136 

12,2 

273 

—568195 

8906..«. 
215660.». 

6246.... 
629580.... 

0965.... 
362988.... 

13197.... 
602813.... 

-890113 

-303402 
30835.... 
704730.... 

-539492 

137 

2,48 

55 

—1543^0 

68527.... 
726759.... 

374244.... 
929377.... 

42273.... 
693715.... 

—694197 

—542055 

123 

—987229 

138 
12,6 
277 
139 
12,8 
279 
140 
13 
281 

-280413 

2991... 
329915.... 

3775... 
873465.... 

9,6 
247 

877.... 
910879.... 

133.... 
672492.... 

—787696 

—964874 

124 

-744443 

-473405 

19324... 
072950... 

3611... 
840022... 

9.8 

249 

125 

4955.... 
059214.... 

8595.... 
965854.... 
-762938 

-477213 

110 

7 

221 

—312151 

—580303 

342812.... 

1850.... 
779692... 
—457851 

10 
251 
126 

8030.... 
229403.... 

918.... 
091683.... 

-371251 

111 
7,2 
223 

-294036 

141 

13,2 

283 

—191880  " 

75925-.. 
442338.... 

0965... 
046896.... 

10,2 
253 

3991.... 
024877.... 

7328.... 
679123.... 

97 
),88 

39 

98 
W 
197 

99 

199 
100 

V 

67 
101 

-257820 

112 

—937653 

127 

2,08 

51 

128 

—653752 

142 

2,68 

57 

143 

-564427 

26688.... 
724559... 

1,48 

45 

113 

02772.... 
087503.... 
—689505 

83980.... 
404975.... 

07266.... 
009902.... 

-23761J 

—722349 

-106538 

89301... 
747399.... 

7,6 

227 

114 

7.8 

229 

115 

795989.... 

10,6 
257 

456.... 
928880.... 

13.6 
287 

04891.... 
638001.... 

-238036 

—649516 

129 

—846136 

144 

-076825 

14257... 
624311.... 

66622.... 
535587.... 

10,8 
259 
130 
11 
261 
131 
11,2 
263 

3382.... 
717552.... 
—549569 

13,8 

289 

145 

6601.... 
806494.... 

-196696 

-il77582 

-929620 

99449... 
465622.... 

8 
231 
116 
8,2 
233 

42065.... 
616487.... 

0452.... 
691760.... 

14 
291 
146 

0146.... 
580514.... 

—776037 

-923899 

-609369 

—127198 

263 

03539.... 
875744. .. 

6759.... 
025424.... 

8249.... 
143001.... 

14.2 
293 

0062.... 
485075.... 

102 

—753869 

117 

1,68 

47 

-208481 

132 

-801616 

147 

2,88 

5« 

-488076 

41 

85417... 
262289.... 

43024.... 
578903.... 

2,28 
53 

82768.... 
241539.... 

1256.... 

Lehmann:   Bettraff  wr  Bireehmtne  der  ZaU  tt. 


am 

—eoioii 

164 

U.Ö 
S«9 

— 60Ö2I8 

180 

— 97S025 
5385.... 
S7944I),... 

196 
H.l 

393 

— 449266 

N.fc 

176».... 
49T29G.... 

1728.... 
606702..., 

■21 

361 

«ra.... 
260685.-.. 

149 

-660528 

165 
18 

-5X9310 

181 

— 9682ÖI 

197 

-308581 

U.S 

I9U 

7758... 
2(16323.... 

7875.... 
693653.... 

363 

7269   .. 
236827.... 

24-4 

395 

1393... 
732126.... 

läO 

— 85a09;i 

166 

—485763 

182 

-420735 

IHH 
24^ 

—671214 

ISI 

i5;2 

T8L... 
095854.... 

1»,^ 
333 

840».... 
983140.... 

365 

2037.,.. 

7fi'i79fi.... 

911».... 
570960.... 

—437812 

16T 
18.4 
335 

-098021 

183 

— 323Ö4Ö 

199 

-445622 

8547..., 
281972.... 

4146.... 
340592.,.. 

21.6 

167 

812871..:. 

H,H 

B5H.... 
T93096  ... 

IM 
9Uj 

iüA 

lä.6 

B07 
154 

LI? 

155 

— 6fW9H9 
,     1642.... 

294052... 
-9284117 

6831.... 

742437.... 

16M 
IM.6 
;13I 

169 

— 46B90!» 

0*4... 

992483.... 
—460191 

184 

20» 

— «69B01 

21.» 
369 

Ü849.,.. 
2081158..,. 

25 
101 

512889.... 

—  146,^73 

201 

— B22244 

18,8 
339 

851.... 
496932.... 

371 

2245.... 

388535..,. 

25,2 
403 

iao5_ 

ai7B70.„. 

—682030 

ITO 

— &42335 

186 
22~.2 
373 

187 

—547775 
560..,. 
347313.... 

2U2 
25,4 
4Ü.S 

—724865 

9960.... 
183 113.... 

19 
341 

171 

3043.... 
089566.... 
—701772 

2115.... 
241295.... 

—893191 

-910350 

Ü03 

16 

in 

2910..- 
S6T502.... 

19.2 
343 
172 

6740-.. 

573474.... 

^2.4 
375 

9918.... 
139760.... 

107 

15058..- 

IM 

—480036 

-0107  1 1 

IHH 

I6,-J 
113 

7765.... 
480766.... 

19.4 
145 

207.... 
931B15.... 

»6 

1445..,. 
092972.... 

25,8 
409 

942.,., 

157 

— THB424 

173 

-499153 

IH» 

—101179 

iOS 

—     24318 

16.4 
5Tä 

5301.... 
1 10439.,.. 

19.«. 

783..,. 
5691 61.. - 

22.» 

379 

3069.,.. 
725860... 

26 
(It 

59,... 

158 
I6.ti 

5n 

— 41IBÜ7 

174 

-655ST2 

190 

—549622 

26^ 

iT3 

—       1538 

8260.... 
7I73R5.... 

19,8 
349 

0008.... 
147723..„ 

23 

3M1 
191 

64131,-.. 
933201.... 

40.„. 
3.... 

i^9 

— 308599 

175 

351 

-724929 

— 46:i6-25 

i07 

16.8 

18447.... 
066798.... 

4985.... 
244230..., 

J83 

556.... 

802777,... 

26. 4 
415 

|(iO 

-922508 

176 

—884611 

192 

—424428 

—         T 

17 

sin 

67TS.... 
121252.... 

2(1,2 
353 

6691,... 
722052,... 

a;i.4 

185 

9316.... 

59e50.^,.,. 

IGl 

-061301 

177 

-S85465 

193 

-6050)7 

4543.... 

BS2697.... 

«».4 
335 

3434..,. 
765029.,,. 

23b 

31*7 

278.... 
905956.,.. 

)N2 

—  162397 

178 

—806601 
R159.... 
786S73.... 

194 

»89 

—380564 

17.4 
325 

325.... 
186653. .. 

20.6 
357 

4574.... 
057533.... 

163 

—403771 

179 

I9& 

—56929» 

l 

8063.... 
148023.... 

io.8 
iö9 

1108.... 

662405..  „ 

24 

191 

6631.... 
7687 19..., 
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Behn  208teii  Gliede  bricht  die  auf  364  Decimalen  angelegte 

0         '5 

Rechnung  ab«  indem  dieses  Glied  =-*  jTjia^  imw»  ™'^  ^''®°  ^^^' 

7  5. 

genden  Gliedeni  zusammen  aber  =:-^  tnM^  =t  IC^   ^^^    Folglich 

giebt  die   Summirung  8Arctg|  mit   einem  mSglichen  Fehler  von 

104 
^TpM  bebaftefy  und  da  die  Summirung  die  26l8te  bis  264ste  Stelle 

=4968  gjebt,  so  sind  diese  261ste  bis  2648te  Stelle  innerhalb  der 

Grenaen   4864....   und   5071....   eingeschlossen.    Die    Bruchstellen 

•ind  aiso  nur  bis  zur  260»ten  inclusive  absolut  sicher;    wir  haben 

deswegen  in  der  oben  angegebenen  Summe  die  4  letzten  Ziffern 

4968  eingeklammert.    Bei   der   Halbirung    zieht   sich    der  Fehler 

104  52 

JzTjp^  auf  db|Q26i  zusammen;  die  3  letzten  Ziffern  yon  4ArctgJ, 

nämlich  484,  sind  also  innerhalb  der  Grenzen  432....  und  535.... 
acbwankend ;  es  brauchten  also  in  dem  oben  angegebenen  Werthe 
von  4Arctgi  nur  3  Ziffern  eingeklammert  zu  werden. 


m. 


In  dem  nun  folgenden  Theil  der  Tabelle  steht  links  die  Ord- 
nungszahl m  des  Gliedes  der  4Arctg|r  ausdrfickendeii  unverwan- 
4^ten   Reihe,     rechts    aber    die   259ste    bis    264ste   Stelle   von 

4  4  4 

^3S=ä'  vo»  725i=i  «n<l  von  (2m- i). 7^'^'    ^^^^^^^^  *^*!«4  ^«'- 

t:^lies  die  Periode  571428....  bildet  (so  dass  571429  in  die  Summi- 
^ting  tritt)  ist  weggelassen. 


2 
3 

4 
5 
6 

653061.... 
236151.... 
—412051 

7 
8 
9 

382548.... 
054649.... 
+  773435 

12 
13 
14 
15 

345841.... 
906548.... 
—865502 

17 

571667.... 
$10238.... 
+  197280 

462307.... 
066043.... 
+  013209 

579235.... 
939890.... 
—462659 

272364... 
896052.... 
+  795842 

18 
19 

20 

21 

358605... 
622657.... 
—789219 

946093.... 
992299-... 
+  297089 

438006-... 
491143.... 
—498735 

848555..'. 
549793.... 
+  561753 

128007.... 
018286.... 
—185862 

498734.... 
214104.... 
+  690456 

10 

364256.... 
623465... 
—138077 

574040.... 
082005.... 
+  347655 

141757.... 
^91679.... 
—835684 

744872.... 
677838.... 
—516167 

11 

»  946209-.. 
420887.... 
+  115280 

16 

011715.... 

001673.... 

—774248  1 

513097.... 
501871;... 
+  963460 

les 


Lehmann:    Beitrag  vur  Berechnung  der  Zahl  n. 


22 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


29 


785981.... 
540854...  J30 
—059090 


505836...« 
357976...431 
+  963511 


051139... 
578734.... 
—097420 


796962.... 

113851.... 

+  430895 


016264.... 
430894.... 
—028057 


775842.. 
539406...J 
+ 179989 


648486.... 
235498.... 
—477009 


747928.... 
392561.... 
+  884080 


32 


33 


34 


35 


^6 


37 


913223.... 

273317.... 
—699548 


467616.... 

781088.... 

+  980018 


540155.... 
934307.... 
—760862 


847758.... 
549679.... 
+  531534 


364239.... 
194891.... 
—674551 


456413.... 

779487.... 

+  982311 


682783.... 
954683.... 
—661334 


136383...« 
876626....1 
+  669543 


38 


39 


40 


41 


42 


43 


44 


45 


o3951o.M« 

405645.... 

—272075 


343663.«.. 

763380.... 

+  607317 


47 


680482... 
525783.... 
—272478 


217969.... 
602567.... 
+  .390155 


49 


800366.... 
685766..». 
695009 


812252.... 

116036.... 

+  624895 


159433.... 
022776.. 
—080722 


146110.. 

878015. ..4 
+  032337 


46 


48 


982573.... 
140367...H 
—540004 


020052... 
717150.... 
+  276528 


959592.... 
422798.... 
—172872 


>.M. 


50 


917542 
131077.*. 
+  104444 


733011.... 

533287.... 

—369023 


IV. 

Der  folgende  Theil  der  Tabelle,  welcher  sieb  auf  die  ver- 
wandelte 4Arctg^  ausdrückende  Reihe  bezieht,  ist  nach  dem, 
was  über  Tafel  II.  gesagt  worden,  von  selbst  verständlich. 


51 
0,04 

4-520106 

340804. . .. 
762331.... 

56 
0,24 
113 

-{-259179 

.  61 

+472606 

66 
0,64 
133 

-fnH425  1 

38220.... 
152736.... 

0,44 
123 

567946... 
377826... 

51579 ..  J 

103 

030965..| 

52 

+430493 

57 

+516657 

62 

+606243 

67 

+379818 

0,016 
21 

7l0n87.... 
782404.... 

0,056 

860932.... 
239854.... 

^=0,016 
<7=0,24 

265699... 
985498... 

0,68 
135 

81827.... 
869480... 

23 

53 

+748518 

58 

-1-037432 

63 

+  143768 

68 

+791246  . 

0.12 
107 

609822.^.. 
492976.... 

0,32 
117 

051978.... 
342200.... 

0,52 
127 

434769... 
969635.. 

0,72 
I.S7 

72969.... 
2.39352..; 

54 

+099157 

59 

+829504 

64 

+704211 

69 

+932334 

0,16 
109 
55 

055865.... 
028432.... 

0,36 
119 

618621.... 
897726.... 

0,56 
129 

43435.... 
695381... 

0,76 
139 

14857.... 
164980... 

+844549 

60 

+963182 

65 

-1-189414 

70 

+605385 

/ 

0,2 
Uli 

768909.... 
295896.... 

0,4 
121 

185272.... 
181513.... 

0,6 
131 

513648... 
864041... 

0,8 
141 

28430.... 
585853.M 

welche  das  VerhälMst  des  Krett-Durckmesaen  etc. 


16» 


-1-668683 

87 

-1-823432 

103 

2, 12 

207 

104 

2,16 

209 

105 

2,2 

211 

106 

2,24 

213 

107 

2.28 

215 

108 

+593271 

119 

2,70 

239 

120 

2.8 

211 

121 

2.H4 

243 

122 

2,H8 

245 

123 

2.92 

247 

124 

2,96 

249 

+064879 

44169.... 
158522... 

1,48 
175 

88 

0986.... 
181848.... 

57773.... 
157466... 

91146.... 
619476.... 

-1-933 159 

4309135 

+  973805 

+229755 

8611.... 
820228.... 

1.52 

177 

89 

1,56 

n9 

90 
1,6 

181 
91 

h64 

ih:> 

92 
1,68 
185 

93 
1,72 
187 

94 
1,76 
189 

95 
18 
191 

96 
1  S4 
193 

97 
1,88 
195 

98 

r92 

197 

99 

1,96 

199 

100 

2 

>01 

101 

2,04 

203 

lOv» 

2,08 

205 

50i^88.... 
719260.... 

38341... 
406673.... 

04331.... 
444936.... 

-I-2HL801 

-1-093276 

+  638198 

+045823 

57925.... 
893073.... 

7055.... 
402755.... 

40403.... 
680749.... 

01013.... 
193604.... 

-1- 2216*28 

-f  188299 

+897649 

+349836 

81276.... 
303500.... 

50127.... 
481703..^ 

89073... 
699049.... 

64752.... 
789183.... 

f89136l 

+  770725 

+  28.5h72 

+312847 

89136.... 
54894.... 

18398.... 
490550.... 

53178.... 
680399.... 

51351.... 
013412.... 

f 548949 

+  924503 

+  551311 

+759164 

33090.... 
781365.... 

03316.... 
550943.... 

2,32 
217 
109 
2,36 
219 
110 
2.4 
•221 
111 
2.44 
223 
112 
2,48 
225 
113 
2.52 
227 
114 
2,56 
229 
115 
2.6 
231 
116 
2,64 
233 
117 
2.68 
235 

27904.... 
030190.... 

12712.... 
055267.... 

-1-812620 

+  805585 

+  310042 

12.) 
3 
2.M 
126 
3.04 
253 
127 
3,08 
255 
128 
3.12 
257 
129 
3,16 
259 
130 
3,2 
261 
131 
3.24 
263 
132 
3,28 
265 
133 

L 

+763663 

0776.... 

585887.,.. 

62560.... 
597890.... 

611.... 
581324.... 

290«.... 
911408... 

-1-032759 

+  388372 

+  011926 

+734226 

7966.... 
1T2I83.... 

12353.... 

OMüOo«/. ... 

+  974199 

22862.... 
782859.... 
+  878863 

95204.... 
695787.... 

-1-552845   • 

+051194 

44A. ... 

531778.... 

1  dtSdd.... 
821854.... 

02442.... 
627259  ... 

27767.... 
662945.... 

1-656864 

+679.3.38 

+ 170513 

+561873 

58823.... 
97302.... 

80998.... 
9257^9.... 

42287.... 
446202.... 

36304.... 
115026.... 

f 767629 

+  983471 

+504102 

+518883 

0318.... 
354402.... 

08892...» 
071710.... 

31033.... 
037463.... 

0396.... 
121694.... 

f 239459 

+  974815 

+  534407 

+544565 

128723.... 

23164.... 

806978.... 

037268.... 

34257.... 
13580.... 

f 284767 

+  549399 

+  335406 

+43458 
14080.... 
165.... 

45589.... 
319070.... 

79682.... 
706278..,. 

67206.... 
594625.... 

f 781173 

+064306 

+145766 

+  535 

54239.... 
767935.... 

12861.... 
771464.... 

82482.... 
030668.... 

175.... 

f  204393 

+542928 

+  200965 

+    7 

t 

886  i«... 
352072.... 

50757.... 
446024... 

65858.... 
826387.... 

f092901  ' 

+  .509890 

118 

+  134717 

4.5377.... 

405161.... 

1 

62057.... 
939072.... 

2,72 
237 

0064.... 
6672^5.... 

XXL 


\% 


170  '        Lehmanni   Beitrag  %ur  Berechnung  der  Zahi  w. 

Beim  ISSsteo  Gliede  bricht  diese  Recbnong  ab,  indem  die 

7  5 

Glied  =  1(1264  J^  10266*   ™^^  ^''^^    folgeodeD  Gliedern    snsami 

7  5 

aber   ebenfalls   =  jmsi  ^  inaw  >s^*    Folglich  giebt  die  äommin 

665 
lArctgf  mit  einem  möglichen  Fehler  von  diiMM  hehmftet,    c 

da  die  Snmroirung   die  262ste   bis  2648te  Stelle  =489  gtebt, 
«ind  die  2Q2ste  bis  26Öste  Stelle  innerhalb  der  Grenzen  4225 
und  5554....   schwankend.    Summirt  man  8Arctgi-1'4Ar<t^f> 
ist  die  Summe  9  d.  i.  tc,  mit  einem  möglichen  Fehler  tod 


± 


/104 


104       665  ^    ,  1705 

10«ö*  ■  10**»/'  iiJpjS» 


behaftet;  da  wir  nun  die  262ste  bis  265ste  Stelle  von  SArcfj 
=  9680,  und  die  262ste  bis  265ste  Stelle  von  4 Arctg  1=4890  h 
den,  8o  sind  die  262ste  bis  265$te  Stelle  von  ;c=4570J:17C 
also  zwischen  2865....  und  6274. ...  schwankend. 


V. 

Die  nun  folgende  Tabelle  beginnt  mit  der  259sten  bis  264sti 
Stielte  des  in  Eins  zusammengezogenen  Isten  bis  Uten  Gliedi 
von  4  Arctg  4 ;  das  üebrige  ist  nach  dem ,  was  wir  za  No.  L  g( 
sagt  haben,  von  selbst  verständlich. 


1 

bisll 


+372490 


12 


13 


14 


OOQOOO 
—347825 


000000 
+000000 


000000 
-851852 


15 


16 


000000 
+517241 


000000 
—516129 


17 


18 


19 


000000 
+515152 


000000 
-428571 


20 


000000 
+054054 


I 


000000 
—512821 


^ 


000000 
+780488 


22 


23 


000000 
—627907 


000000 

+111111 


26 


000000 
—680851 


000000 
+755102 


000000 
—980392 


27 


000000 
+660377 


000000 
—727273^ 

000000 
+929825 


32 


33 


34 


35 


36 


37 


38 


39 


000000   i^rt 
-677966  \r 


000000 
+344262 


000000 
—507937 


42 


000000 
+076923 


OOOÖOO 
—761194 


000000 
+283951 


43 


000000 
+028986 


000000 
—070423 


000000 
+739726 


44 


000000 
-168675 


000000 
+  647059 


45 


46 


000000 
—666667 


48 


000000 
+558442 


47 


000000 
—126437 

000000 
+494382 


000000 
-406593 


000000 
+376344 


49 


000000  ,r, 
-620253   p 


000000 
—789474 


000000 
+164948 


000000 
—414141 


ueUhe  das  VerkäUiitu  de»  JFreti-D»reAme$»er$  ete. 
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V 

1 

irrri 

)    1 

62 

OOOOOO 
—065041 

73 

OOOOOO 
+068966 

84 

OOOOOO 

-095809 

OOOOOO 
+  781065 

+960196 

ÜÜÜUOO 
—582524 

63 

OOOIKX) 
+000000 

74 

OOOOOO 
—217687 

85 

OOUOüO 
+904762 

64 

OOOOOO 
-031496 

75 

OOOOOO 
+859060 

86 

87 

OOOOOO 
-187135 

OOOOOO 
+011561 

OOOOOO 
—571429 

Si 

OUOOUO 
—663551 

65  , 

OOOOOO 
+968992 

76 

OOOOOO 
—960265 

57 

OOOOOO 
+  302752 

66 

OOOOOO 
-580153 

77 
78 
79 

OOOOOO 
+  973856 

88 

OOOOOO 
—504505 

67 
68 

OOOOOO 
+962406 

OOOOOO 
—806452 

OOOOOO 
+178344 

OOOOOO 
—805031 

89 
90 
91 

OOOOOO 
+723164 

OOOOOO 
+725664 

OOOOOO 
-370370 

OOOOOO 
—687151 

OOOOOO 
—304348 

69. 

00(K)00 
+459854 

80 

81 

OOOOOO 
+707182 

u 

OOOOOO 
+273504 

70 

OOOOOO 
—151079 

OOOOOO 
+875776 

92 
93 

OOOOOO 
—945355 

r~ 

rrni: 

) 

71 

OOOOOO 
+056738 

82 

OOOOOO 
—748466 

OOOOOO 
+675676 

1— 

00840^ 

\ 

r 

OOOOOO 
+198347 

72 

OOOOOO 
—965034 

83 

OOOOOO     L 
+575758      V 

OQPOOO 
—994652 

VI. 


Und  nan  wird  auch  der  noch  übrige  Theil  der  Tafel,  welcher 
*icli  aof  die  verwandelte  4Arctgi  ausdrückende  Reibe  bezieht» 
ttch  dem,  was  über  Tafel  II.  gesagt  worden,  von  selbst  verständ- 
iek.    Hier  bricht  die  Rechnung  beim   279sten   Gliede  ab,   indem 

djates  Glied  =  \ifl^  dk  i q26&  *  '"'^  ^''^"  folgenden  Gliedern .  zusam* 

4  5 

Bei  aber  ==  iTjiöi  ^  \vS^  ^^^'    ^^^^  ^^'  Summirung  ist  die  261  ste 

Us  SOSste  Stelle  von  4  Arctgi,  nämlich  59780,  mit  eineqi  möglichen 
Fehler  von  + 1395  behaftet. 


15 

+068783 

98  +215041       1 

101 

+461221 

104 

+840399 

M 
191 

227513.... 
408737... 

1,6 
197 

94406.... 
412259». 
+659615 

0,4 

29 

102 

0,64 

41 

184488... 
843490.... 

4 
209 
105 
4,4 
211 

36159... 
018375.. 

+163495 

99 

2 

199 

+937396 

+073500 

73079.... 
555251... 

3192,... 
063616... 

239933.... 
754570... 

523.. 
848689. 

vL 

+444201 

100 
0,8 
67 

+127232 
901785.... 
076525... 

103 
0,4 
23 

+  322925 

106 

+  3d4234 

795536.... 
188015... 

3291...! 
100996... 

1,6 
71 

13477. 
075130. 

\%* 


172 


Lehmann:    Beilrag  zur  Berechnung  der  Zahl  n. 


107   +720208       122  +737457 


10901.... 
319074.... 


0,32 


+211838..^   123  +930855 
369470.... 
716510.... 


11,6 


+  173209   124  +854243 
34641.... 
605112.. 


+  210225 


221 


5454.... 
028100.... 


+979844 


8629.... 
143407.... 


515986.... 
533922.... 


9979.... 
056400... 


137 


17,2 


275 


138 


41697.... 
588605. .. 


12,4 


251 


+775170 
02013.... 
751006.... 


+400805 


6461.... 
600884.... 


+  566723 


253 


+354421 


9948.. . 
455595.... 


+  649382 


1120.... 
089523.... 


17,6 


277 


139 


2 
31 


+431954    152  +- 76059» 
6296....    23^ 
496116....  305 


f 333199 


064.... 
243080.... 


+  278210 


140 


18,4 


281 


141 


18,8 


+  545898 


17 


dodf  O.i.« 

268850... 


+150803 


260321.... 
104618.... 


2803.... 
796817.... 


+781199 

9^4.... 

528331». 
+7853Ö9 


+841847   131  +488269 
2082.. 
900608 


14,8 


'.... 


+  125357   132  +921773 


15065.... 
662241.... 


+258525 


4272.... 
560234.... 


15,2 


57061.... 
237440.... 
+474882 


15981.... 
430168.... 


283 


142 


1^ 
19 


5564.... 
008974.... 


245.... 
569706» 


+017949_  155  +730455 
9302.... 
074796.... 


+576264 


<vöt$7 .... 

846559.... 


+  315314 


143 


2.8 
41 


144 


20 
289 


145 


4263.... 
089309.... 


6109.... 
467629.... 


63 
97 


12360.... 
490279.... 


+427558 


+-617200 


9659.... 
536212... 


+654612 


23689.... 
841306... 


313 


99716.... 
400672.... 


+ 121882 


4376.... 
896615.... 


+932310 


146 


20,8 


293 


147 


9397.... 
762188.... 


8839.... 
442944.... 


4231..... 
195274.... 


+  364705 


371772.... 


+619051 


123990..., 
24798Q.... 


317 


+249596 
5896.... 
748421...J 


+159580 


1493... 
06633.. 


8,8 
107 


+782884    161  +448370 


26,8 


+  107966 


21,2 


295 


16142.... 
596718.... 


+  992750       134  +102937 
927.... 
460220.... 


+602207 


148 


03 

!!_ 

149 


+  013256         162     +887358 


88102.... 
332248.... 


+443664 


35493.... 
222151.... 


27,2 
325 


+  724606 


6165... 
428682.. 


k..M 


9361 
93811M 


22 


8629.... 
537768... 


f 592792 
637116.... 
843643.... 


6469....       

_922315_^[299 
+757052       {t50 
2156....      1 3^ 
098734....  143 


+  166254 


+577721  164      1-181228 

7098.... 
416647.... 


+  516727 


7538.... 
041487 


■■*• 


72491 
105345.... 


93201.... 
864331.... 


28,4 
331 


+781881 


... 


+019246      |151  1  +  765861 


03      61539....    pfi 
13       53994....    1101 


8205.... 
126394.... 


5912. 
951001.^. 


+808483 


0860a 
580417. 


..• 


weUke  das  VerhaiMts  du  Krett-Durchmeuers  etc. 
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»167 

+486135 

182 

+708706 

197 

41,2 

395 

198 

4I.Ö 

397 

199 

19 
2(J0 
42,4 
401 
•201 
42,8 
40:3 
202 
0,32 

3 

+170567 

1212 

47,2 
425 
213 
6,8 
61 
214 
16 
143 
215 
48,4 
431 
216 
48,8 
433 
217 
16,4 
145 
218 
49,6 
437 
219 
50 
439 
220 
0,8 

■y 
221 

50,8 
443 
222 
51,2 
445 
223 
17,2 
149 
224 
52 
449 
225 
52,4 
451 
226 
17,6 

+468390 

k9.2 

073092.... 

35,2 
365 

3464.... 
870434.... 
+4:39305 

6273.... 
4130^)0.... 

•i\f.... 

234043.... 
+846842 
95852.... 
997489.... 

16» 

+5:34314 

183 
35,6 
367 
184 

4 

41 

185 

5,2 

53 

186 

;i6,8 

373 

187 

12.4 

125 

188 

37,6 

377 

189 

38 

379 

190 

12,8 

127 

191 

38,8 

383 

192 

+419310 

2y,6 
m 
m 

10 
113 
ITO 

3M 
341 

in 

4.4 
49 

2156.... 
577253.... 

0392.... 
619725.... 
+6()2232 

872592.... 
+699857 

« 

+086693 

+982927 

86693....' 
655634.... 

64^92.... 
845420.... 

39971... 
036834.... 

7268.... 
762118.... 

+556345 

+381681 

+073669 

+  193894 

■ 

312.... 
972305.... 

58474.... 
42-2295.... 
H- 595939 

52:35.... 
891939.... 
+472627 

5g44.... 
202306.... 
+  191611 

+558102 

0556.... 
603226.... 

325994.... 

8284.... 
653778.... 
+381708 

1«H/.... 

4-25384.... 
+958777 

172 

+654197 

+991)597 

10.4 
115 

CKloO.... 

,  223079.... 

157.... 

663972.... 

082146.... 
793902.... 
+694049 

3239.... 
034198.... 
+360855 

f[73 

+720032 

+833262 

203 
43,6 
407 
204 

44 
409 
•205 
14,8 
137 
206 

6,4 

59 
20t 

pi.6 
B47 

65.... 
529452.... 

1306.... 

986295.... 

oDU*).... 
244948... 
+279756 
3092.... 
585036.... 

+741587 
3754.... 
399573 .... 

098.... 
749109.... 

174 

32 

349 

175 

1.2 

13 

l76 

35:) 

177 

355 
178 
1.6 
17 

+730700 

+684697. 

+  1558:32 

382.... 
199801.... 

018.... 
756424.... 

791.... 
865958.... 

+  393646 
47237.... 
876434.... 

+744112 

+297931 

32463.... 
974363.... 

63834.... 
47113  ... 
+376906 
946.... 
976020.... 

+651721 

+671848 

+513690 

5764.... 
908361.... 

46768.... 
902537.... 

48761.... 
212096.... 

+194268 

+818453 

+957417 

+981821 

649.... 
087871... 

5,6 
55 

78333.... 
869426.... 

45,2 
415 
208 
15,2 
139 
im 
46 
419 

0752.... 
517969.... 
+812230 

2692.... 
755015.... 
+656785 

+617323 

193 

4,4 

43 

194 

40 

389 

+868788 

62771.... 
148077.... 

82266.... 
415553.... 

945.... 
473469.... 

736.... 
878233.... 

179 

34 

359 

+036925 

+228434 

+596733 

+  105615 
744110.... 

2.554.... 
22-1944.... 

1373.... 
545574.... 
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XIV. 

OrdnangBelemente  der  emformigeii  inyolutoriachen 

Grandgebilde. 

Von 

Herrn  Christoph  Paulus^ 

L«hrer   der   Mathematik   an  der  Erziehiingaanstalt  auf  dem  Sälen  bei 

Ludwigabarg, 


Wer  die  Entwickelung  vefolgt,  welche  die  Methode  der  neae- 
ren  Geometrie  im  Laufe  der  drei  letzten  Decennien  erfahren  hat, 
der  wird  bemerken,  dass  die  Erforschung  der  einförmigen  Grund- 
gebilde    (des   geraden   Gebildes   und    des    StrahlenbCischels)  tod 
grossem  Gewicht  war,  auch  wird  ihm  die  bedeutende  Stelle  nicht 
entgehen«    welche  die   Involution    der   einförmigen    Grundgebilde 
in  dem    gansen  Bereich  der  neueren  Geometrie  überall  spielt    In 
Betreff    der  letzteren  bin  Ich  vor  Kurzem  auf  eine  Entdeckung 
gefQhrt  worden,  die  für  die  Methode  der  neueren  Geometrie  von 
hoher    Bedeutung   ist,    die    ich    aber  in  meinen  Grundlinien  der 
neueren   Geometrie  nicht   mehr  berücksichtigen  konnte.     Ich  er- 
laube   mir   datier  dieselbe   auf  diesem  Wege  zur   Kenntniss  des 
mathematischen  Publikums  zu  bringen.    Man  wird  mir  hierbei  ge- 
statten Jie  Benennungen  des  geraden  Gebildes  und  des  Strah- 
lenbüschels mit  denen   der  geraden  Punktreihe  und  des 
Vielstrahls  zu  vertauschen.     Meine  Gründe  für  diese  Ver&n- 
deruiig  habe  ich  in  meinen  Grundlinien  aus  einander  gesetzt. 

A.    Ordnungspaukte  der  geraden   involutorischen 

Punktreihe. 

Die  Pankte  sweier  in  einer  Richtung  vereinigter  Reihen  CDE 
niid  CjD'f^ bilden  bekftnntlich  eine  Involution«  wenn  sie  in  glei- 


176    Paulus:  Oränungtelem.  der  einförm.  inrolut.  Grundgebiide. 

eher  Ordnung  auf  einander  folgen  und  gegen  einen  und  denselbea 
Punkt  Q  jener  Richtung  eine  solche  Lage  haben,  dass  die  Pro- 
ducte  der  Abschnitte  zwischen  diesem  Punkt  Q  und  den  homo- 
logen Punkten  der  zwei  Reihen  einen  constanten  Werth  haben, 
d.  h.  wenn 

QC.  QC=QD.  QD'  =  QE.  QE'. 

Der  Punkt  Q  selbst  ist  ein  Punkt  dieser  Involution  und  zwar 
deijenige,  welcher  dem  unendlich  entfernten   Punkt  Q'  der  Rich- 
tung entspricht.    Er  heisst  der  Centralpunkt  der  Involution.    Die 
Involution  heisst  einstimmig  oder  entgegengesetzt ,  je  nachdem  die 
zwei  Reihen  CDE  und  C  D'E'  nach  der  gleichen  oder  nach  ent- 
gegengesetzter Richtung  auf  einander  folgen.    In  der  einstimmigen 
Involution  liegen  jede   zwei  einander   zugeordnete  Punkte  auf  den 
entgegengesetzten  Seifen  des  Centralpunktes  Q,  in  der  entgegen- 
gesetzten Involution  liegen  jede  zwei  solche  Punkte  auf  einer  und 
derselben  Seite  von  Q,     Alle  diese  Merkmale  wurden  von  jeher 
unterschieden,  auch  hat  man  erkannt,  dass  die  entgegen^cesetzte 
Involution  stets  zwei  Punkte  hat,  in   deren  jedem  zwei  einander 
zugeordnete  Punkte  vereinigt  sind,  und  hat  dieselben  Hauptpunkte 
oder  auch  Ordnungspunkte  genannt.    In   der  einstimmigen  Invola* 
tion  hat  man  dagegen  keine  derartigen  Punkte  entdeckt ;  sie  schien, 
daher  ein  Merkmal  zu  entbehren,   das  der  entgegengesetzten  In— 
vo|ution  überall   eine  so  fruchtbare  Anwendung   verliehen  faatte^ 
Man  kann  daher  billig  die  Frage  stellen,  ob  dieser  Mangel  wirk-* 
lieh   in  dem  Wesen   der  einstimmigen  Involution  oder  nicht  etwi^ 
blos  in  einer  mangelhaften  und  zu  beschränkten  Auffassung  diesevr 
Verhältnisse    zu   suchen   sei.     Eine   genauere  Untersuchung    der 
Sache  wird  das  Letztere  bestätigen. 

Zuerst  mag  bemerkt    werden,    dass   e.«  unstatthaft  ist»    den 
Centralpunkt   Q  für  sieh   und  ohne  seine  Beziehung  zu  dem  ihn^ 
zugeordneten  unendlich  entfernten  Punkte  Q'  Aufzufkssen.     Denn 
die  Methode  der  neueren  Geometrie  ist  durchaus  darauf  hingewie« 
sen,  auf  jeder  Richtung  den  Punkt  des  unendlichen  Raumes  als 
einen  bekannten  vorauszusetzen.     Dieser  •  Punkt  des  unendlichen 
Raumes  ist  selbst   der   wichtigste    auf   der    ganzen  Ausdehnung 
jener  Richtung,  weil  er  allein  durch  eine  spezifische  Lage  ausge- 
zeichnet ist.     Auch  der  Centralpunkt   Q  gewinnt  nur  erst  durch 
jenen  Punkt  Q'  des  unendlichen  Raumes  seine  ßestimmtheit.    Es 
wird  daher  zweckdienlich  sein,  diese  zwei  Punkte    mit  dem   ge- 
meinschaftlichen Namen  der  Normalpunkte  zu  bezeiclinen. 

Vergleicht  man  nun  die  Normalpunkte  mit  den  Hauptpunkten 
einer  entgegengesetzten  Involution,  so  wird  man  leicht  das  Ge- 
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meinsame  dieser  zwei  Begriffe  entdecken,  welches  darin  besteht, 
dass  der  Abstand  der  conjugirten  Punkte  in  ihnen  durch  einen 
extremen  Werth  ausgezeichnet  ist.  Die  Entfernung  der  zwei  ^lor- 
nal punkte,  ist  nämlich  unendlich  gross,  während  die  Entfernung 
der  zwei  conjugirten  Punkte,  welche  in  einem  Hauptpunkt  ver- 
einigt sind,  unendlich  klein  iit.  Will  man  zugleich  aber  auch  die 
Beziehung  zu  den  Strecken  mit  in  den  Begriff  aufnehmen,  welche 
durch  jedes  Paar  der  übrigen  einander  zugeordneten  Punkte  be- 
stimmt werden  —  und  hiezu  ist  man  durch  die  Methode  der 
neueren  Geometrie,  welche  nur  relative  und  keine  absoluten  Maasse 
kennt,  durchaus  aufgefordert  —  so  wird  man  sagen:  die  Entfer- 
nung der  zwei  einander  zugeordneten  Punkte  ist  bei  den  Normal- 
punkten ein  Maximum  und  bei  den  Hauptpunkten  ein  Minimum. 
Uiemit  ist  aber  nicht  nur  der  sachgemässe,  sondern  auch  der 
Ausdruck  gefunden,  welcher  eben  so  gut  für  die  einstimmige  In- 
volution als  für  die  entgegengesetzte  zu  Ordnungspunkten  fuhrt. 

Ordnungspunkte  einer  Involution  heissen  also  die- 
jenigen Punkte,  in  welchen  die  Entfernung  zweier 
einander  zugeordneter  Punkte  ein  Minimum  ist 

Bei  der  entgegengesetzten  Involution  kann  man  immerhin  den 
'^ «griff  der  Hauptpunkte  als  eines  besonderen  Falles  der  Ord- 
^^ogspunkte  beibehalten.  Weil  in  der  entgegengesetzten  Involu- 
^SfDn  jede  zwei  einander  zugeordneten  Punkte  auf  der  gleichen  Seite 
^^«gen,  so  erreicht  die   Entfernung  solcher  Punkte  von  einander 


^r  dann,  ihr  Minimum,  wenn  sie  coincidiren.    Weil  aber  das  P rö- 
nnet der  Entfernungen  zweier  einander  zugeordneter  Punkte  vom 
^^entralpunkt  eine  constante  Grösse  hat,   so    ist   die  Entfernung 
Ines  Hauptpunktes    vom  Centralpunkt   das    geometrische    Mittel 
wischen   den  Entfernungen  zweier  anderer  zugeordneter  Punkte 
on   diesem,  Centralpunkt.     Zugleich  sieht  man ,  dass  diese  Invo- 
^  ution  zwei  Hauptpunkte  zu  beiden  Seiten  des  Centralpunktes  hat. 

In  der  einstimmigen  Involution  liegen  jede  zwei  einander  zu- 
geordneten Punkte  C  und  (£'  (Taf.  II.    Fig.  1.)  auf  den  entgegen- 
f^eaetzen  Seiten   des  Centralpunktes   Q,  ihre  Entfernung  Oi'  ist 
«Iso  der  Summe  (QC-f  Q(£')  der  Abschnitte  gleich«  welche  zwi- 
schen ihnen  und  dem  Centralpunkte  liegen.    Weil  aber  auch  hier 
das  Product  QC  Q(£'  eine  constante  Grösse  hat,  so  wird  die  Ent- 
fernung  derjenigen   Punkte  M  und  iV  ein   Minimum  sein,  deren 
Abstände    vom    Centralpunkt   einander   gleich    sind.     Zu  diesem 
Schluss  berechtigt  schon  der  bekannte  Satz,  dass  von  allen  Recht- 
ecken gleichen   Inhalts  das   Quadrat  den    kleinsten  Umfang  hat. 
Es  ist  also  auch  hier  die  Entfernung  {QM)  eines  Ordnungspunk- 
tes vom  Centralpunkt  das  geometrische  Mittel  zwischen  den  Ent- 
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tirmmm^tm  (QC  «wl  Q€')  zweier  belid»ig«i  cnuuder  n^geMdaetei 
Ptokte  iler  Isr^htioa* 

Jede  lüToIatioii  bat  also  s^wei  Ordiivogsp«nkfe. 
trelebe  anf  beiden  Seiteo  des  Centralpvnkter^  in  glei 
eben  Eotferoiingeii  Ton  demf^lbea  liegea«  and  swa: 
iai  die  EntferoaDg  einea  aolcbeo  Ordnangapankfei 
▼  om  Centralpnnkt  daa  geometriscbe  Mittel  awiacbei 
den  Entfernungen  sweier  beliebigen  einander  avge 
ordneten  Punkte  Tom  Centraipunkt*. 

Ee  atiromen  aomit  die  Ordnnogsponkte  beider  InvolatieBeB 
binalcbtlicb  ibrea  Verbältnlanea  zom  Centralpnnkt  ToUkemaea 
mit  einander  flberein»  der  einzige  Unterschied  zwiacben  ibnea 
betriff  die  Lage  der  mit  ihnen  vereinigten  einander  sOgeordaeten 
Punkte  der  Involution.  In  beiden  Involutionen  aind  die  swei 
Ordnungnpunkte  der  Ort  zweier  einander  zugeordneter  Punkte 
deren  Almtand  von  einander  ein  Minimum  ist;  in  der  entgegen- 
geaetzten  Involution  sind  diese  zwei  Paare  der  zugeordneten  Pnnkti 
getrennt;  daa  eine  Paar  derselben  liegt  in  dem  Ordnungspunkt  Jl 
dienMelts  des  Centralpunkts  und  das  andere  Paar  befindet  sich  in 
dem  arideren  Ordnungspunkt  iV  jenseits  des  Centralpunktea.  In 
der  einstimmigen  Involution  findet  keine  solche  Spnderung  Statin 
sondern  es  decken  sich  die  zwei  Paare  der  zugeordneten  Punkte 
so,  duss  die  zwei  Punkte»  welche  in  dem  einen  Ordnungsponkl 
M  vereinigt  sind»  nicht  einander»  sondern  denjenigen  zwei  Punk- 
ten zugeordnet  sind»  welche  in  dem  anderen  Ordnungspunld 
colncidlrcn. 

^Vie  die  Normalpunkte»  so  haben  auch  die  Ordnuugapunkti 
die  Eigenschaft»  duss  alle  übrigen  Punkte  der  Involution  unmittel- 
bar auf  sie  bezogen  werden  können,  es  kommt  selbst  denOrdnunga- 
punkten  in  dieser  Beziehung  hoch  ein  Vorzug  vor  den  Normal- 
punk t(«n  zu.  Hinsichtlich  der  entgegengesetzten  Involution  iaI 
nlimlich  bekannt,  duss  die  Hauptpunkte  durch  jedes  andere  Paai 
einander  zugeordneter  Punkte  harmonisch  getrennt  werden.  Abel 
auch  fflr  die  einstimmige  Involution  besteht  ein  ganz  äbniicbei 
liesotx.  Da  nftnilich  Hiir  jede  zwei  einander  zugeordnete  Punktfl 
C  und  t'  (Taf.  11.  Flg.  1.)  das  Product 

oder 
so  folgt 


'    '^. 
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oteffd 

ist:  ' 

MCiNC-NÜ'iMi'. 

In  der  einstimmigen  Involution  sind  also  die  Entfernungen 
»der  einander  zugeordneter  Punkte  indirekt  ptt>portional ,  wäh- 
rend dieselben  Entfernungen  in  der  entgegengesetzten  Involution 
Aekt  proportional  sind.  Sagt  man  nun  ron  den  zugeordneten 
hrirten  der  entgegengesetzten  Involution ,  dass  sie  dieOrdnongs- 
pmkte  harmonisch  trennen»  so  kann  man  in  der  einstimmigen  In* 
iMoB  die  Art»  wie  die  Ordnungspunkte  von  zwei  einander  zu« 
geordneten  Punkten  getrennt  Verden ,  harmonikal  heissen,  und 
MB  hat  den  Satz: 

• 

In  der  entgegengesetzten  Involution  werden  die 
Ordnangspunkte  durch  jedes  Paar  einander  zugeord- 
leter  Punkte  harmonisch  und  in  der  einstimmigen  In- 
Tolition  werden  sie  harmonikal  getrennt. 

Ffir  die  Normalpunkte  selbst  verschwindet  dieser  Unterschied« 
Vktk  hier  die  harmonikale  Theilung  in  eine  harmonische  iiber- 
{ib.  Und  dieser  Umstand  wäre  also  das  Ausgezeichnete  der- 
jnigen  harmonischen  Theilung,  welche  eine  Strecke  durch  den 
Pnkt  In  ihrer  Mitte  und  den  Punkt  des  unendlichen  Raumes 
erfthrt,  dass  sie  nicht  nur  harmonisch,  sondern  aiich  harmonikal  ist. 

Soll  nämlich  eine  gegebene  Strecke  MN  in  einem  gegebenen 
Terbältniss  min  gefheilt  werden,  so  wird  man  zu  vier  Punkten 
gefiibrt  Zwei  dieser  Punkte  C  und  (£  liegen  auf  der  endlichen 
Strecke  MN  selbst  in  gleichen  Entfernungen  von  den  Punkten 
JF  Dod  N\  zwei  andere  Punkte  C  und  i'  liegen  auf  den  beider- 
leitigen  Verlängerungen  der  Strecke  MN  ebenfalls  in  gleichen 
Entfernungen  von  den  Punkten  M  und  N.  Die  Punkte  C  und  C, 
weiehe  den  Ordnungspunkt  M  einschliessen »  so  wie  die  zwei 
Pnkte  C  und  (C'i  welche  den  Ordnungspunkt  N  einschliessen, 
tlieiien  die  Strecke  MN  harmonisch;  die  zwei  Punkte  Cund  C; 
(^  and  C  theilen  die  Strecke  MN  harmonikal,  und  die  Punkte 
CoadC,  Cund(C'  theilen  dieselbe  symmetrisch.  In  der  Mitte  Q 
HD  MN  fallen  zwei  innere  symmetrische  Punkte  und  in  der  un- 
endlichen Entfernung  der  Richtung  MN  fallen  zwei  äussere  symme- 
trische Punkte  aufeinander;  die  harmonikale  Theilung  also,  welche 
durch  die  Mitte  Q  und  den  unendlich  entfernten  Punkt  Q'  ho- 
^lä  wird»  ist  daher  sogleich  auch  eine  harmonische. 
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Was  nun  die  zwei  Ordnimgspunkte  vor  den  Normalponkteii' 
in  ihrem  Verhältniss  zur  ganzen  Involution  voraus  haben ,  ist  der 
Umstand,  dass  durch  die  ersteren  die  letzteren  bestimmt  werden, 
und  somit  durch  sie  die  ganze  Involution  bestimmt  ist. 

Durch  die  zwei  Ordnungspunkte  ist  die  ganze  In- 
volution einer  Richtung  vollkommen  bestimmt,  so 
dass  zu  jedem  gegebenen  Punkt  sein  zugeordneter 
gefunden  werden  kann. 

Schon  hierin  offenbart  sich  ein  wichtiges  praktisches  Moment, 
das  durch  den  aJlgemeinen  Begriff  der  Ordnungspunkte  gewonnen 
ist,  indem  man  vermittelst  ihrer  in  den  Stand  gesetzt  ist,  eine 
jede  Involution  durch  zwei  Punkte  zu  heben,  während  sonst  bieza 
vier  Punkte,  nämlich  zwei  Paare  einander  zugeordneter  Paukte 
erforderlich  waren. 


6.    Ordnungsstrahlen  des  involutorischen  Vielstrahls. 

Dieselbe  Erweiterung  des  Begriffes,  welche  zu  den  Ordnongs- 
punkten  der  involutorischen  Reihe  führte,  ist  auch  am  involutori- 
schen  Vielstrahl  vorzunehmen.  Es  mag  aber  vorausgeschickt 
werden,  dass  unter  dem  Strahl  eines  Vielstrahls  die  ganze,  bei- 
derseits ins  Unendliche  sich  verlaufende.  Gerade  verstanden  wird« 
welche  durch  den  Scheitel  (Centrum)  des  Vielstrahls  geht.  Zwei 
solche  Strahlen  eines  Vielstrahls  bilden  aber  vier  ebene  Winkel, 
zwei  Scheitelwinkel,  die  einander  gleich  sind,  und  ihre  zwei  Ne- 
benwinkel, die  die  ersteren  zu  zwei  Rechten  ergänzen.  Wenn 
nun  diese  Winkel  ungleich  sind,  so  wird  nur  einer  der  kleineren 
zum  Maasse  für  die  Bestimmung  der  Lage  der  zwei  Strahlen  be- 
nutzt, so  dass  der  rechte  Winkel  das  absolute  Maximum  des 
Winkels  ist,  den  überhaupt  zwei  Strahlen  eines  VielstraMs  su 
machen  im  Stande  sind. 

Nun  ist  bekannt,  dass  in  jedem  involutorischen  VielstrabI 
immer  zwei  einander  zugeordnete  Strahlen  vorhanden  sind,  die 
auf  einander  senkrecht  stehen;  sie  mügen  Normalstrablen 
heissen,  nicht  nur  um  ihre  gegenseitige  Stellung  zu  bezeichnen, 
sondern  auch  um  ihre  Analogie  mit  den  Normalpunkten  der  invo* 
lutorischen  Punktreihe  auszudrucken,  welche  darin  besteht,  dass 
ihr  Winkel  ein  absolutes  Maximum  ist.  Die  Hauptstrablen  des 
entgegengesetzten  involutorischen  Vielstrahls,  welche  dadurch 
ausgezeichnet  sind,  dass  auf  jeder  Richtung  derselben  zwei  ein- 
ander zugeordnete  Strahlen  coincidiren,  bieten  den  anderen  eztre- 
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■en  Fall,  wo  der  Zaordoungswinkel  ein  absolutes  Minimam  ist. 
Verallgemeinert  man  auch  hier  diese  Merkma'e  dadurch,  dass  man 
die  relatifen  Minima  und  Maxinia  statt  der  absoluten  setzt,  so 
gfetrinot  man  auch  hier,  wie  oben,  den  allgemein  anwendbaren 
Begriff  der  Ordniingsstrahlen. 

Injedem  involutorischen  Vielstrahle  heissen  also 
OrdnDngsstrah^en  diejenigen  zwei  Strahlen,  in  wel- 
ehen  der  Zuordnungswinkel  der  Strahlen  ein  Mini- 
num  Ist. 

Die  Kreisinvolution  bietet  ein  sehr  einfaches  Mittel,  um  die 
Ordnanssstrahlen  eines  jeden  involutorischen   Vielstrahls  zu  con- 
itraireD,  fOr  den  entgegengesetzten  Vielstrahl  ist  diese  Construe- 
JioA  in  §.  72.   meiner   Grundlinien  zu   lesen.     Auf  eine  ganz  ahn- 
liebe  Weise   construirt  man  aber   auch  die  Ordnungsstrahlen  des 
eiostimniigen  involutorischen  Vlelstrahls.     Ist  nämlich  P  (Taf.  IL 
Flg.  2.)  ein  solcher  Vielstrahl,  durch  dessen  Scheitel  eine  Kreis- 
Giiie  geht,  welche  von  zwei  einander  zugeordneten  Strahlen-Paaren 
m  den  Punkten   C,  C;  D,  D'  geschnitten  wird,  so  cbnvergiren 
(Be  Richtungen    CO  und  DD'  in  dem  Centrum   O  der  Kreisin vo- 
btioo,  und  jeder  weitere  Strahl  des  Centrums  O  bezeichnet  auf 
der  Kreislinie  zwei  weitere  Punkte  Q  und  Q\  die  ihrerseits  wie* 
der  zwei  einander  zugeordnete  Strahlen  PQ  und  PQ'  des  involu- 
torischen Vielstrahls  P  bestimmen.    Zieht  man  nun  einen  Durch- 
Besser  QQ'  durch  das  Centrum  O  der  Kreisinvolution,  und  eine 
Seboe   MN   senkrecht    auf  QQ' ,  so    sind    PQ  und    PQ'    die 
iwei  Normalstrahieji ,  weil  QPQ'  als  Peripheriewinkel  im   Halb- 
kreis  ein    Rechter    ist,    und    es    sind    PM   und    PN    die    zwei 
Ordnnngsstrahlen  des   involutorischen   Vielstrahls  P,     Man  sieht 
nämlich   leicht,  dass  unter   allen  durch    den  Punkt    O  gehenden 
Sehnen  'des  Kreises    die   auf  QQ'    senkrechte   Sehne    MN   die 
Itleinste  ist;  es  ist  also  auch  der  ßogen  MN  der  kleinste  unter  den 
Bogen,  welche  durch  die  Strahlen  des  Centrums  O  gebildet  wer- 
den, und  folglich  ist  auch  der  Winkel  MPN  das  Minimum  unter 
*iIleD  denjenigen  Winkeln,  welche  durch  zwei  einander  zugeord- 
nete Strahlen    des    involutorischen    Vielstrahls    gebildet   werden. 
Da  nun  aber  der  Durchmesser  die  Bogen   der  Sehne  halbirt,  auf 
welcher  er  senkrecht   steht,  so  ist   auch  Bog.  Q^=Bog.  QN\ 
Bog.  Q'J|f=Bog.  Q'Ny  und  auch  j^MPQ=j^NPQ. 

Es  werden  also  auch  im  einstimmigen  involutori- 
schen Vielstrah  I  eben  so  gut  wie  im  entgegengesetz- 
ten die  Winkel  der  Ordnungsstrahlen  durch  die  zwei 
^'ormaUtrahlen  halbirt. 


I . 
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Heisst  nan  auch  ein  Vieratrahl  harmonisch  oder  harmonik 
wenn  er  dii«  Eigenschaft  besitzt,  eine  seiner  Transversalen ,  we 
auch  nur  eine  einzige ,  in  vier  harmonischen  oder  harmonikal 
Punkten  zu  tbeiien.  So  folgt: 

dass  die  zwei  Orduungsstrahlen  mit  jedem  Pa; 
einander  zugeodneter  Strahlen  im  einstimmigt 
invoiutorischen  Vielstrahl  einen  harmonlkale 
und  im  entgegengesetzten  invoiutorischen  Vis 
strahl  einen  harmonischen  Vierstrahl  bilden. 

Wenn  »man  eine  Transversale  senkrecht  zu  einem,  der  Nc 
malstrahlen  zieht,  so  wird  man  leicht  finden,  dass  die  Norm 
strahlen  auf  derselben  die  Normalpunkte  und  die  Ordnuugsstra 
len  die  Ördnungspunkte  der  invoiutorischen  Reihe  bezeichne 
welche  der  involutorische  Vielstrahl  auf  den  Transversalen  b 
stimmt,  und  damit  ist  der  oben  ausgesprochene  Satz  erwie«« 
Ffir  andere  zu  jenem  Normalstrahl  schief  stehende  Transr^ 
len  hurt  die  Uebereinstiramung  der  invoiutorischen  Reihe  mit  de 
invoiutorischen  Vielstrahl  auf. '  Obgleich  jede  Transversale  thn 
den  invoiutorischen  Vielstrahl  in  einer  invoiutorischen  Puuktr^ 
geschnitten  wird,  so  bezeichnen  ^och  die  Normal-  und  Ordnuof 
strahlen  nicht  mehr  die  Normal-  und  Ordnungspunkte  der  iovol 
torischen  Reihe.  Nur  bei  der  entgegengesetzten  Involution  mOssf 
nothwendig  die  Hauptstrahlen  des  Vielstrahls  auch  durch  4| 
Hauptpunkte  der  Reihe  gehen,  weil  das  in  den  Hauptstrahl|| 
vereinigte  Paar  einander  zugeordneter  Strahlen  auch  auf  dl 
Transversale  nothwendig  diejenigen  Punkte  bezeichnet,  in  welchi 
zwei  einander  zugeordnete  Punkte  der  Involution,  coincidiren.  ||| 
einstimmigen  invoiutorischen  Vielstrahl  findet  diese  Uebereinsfii 
mung  nicht  statt»  denn  obleich  der  Winkel  der  Ordnungsstrahk 
ein  Minimum  ist,  so  kann  man  doch  eine  solche  Traiisvem^ 
ziehen,  dass  die  Strecke  derselben,  welche  zwischen  den  Ordnmi|| 
strahlen  liegt,  weit  entfernt  ein  Minimum  zu  sein,  selbst  als  jl 
Maximum  erscheint  Letzteres  geschieht  wirklich,  wenn  die  TraM 
yersale  einem  Hauptstrahl  parallel  geht.  Nur  der  harmoniid 
Vielsträhl  hat  daher  auch  die  Eigenschaft  jede  Transversale' M 
monisch  zu  theilen,  der  harmonikale  theilt  nur  diejenigen  Trafl 
versalen,  welche  auf  einem  Vielstrahl  senkrecht  stehen«  bl 
monikal. 


i: 
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C  AoweoduDg  der  Ordnungnelemente  auf  die  Lehre 

von  den  Kegelschnitten. 

Die  Bedeutung,  welche  der  allgemeine  Begriff  der  Ordnungs- 
•lemente  Rlr  die  Methode  der  neueren  Geometrie  hat»  kann  mit 
folf^den  Worten  kurz  bezeichnet  werden :  der  Begriff  der  Ord- 
Hogselemente  macht  die  Begriffe  der  imaginären  Elemente  (Punkte 
nd  Richtungen)  entbehrlich.  Hieraus  ergiebt  sich  ein  zweifacher 
Gewinn.  ^ 

a)  Ein  formeller.  Der  Begriff  des  Imaginftren  ist  schwierig, 
ireil  er  aller  Anhaltspunkte  ftir  die  Vorstellung  entbehrt  und  nur 
Airch  das  absolute  Abstraktionsverniugen  des  Geistes  gewonnen 
nd  festgehalten  werden  kann.  Die  Ordnungselemente  dagegen 
kSnnen  geseichnet  werden,  und  ihr  Begriff  ist  daher  der  Vor- 
stellung sugänglich.  Auch  darf  hier  nicht  übersehen  werden,  dass 
der  Begriff  des  Imaginftren  ursprünglich  dem  abstrakten  lleich 
1er  Zahl  angehört  und  daher  wohl  in  der  analytischen  Geometrie, 
sieht  aber  in  der  Geometrie  der  Lage  gesucht  werden  sollte. 
.Durch  die  Beseitigung  der  imaginären  Raumelemente  wird  also 
die  geometrische  Methode  der  Lage  pnrificirt.  Ein  zweiter  Ge- 
wiin  ist  seiner  Natur  nach: 

-  b)  ein  materieller.  Zwei  zusammengehörige  imaginäre  Punkte 
bestimmen  wohl  eine  reelle  Richtung,  aber  sie  können  dieselbe 
lieht  begränzen;  zwei  imaginäre  Kichtungeu  bestimmen  wohl  ei- 
nen Punkt,  als  den  Scheitel  eines  Winkels,  sie  bestimmen  aber 
lelbst  keinen  Winkel.  Die  zwei  Ordnungspunkte  dagegen  bestim* 
■es  nicht  nur  eine  Richtung,  sondern  sie  begränzen  dieselbe 
loch,  und  die  zwei  Ordnungsstrahlen  bestimmen  einen  Punkt  und 
eisen  Winkel.  Damit  werden  aber  bei  der  Erforschung  der  Figu* 
ren  zwei  weitere  Dimensionen  eingeführt,  welche  eine  tiefere  Ein* 
sieht  in  das  Wesen  derselben  gestatten.  Ich  erlaube  mir  diese 
Vortheile  an  Beispielen  zu  erläutern. 

1)  Durch   eine  Curve    zweiter  Ordnung   ist  ein  Polarsystem 
bestimmt,  durch  welches  alle  Punkte  der  Ebene  in  eine  unmittel- 
bare Abhängigkeit  von  einander  versetzt  werden,  ebenso  wie  die 
Paakte  der  Curve  selbst  von  einander  abhängig  sind.     Wenn  also 
die  gegenseitige  Stellung  von  Punkten   in   dein    Polarsystem  be- 
luinnt  ist,  so  kommt  ihnen  dieselbe   Bedeutung  und  Wichtigkeit 
ZQ,  seien  sie  Punkte  der  Curven  oder  sonst  Punkte  der  Ebene, 
ii  welcher  die  Curve  liegt.    Geht  nun  irgend  eine  Richtung  durch 
dt«  Curve,  so  werden  dadurch  zwei  Punkte  der  Curve  bestimmt. 
^Punkte  dieser  Richtung  nämlich,  welche  in  dem  Poiarsystem 
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einander   conjugirt  sind ,  bilden  eine  entgegengesetzte  Involutiony 
und  die  Punkte,  in  welchen  sie  von  der  Curve  geschnitten  wird,^ 
sind  die  Hauptpunkte  dieser  Involufion.     Andererseits  wird  auch 
durch  jene  Curvenpunkte  die  involutorische  Reibe  der  conjugirtei^ 
Punkte  bestimmt.    Liegt  aber  eine  Richtung  ganz  ausserhalb  der 
Curve,  so  hat   sie  zwar  keine  Punkte  mit  ihr  gemeinschaftlichy 
aber  es  bilden  auch  ihre  co'njugirten  Punkte  eine  InvoIutioD,  und 
durch  dieselbe  ist  die  Stellung  ihrer  Punkte   in  dem  Polarsysteni 
«Ibestimmt.     Diese    Involution   ist  einstimmig   und  ihre  Ordonngs- 
punkte  gehören  zwar  nicht  der  Curve  selbst  an,  allein  sie  babea 
doch  auch  die  Fähigkeit  die  ganze  Involution   dieser  Richtung. n 
bestimmen ;  sie  haben  also  für  die  Punkte  dieser  Richtung  ganx 
dieselbe  Bedeutung  wie  die  Punkte,  welche  die  erstbetracbtett  , 
Gerade  mit  der  Curve   gemein  hatte.     Um  diese  ihre  Bede^itung 
anzudeuten,  heisse  ich  die  Ordnungspunkte  einer  gegebenen  Rieh-. 
tnng,    welche    durch    die  invohitoriscbe   Reihe  ihrer .  conjugirten 
Punkte   bestimmt  werden,    uneigentliche  Punkte  der  Curvfl^ 
und    die    Richtung    selbst   eine  un  ei  gentliche   Sekante   der 
Curve.    Es   soll   also  mit  diesem  Namen  lediglich  nichts  andere» 
bezeichnet   werden,  als  diejenigen  Punkte  der  Richtung,  welche' 
für  sie,   als  einem  Gliede  des  Polarsystems,  dem  die  Curve  an- 
gehurt, ganz  die  gleiche  Bedeutung  haben,  wie  die  Curvenpunkte 
fiir  die  Richtung   einer    eigentlichen   Sekante.     Wie  man  sodann, 
auch  die  endliche  Strecke  zwischen  den  zwei  Schnittpunkten  eiifier 
Curve  Sehne  nennt,  so  wird  die  endliche  Strecke  einer  Richtung 
zwischen   ihren   zwei   uneigentlichen   Curvenpunkten    eine    unei- 
gentliche Sehne'  genannt,   und  wenn  die  Richtung  durch  den 
Mittelpunkt  der  Curve   geht,  so  heisst   jene  Strecke    ein  un  ei- 
gentlicher Durchmesser  derselben. 

Dass  diese  uneigentlichen  Punkte  dieselbe  Bedeutung  filr  die 
Curve  haben  wie  die  eigentlichen,  das  zeigt  folgender  Sati: 

Ein  Kegelschnitt  ist  durch  fünf  Punkte  seiner  Cq^yb 
bestimmt,  .auch  wenn  ein  oder  zwei  Paare  uneigent- 
licher Punkte  darunter  sind. 

Der  Beweis  für-  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  findet  sich  io 
§.118.  meiner  Grundlinien,  nur  dass  dort  noch  die  imaginäreii 
Punkte  statt  der  uneigentlichen  gebraucht  werden.  Ein  Beispiel, 
um  den  Vortheil  zu  bemessen,  den  die  Unterscheidung  der  un- 
eigentlichen Durchmesser  gewährt,  liefert  die  Hyperbel. 

Es  sind  nämlich  die  sogenannten  Substituten  der 
Hyperbel  in  der  That  nichts  anderes  als  uneigentliche 
Durchmesser. 
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Um  diess  xu  zeigen ,    seien  PIß  und  pp  (Taf.  11.  Fig.  3.)  die 
z^Tvei  Asymptoten»  CD  und  (£2!)  die  Richtungen  zweier  conjugir- 
ten  Durchmesser,  GH  und  JK  die  Scheiteltangenten  des  reellen 
Durchmessers  CD^  so  weit  sie  zwischen  den  Asymptoten  liegen» 
so  wird  man  leicht  finden,  dass   GHJK  ein  Parallelogramm  ist, 
das  um  ein   zweites   Parallelogramm   OiD1l>  so  beschrieben  ist, 
dass  CD  II  pp  und  Dt>  \\  pp.    Diess  vorausgesetzt ,  wird  man  wei- 
ter sdiliessen,  dassCD  die  BerGhrungssehne  der  in  dem  Punkte 
B  convergirenden  Tangenten   ist,    denn    die   Richtung  CD  geht 
durch  den  Berfihrungspunkt   C  der  Tangente   GH  und  sie  geht 
auch  durch  den  unendlich  entfernten  BerQhruugspunkt  der  Asymp- 
tote pp,  weil  sie  mit  derselben  parallel  ist.    Es  ist  also  CD  die 
Polare  des  Punktes  H.     Ebenso  findet  man,  dass  die  Richtung 
Blb  die  Polare  des  Punktes  J  ist,  und  aus  beiden  folgt,  dass  JH 
die  Polare  des  Punktes  D  ist.     Die  Punkte  Ü  und  D  sind  also 
zwM   conjugirte   Punkte   der  Richtung,    welche  durch  dieselben 
gdit    Der  Convergenzpunkt  O  ist  aber   der  Centralpunkt  der  In- 
volution der  Richtung  CD,  weil  seine  Polare,  d.  i.  die  BerQhrungs- 
sdme  der  Asymptoten  im  unendlichen  Räume  liegt,  und  also  auch 
(Böse  Richtung  erst  in  einem  Punkte    des    unendlichen  Raumes 
schoeiden  kann.     Weil  nun  aber  dieser  Punkt  O,    als  der  Con- 
▼ergenzpunkt  der  Diagonalen  des  Parallelogramms  C(£/>D,  in  der 
Hitte zwischen  den  Punkten  CundD  liegt,  so  folgt,  dass  (f  undD 
^  zwei  Ordnungspunkte  der  durch  die  conjugirten  Punkte  dieser 
Bichtong  gebildeten  Involution  sind  und  dass  also  (ED  ein  uneigent- 
Beher  Durchmesser  der  Hyperbel  ist. 

Aus  dieser  Deduction  geht  auch  noch  der  bekannte  Satz  her- 
vor, dass  die  Substitute  eines  imaginären  Uyperbeldurchmessers 
^jen^n  Stfick  der  Scheiteltangente  des  conjugirten  reellen 
Ointhmessers  gleich  ist,  welches  zwischen  den  zwei  Asymptoten 
der  Hyperbel  liegt.  Dieser  Satz  erscheint  bei  der  bisherigen 
Betrachtungsweise  als  ein  solcher,  der  der  Hyperbel,  im  Gegen- 
^  zu  der  Ellipse,  eigenthfimlich  ist.  Die  Methode  der  neueren 
^netrie  belehrt  uns  aber  eines  Anderen,  so  sehr,  dass  nur 
^  etwas  andere  Fassung  noth wendig  ist,  um  dem  Satz  die 
^Ugemeinbeit  zu  verleihen,  in  welcher  er  unmittelbar  auch  auf 
^^  Ellipse  seine  Anwendung  hat.  In  dieser  allgemeinen  Fassung 
^mt  der  Satz  folgende  Gestalt  an: 

Dasjenige  Stück  einer  Tangente  eines  Kegel- 
^^^haitts,  welches  zwischen  den  Ordnungspunkten  der- 
J^Dig^g  involutorischen  Reihe  liegt,  welche  auf  der 
Richtung  der  Tangente  durch  den  involutorischen 
^'«Utrahl    der   conjugirten    Durchmesser   bezeichnet 
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wird,  ist  dem  mit  der  Tangente  parallelen  Durchme 

ser  gleich. 

't 
In   der  Hyperbel  nämlich   sind  die  Asymptoten  nicht  nur  i| 

Ordnungsstrahlen  des  involutorischen   Vielstrahls»  welcher  diai(|| 

die  conjugirten  Durchmesser  gebildet  wird,  sondern  sie  sind  anrf 

die  Hauptstrahlen  jenes  Vielstrahls,  auf  deren  jedem  zwei  com 

girte  Durchmesser  vereinigt  sind.    Diess  verleiht  den  Asympti 

die    Eigenschaft,    dass   die    Ordnungspunkte    der    involutort 

Reihe,  welche  durch  den  involutorischen  Vielstrahl  der  coDJi 

girten  Durchmesser  bezeichnet  werden,  zugleich  auch  die 

sind,  in  welchen  die  Transversale  von  den  Asymptoten  geschni' 

wird.    Das  zwischen  den  Asymptoten   liegende  Stfick  einer  T|i 

gente  der  Hyperbel  ist  also  auch  unmittelbar  der  Substitnte  «|| 

dem  uneigentlichen  zugeordneten  (imaginären)  Durchmesser 

In  der  Ellipse  dagegen  ist  der  involutorische  Vielstrahl  der 

jugirten  Durchmesser  von  entgegengesetzter  Aufeinanderfolge,  n^ 

der  Zuordnungswinkel  zweier  einander  zugeordneten  Strahlen  i| 

in  den  Ordnungsstrahlen  wohl  ein  relatives  aber  kein  absobtaf 

Minimum.     Dadurch   verlieren    die    Ordnungsstrahlen  die  Eigai^ 

schaß  in  der  volutorischen  Reihe,  welche  die  conjugirten  Durdir 

messer  auf  einer  Transversalen  bestimmen,  durch  die  Ordnim^ 

punkte  der   letzteren  zu  gehen.    Ist  aber  diese  Transversale  m^ 

Tangente   der  Ellipse,  so  bleibt  jenen  Ordnungspunkten  .deml^ 

geachtet  die  Eigenschaft,  eine  Strecke  zu  begränzen,  welche  dm 

parallelen   Durchmesser   der  Ellipse  gleich  ist.    Um  diess  za  Mf 

weisen,  bedarf  ich  eines  Satzes,  der  leicht  abzuleiten  ist«  so  diM 

ich  mich  damit  begnüge  ihn  anzuführen.    Er  lautet: 

Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  einer  elliptl* 
sehen  Curve  aus  zwei  Richtungen  zieht«  welche  all 
zwei  conjugirten  Durchmessern  parallel  sind,  «i 
durchschneiden  sie  dieEllipse  in  den  Endpunkten  ditt 
mit  der  Tangente  parallelen  Durchmessers. 

Ist  nun  ilf yV  (Taf.  11.  Fig.  4.)  eine  Tangente  der  Ellipse  JZM 
welche  dieselbe  in  dem  Punkte  Q  berührt,  und  sind  JbT  undiV^dh 
zwei  Ordnungspunkte  der  Involution«  welche  auf  der  RichtiU| 
JIfZV  durch  den  involutorischen  Vielstrahl  O  der  conjugirten  Darck* 
messer  gebildet  wird,  so  sind  auch  Oiff  und  ON  die  Richtung«! 
zweier  cojugirten  Durchmesser,  und  zugleich  ist  OMznON.  ZieW 
man  nun  QR\\  ON  und  Qn\\  O^,  so  ist  RH  nach  obigem  HHfii 
satz  derjenige  Durchmesser,  welcher  mit  MN  parallel  ist  Ah 
Parallele  zwischen  Parallelen  ist  aber  auch  QlU=OJIi,  QNzsOB 
folglich  auch  MN=Rti. 
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• 
Man  wird  gelegentlich  hier  auch  bemerken ,  dase  der  p^arai- 
)le  Halbmesser  OR  das  geometrische  Mittel  ist  zwi- 
ehen  swei  Abschnitten  QC  und  QC,  die  zwischen  dem 
(erChrungspunkte  Q  und  den  Richtungen  zweier  an- 
leren  conjugirten  Duchmesser  liegen. 

Diess  mag  hinreichen,  um  eine  Torstellung  davon  zu  geben, 
rie  auch  die  Unterscheidung  der  Ordnungspunkte  einer  involuto- 
iicheo  Reihe,  so  wie  Oberhaupt  die  Methode  der  neueren  Geome- 
!iie,  durch  den  Zug  ausgezeichnet  ist,  dass  sie  das  scheinbar 
Hgieichartige  in  einer  höheren  Einheit  vereinigt,  und  dadurch 
te  tiefere  Einsicht  in  die  Gestaltsverhältnisse  der  Figuren  an- 
Mni  Es  möge  nur  noch  vergönnt  sein,  folgende  zwei  Sätze,  die 
M  an  das  Vorausgehende  anschliessen,  in  der  Form  auszu- 
brechen, wie  sie  durch  die  Unterscheidung  der  eigentlichen  und 
neigeDtlichen  Durchmesser  dargeboten  werden. 

Das  Parallelogramm,  welchesdurch  die  Endpunkte 
iweier  conjugirten  Durchmesser  bestimmt  wird,  ist 
lach  in  der  Hyperbel,  wie  in  der  Ellipse,  eine  con- 
ifinte  Grösse. 

Die  Differenz  der  Quadrate  zweier  conjugirten 
Hyperbeidurchmesser  ist  eine  constante  Grösse. 

3)  Dieselben  Grflnde,  durch  welche  man  veranlasst  war,  auf 
Am  RKhtungen  in  der  Ebene  einer  Curve  zweiter  Ordnung  theils 
e^entliche,  theils  uneigentliche  Curvenpunkte  zu  unterscheiden, 
■achen  »ach  die  Unterscheidung  von  eigentlichen  und  uneigent- 
Bdien  Tangenten  wOnschenswerth.  Die  in  einem  äusseren  Punkte 
enrergirenden  Tangenten  sind  die  zwei  Ordnungsstrahlen  des 
imrolüterischen  Vieistrahls,  welcher  durch  die  in  demselben  con- 
rvrgirenden  und  conjugirten  Richtungen  gebildet  wird.  Ist  ein 
Pankt  ein  innerer,  so  heisseu  die  zwei  Ordnungsstrahlen  der  ein- 
itnamigen  Involution  seiner  conjugirten  Richtungen  un eigent- 
liche Tangenten  des  Kegelschnitts.  Dieser  Name  soll  auch  hier 
DiditB  anderes  bezeichnen,  als  diejenigen  zwei  in  einem  Punkte 
eBBTergirenden  Richtungen,  welche  in  dem  Polarsystem  der  Curve 
ieseibe  Bedeutung  haben,  wie  die  zwei  eigentlichen  Tangenten 
tr  ilie  in  ihrem  (äasseren)  Convergenzpunkt  convergirenden  Rieh- 
taagen«  Das«  auch  die  uneigentlichen  Tangenten  dieselbe  Be- 
imtang  fär  die  Curven  haben,  wie  die  eigentlichen,  geht  eben- 
Us  ans  §.  118.  ipeiner  Grundlinien  hervor,  indem  einer  jener 
fat  angeführten  Sätze  jetzt  folgende  Gestalt  annimmt: 

Jede  Curve  zweiter  Ordnung  ist  durch  fünf  Tan- 
genten bestimmt,  auch  wenn  ein  oder  zwei  Paare  unei- 
fentlicher  Tangenten  unter  denselben  sich  befinden. 


b 
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Ein  beacbtenswerthes  Beispiel  von  uneigentlichen  Tangentei 
liefern  die  conjagirten  Durchmesser  der  Ellipse.  Während  vSm* 
lieh  die  Hyperbel  in  ihren  Asymptoten  zwei  OrdnangsstraU« 
der  Involution  ihrer  conjugirten  Durchmesser  aufzuweisen  hat 
welche  eigentliche  Tangenten  derselben  sind,  so  liefert  die  Invcfi 
lution  der  conjugirten  Durchmesser  in  der  Ellipse  in  ihren  Ord- 
nung«s<rahlen  nur  zwei  uneigentliche  Tangenten.  Diese  dare|| 
jene  Ordnungsstrahlen  gegebenen  zwei  conjugirten  Durchmesst 
der  Ellipse  haben  in  dieser  Eigenschaft  offenbar  dieselbe  Bedeif 
tung  für  die  Ellipse,  wie  die  Asymptoten  für  die  UyperbeL  Dd|[' 
man  könnte  sie  daher  die  asymptotischen  Durchmesser  der  EUipi|'^ 
heissen.  Diese  asymptotischen  Durchmesser  der  Ellipse  8tlmiiM||^ 
wirklich  auch  in  folgenden  Eigenschaften  mit  den  Asymptolii^' 
der  Hyperbel  überein. 

a)  Der   Zuordnungswinkel    der    asymptotischen    DarchmegNT 
ist  ein  Minimum  des  Zuordnungswinkels  zweier  cojugirten  Darch-- 
roesser. 

b)  Von  allen  conjugirten  Durchmessern  der  Ellipse  haben  ditf 
asymptotischen  allein  die  Eigenschaft,  dass  ihre  Winkel  von  dctf' 
zwei  Axenrichtungen  halbirt  werden. 

c)  Die  zwei  asymptotischen  Durchmesser  der  Ellipse  werdei 
durch  jedes  andere  Paar  conjugirter  Durchmesser  harmonikal  g^ 
trennt,  wie  in  der  Hyperbel  die  zwei  Asymptoten  durch  jede  svfA 
conjugirte  Durchmesser  harmonisch  getrennt  werden. 

d)  Von  allen  conjugirten  Durchmessern  der  Ellipse  haben  di» 
ajvymptotiscben  allein  die  Eigenschaft,  mit  den  Axen  einen  harmo- 
nischen Vierstrahl  zu  bilden,  wie  die  Asymptoten  der  Hj^perbel 
nur  durch  die  Axen  der  Hyperbel  harmonikal  getrennt  werden.    =' 

e)  Dasjenige  Stück  der  Scheiteltangente  der  einen  Axe,  wetj 
ches  zwischen  den  Richtungen  der  asymptotischen  DnrchmeMer 
liegt,  ist  der  anderen  Axe  gleich. 

f)  Die  zwei   asymptotischen    Durchmesser    der   Ellipse  AvA 
einander  gleich,  während  sonst  keine  zwei  gleichen  conjogirteif, 
Durchmesser  vorhanden  sind. 

3)  Auch  in  Hinsicht  der  Beziehungen,  welche  zwischen  swef 
Curveu  zweiter  Ordnung  einer  Ebene  stattfinden,  kommt  den  mi- 
eigentlichen  Punkten  und  Tangenten  dieselbe  Bedeutung  zu,  wicp 
den  eigentlichen  Punkten  und  Tangenten.  Wenn  zwei  solch» 
Curven  zwei  eigentliche  Punkte  mit  einander  gemein  haben,  s» 
heisst  die  Richtung,  welche  durch  jene  Punkte  bestimmt  ist«  eine 
gemeinschaftliche  Sekante  der  Curven.  Diesem  entsprechend 
heisse  ich  eine  Richtung  eine  uneigentliche  gemeinschaft- 
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iiclie  Sekante,  wenn  zwei  Curven  dieselben  zwei  uneigentli- 

eben  Curvenpunkte  auf  einer  Richtung  gemein  haben.    Dass   es 

lolcke  gemeinschaftliche  uueigentliche  Sekanten  giebt,  folgt  aus 

obigem  Satze,  nach  welchem  eine  Curve  zweiter  Ordnung  durch 

fiaf  Punkte  vollkommen  bestimmt  ist,  auch  wenn  ein  Paar  unei- 

geatiicher   Punkte    unter    denselben    sind,   indem   man   hiernach 

Miebig  viele  Curven  der  zweiten  Ordnung  durch  dieselben  zwei 

fegebeoen  uneigentlichen  Punkte  legen  kann.     Ebenso  sagt  man 

wtk  von  einem  Vielstrahl,  er  sei  zwei  Curven  der  zweiten  Ord- 

mg  gemeinschaftlich ,  wenn  in  dem  Scheitel  desselben  zwei  ge* 

. Miiischaftliche  uneigentliche    Tangenten  convergiren.     So- 

«iU  f3r  die  gemeinschaftlichen  eigentlichen   und  uneigentlichen 

Mmten,  als  auch  für  die   gemeinschaftlichen   eigentlichen  und 

■rigentlichen  Vielstrahlen  hat  man   nun  dieselben  Eigenschaften 

ilJlfiisicbt  der  perspektivischen  Lage  der  Curve,  oärolich: 

a)  Zwei  Curven  zweiter  Ordnung,  welche  eine  ei- 
fliitliche  oder  unei'gentliche  Sekante  gemeinschaft- 
lichhaben, sind  für  die  Richtung  dieser  Axe  in  dop- 
peltem Sinn,  nämlich  für  zwei  verschiedene  Centra, 
fergpektivisch  colline^r. 

b)  Zwei  Curven  zweiter  Ordnung,  welche  einen  ei- 
gevtlichen  oder  uneigentlichen  Vielstrahl  gemein- 
lehaftlicb  haben,  sind  für  den  Scheitel  dieses  Viel- 
itrahls  als  Centrum  in  doppeltem  Sinne,  nämlich  für 
tveiverschiedepe  Axen  perspektivisch  c.ollineär. 

Diese  zwei  Sätze  sind  in  meinen  Grundlinien  §.  121.  und  §.  122. 
Mnndelt»  wo  jedoch  noch  die  Begriffe  der  imaginären  Punkte 
iil  Tangenten  zu  Grunde  gelegt  sind.  Fasst  man  nun  Alles  zu- 
tuen was  im  Vorhergehenden  über  die  Anwendung  des  allge- 
VdaeD  Begriffs  der  Ordnungselemente  des  involutorischen  Viel- 
Mib  gesagt  und  angedeutet  ist,  so  wird  man  die  Behauptung 
kibfigt  finden,  dass  die  imaginären  Elemente  durch  dieselben 
CDQidirlich  werden,  und  dass  überdiess  die  Ordnungselemente 
Mdi  manche  Vortheile  darbieten,  welche  die  imaginären  nicht 
^  doch  nur  auf  dem  Wege  der  Rechnung  leisten  können, 
b*  Schluss  mag  für  die  analytische  Methode  nur  noch  bemerkt 
werden,  dass  die  Strecke  zwischen  den  zwei  Ordnungspunkten 

c>BV  Richtung,  wenn  man  sie  noch  mit  V  —  1  multiplizirt,  jedes- 
^  iiaa  absolute  imaginäre  Maass  angiebt,  zu  welchem  die  Rech* 
Wgtehrt 
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Entwickelnng  des  Bruches  ^ -  m  eine  Real 

von  der  Form  a+dcos2(p+ccos4^+£ifcos6(p-|-^cos89-|-  etcj| 

hergeleitet  Ton 

Herrn  Professor  Dr.  J.  1%.  fVolfers  ,, 

in  Berlin. 


Als  ich  mich  vor  einiger  Zeit  damit  beschäftigte  ^  den  FtSdOto 
inbait  von  Zonen  unserer  Erde^  also  eines  durch  Umdrehung  Äff 
Ellipse  um  ihre  kleine  Aze  entstandenen  Sphäroids,  zu  beste 
men»  kam  es  darauf  an»  die  obige  Umformung  zum  Behuf  eistt 
einfachem  Integration  und  dann  ei^er  leichtern  Rechnung  herfli 
leiten.  Die  Form  der  Coefficienten  a,  b,  c,  etc.  war  mir  b 
einem  Aufsatze  gegeben,  nicht  aber  die  Art  ihrer  Herleitung »  v0 
da  man  diese  Umformung  auch  wohl  in  andern  Fällen  zweckmSsA 
finden  dürfte;  so  will  ich  hier  zeigen,  wie  die  imtjen  folgends 
Werthe  dieser  Coefficienten  sich  ergeben. 

In  Euler* s  Introductio  in  analysin  Infinitomm  §.218.  find 
man,  dass  hi  der  aus  dem  Brache 

A  +  Bpz 

1— 2p2COS9)+p*2^ 

hergeleiteten  recurrirenden  Reihe  das  allgemeine  Glied 

Asin(n  +  l)(p  +  Bainng) 

z — —  n'^j!* 

sin^  ^    - 


i  i  r 

W0if€r$:   SnMckefung  4e9  Brücket^  i — -z:^::  eic,         IM 

kt    Setzt  man  nun  A^l,  £:=0  uod  j9  =  ],  so  wtspricht  dem 
Brache 

Ib  der  aus  demselben  hergeleiteten  recurrirenden  Reihe»  das  all- 
goneine  Glied 

^  sin^ 

.  bell  einem  bekannten  elementaren  Satze  der  Algebra  ist  nun 

3)     ^^33^ — =«"+a»-i/J+«"~«/5*  + +  ff/ji»-i  +  jj«, 

L  vo  die  Anzahl .  der  Glieder  auf  der  rechten  Seite  offenbar  n  +  1 
ilit    Wenn  nun  n  +  l  eine  gerade  Zahl  ist,  so  wird  kein  mit- 
:  tdstes  Glied  existiren»  sondern  es  werden  die  zwei  in  der  Mitte 
fMenden  GUeder  sein: 


ist  hingegen  n  +  1  ungerade,  so  existirt  ein  mittelstes  Glied, 
nd  zwar  ist  dasselbe : 

Hm  ist  bekanntlieh 

an(n+l)9)  W^ 


^  nach  3),  Indem  man 


«etit; 
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oder 

....  +  C-(»-«)5Pt^^  +  6-^V 

Addirt  man  nun  das  erste  und  letzte,  das  zweite  und  vorieti 
die  dritten  Glieder  von  vom  und  von  hinten,  a.  s.  w;;  so  w 
offenbar 

ienqfV^  +  e-«5PV"^  =2cosn9) , 
e(i.-i)5PV^  4.  ^-(«i-i)^zi  _2cös(n— 1)^,    ' 
e(«-«)5PV"^ + e-(«-«)5PV"^=2cos(n— 2)^ , 

etc. 

und  man  kommt,  wenn  n-fl  gerade  ist,  nach  4)  zuletzt  auf 
beiden  Glieder 

8)  e9^r^  +  e-rT^ =2cos9 , 

wogegen,  wenn  n-l-1  ungerade  ist,  das  mittelste  €rlied  nad 

wird.    Nach  der  Gleichung  2)  erhalten  wir  demnach: 

fSr  n=0,  «==-^^=l> 

sin9> 

_     .      sinS^     _ 

.-.^         .   „    »  =  9,  c=^?^=2cos29+l, 

„   «=3,  rf=^=aco639+2cosv, 

,,   »=4,  e=^^=acos4y+9cofia9  +  I, 

u.  &  w. 

und>  indem  man  diese  Werthe  MibslitBiH,  ergieht  sich : 


WoUir$^  SiUwieMmg  ikitfiiekei  Y—^^  MS 

+  2^(2  €08^9  +  1) 

.  Hhz^(2cos39)^h2cQ!89>)  •   ' 

+  3r*(2co849+2cos  V+i)  ' 

+  2^coa6q>+2cp8ig>+2co82(p't'l)'i'  u.  8.  w. 

Ordnet  man  nun  aber  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  nach  den 
CoeimiaseD  derselben  WlnkeUiao  erhAlt  umi;,.. 

+x[l+x*+Ä*+»«+etc.]2co8© 

.1*.      1  A      • , 

+  *«[1 +>• + j* + i«+efc.]2co«25» 


+ »«[1 + »• + J* + *• + ete,]2  CO» 

etc. 


oder,  weil 


/  i 


l  +  a;«+j*'^*?+ete.Äf^r;3^  -        •\ 


iat: 


'\ 


==  j^j^  [1 4-2x^08  9r^2z*  C0824»  4-2^' 0D4V -f^l. 

,^  y  .......        - 

ie  Crlleder  gehen  8o  regelmSssig  fort,  daae  dae  allgemelDe  Glied 
von  selbst  ergiebt    Da  nno  unsere  Aufgabe  ist,  den  Bruch 


1  — j»C089 

in  eine  ähnhiiche  Reihe  au  verwandeln,  so  setsen  wir 


1— 2xcos9  +  a;*      ,.  .    «x/j         2«  . 

^  "  (1  +  t«)(l  —  YjjT^  ^^^^ 


und  so  ans  11): 
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1  1 


12) 


1  — 


2z 


1+»' 


=  f-^[l  +  2z  cosy  4^%flc682g)  +  2;:^coi9  3^  +  etc.]. 
Wenn  wir  nun  eodlidl  ':';:; 


setzen,  so  folgen  hieriittd  äle  WertlM^: 


I  ii»     ••  ..  i        }.' 


!.■■ 


i  ■  ' 


I    k 


.-    1|.    I 


"","',   iVT^^Äi— VTiijr«)     1+««        1 

mittelst  deren  "wit  aus  12)  erhalten: 

14)     1 =  77==r-.==[l  +  2 -—- COS©  / 

+  2  (^""^^"^J^ycösliy  +2^  "^  ^  ^"^-^VcosSy  +  ctc] 
nnd  wenn  wir  in  14)  — -fi  statt  ft  setzen,  sogleich:  '  ^' 

1»)  rr-^ — =,^.-!::^[i^y^-  ^^     '^  cosg> 


it 


I 

+ 


■,(i±^33)'^_^-rv5^»^^^j 


. . ,  •  !  ■  ■  \  ■  ♦ 

I  •  •    •  I    • 


,1-;  »= 


'lil-..      f.. 


.  1  ■ 


I' .      ■  - 
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Elementarer  Beweis  der  Formelii  von  Simpson  um! 
Bradley  zur  Bestinunung  der  astronomischen  Befrac- 
tion  and  der  Formel  fiir  die  terrestrische  BefiractM». 


VOB 

dem  Herausgeber. 


Vorbemerkang. 

Bei  der  grossen  Ausbildung  und  tief  gehendes  Bebsndlangt 
ipikbe  In  neuerer  Zeit  der  Theorie  der  astrosomiscben  Refractien 
famptsiefaUch  ^urch  Laplace  und  Beseel  su  Theil  geworden 
iit,  hdben  freilich  die  berühmten Rfefractionsformeln  von  Thema« 
Simpson  und  Bra41ey  nieht  yiel  mehr  als  historiBchen  Wertk 
hdess  empfehlen  sieh  diese  FonueiSy  Yorsflglich  die  erstehe,  «ehr 
durch  die  Einfachheit  und  Eleganz  ihrer  Form,   und  gewXhreu 
ftuch  bis  zu  ZeDithdistanzen  von  etwa  85^  oder  Höhen  von  5^  eine 
grosse  Genauigkeit    Wegen  ihrer  Einfachheit  sind  dieselben  vor- 
<(Iglich   auch  geeignet  für   astronomische  und   nautische   Vorle- 
gungen  von   mehr  elementarer   Natur,    In    denen    nicht    Immer 
hinreichende  Zeit  geboten  sein  wird  cur  vollstftndigen  Entwicke- 
h^ig  der  zuerst  genannten  tiefer  gehenden  Refractionstheorieeiu 
Geldlich  setaen  auch  die  Formeln  von  SImpsou  und  Bradley 
^«ir  die  allererstes  und  allereinfachstea  Grundgesetsa  der  Brech- 
^u^{  des   Lichts  voraus  >  welche  sich  in  jedem  physikalischea 
l«ehTbuche  finden  und  sehr  leicht  durch  einfache  Versuche  erUu- 
tert  werden  können.    Zum  Behufe  astronomischer  und  nautischer 
Vorlesungen  scheint  mir  daher  ein  strei^er  elementarer  Beweis 
der  genannten  merkwflrdigen  Formeln  sehr  wfinschenswerth  ^  su 
«eis.    Eine  solche  elementare  Eatwicfcelung  findet  man  swar  in 
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der  Astronomie  von  J.  G.  F.  Bohnenberger.  Tübingen 
1811.  S.  26.,  die  auch  in  das  in  vieien  Beziehungen  ausgezeich- 
nete Handbuch  der  Schifffahrts-Kunde  von  C.  Rfimker. 
Fünfte  Auflage.  Hamburg.  1850.  S.  165.  *  aufgenommen  wor- 
den ist;  andere  elementare  Beweise  sind  mir  nicht  bekannt.  Ich 
muss  aber  gestehen,  dass  mir  dieser  Bohnen berger'sche  Beweis 
nie  sehr  zugesagt  hat  und  ich  von  demselben  daher  auch  bei  mei- 
nen Vorlesungen  nie  Gebrauch  gemacht  habe;  jedenfalls  leidet 
derselbe  an  mancher  Unklarheit  und  Ungenauigkeit;  und  ausser- 
dem bringt  Bohnenberger  dabei  den  Ausdruck  des  Brechungs- 
verhältnisses  für  den  leeren  Raum  und  die  Luft  durch  deren  Dich- 
tigkeit ( V^l  +  kD)  in  Anwendung,  dessen  man  in  der  That  )>ei 
diesem  Beweise  gar  nicht  bedarf.  Ich  werde  daher  im  Folgenden 
einen  nach  öfter  wiederholten  Versuchen  von  mir  gefundenen  eh- 
menturen  Beweis  •der  beiden  genannten  Formeln  mittheilefi,  bei 
dem  ich  zugleich  die  Anzahl  der  zu  Grunde  gelegten  physiicali^ 
sehen  Principien  auf  ihr  Minimum  zu  reduciren  gesucht  habe. 
So  wie  im  Interesse  astronomischer  und  nautischer  Vorlesungen 
habe  ich  aber  auch  im  Interesse  geodätischer  Vorlesungen  die 
Entwickelung  der  bekannten  Berechnungsmethode  der  terrestri- 
schen Refraction  angeschlossen,  da  es  wenigstens  mir  l>ei  sol- 
chen Vorlesungen  immer  höchst,  unangenehm  gewesen  Ist,  wenn 
ich,  wie  dies  auch  fast  in  allen  Lehrbüchern  der  Geodäsie,  seilist 
in  den  grösseref»,  geschieht;  den  betreffenden  Satz  ohne  scbarfe 
Begründung  bloss  historisch  anzuföhren  genöthigt  gewesen  iliii; 
imd  sind  andere,  »ach  wahrer  Gründlichkeit  strebende  Lehrer  der 
Geodäsie,  so  Wie  der  Astronomie  und  Nautik,  mit  mir  etwa  In 
gleichem  Falle  gewesen,  so  wird  denselben,  wie  ich  wfiosehe^ 
durch  die  folgenden  Zeilen  vielleicht  ein  kleiner  Dienst  geleistet 
werden. 


Es  ist  ein  aus  den  ersten  Elementen  der  Lehre  vom  Lichte 
allgemein  bekanntes  Gesetz,  dass  ein  Lichtstrahl,  welcher  ans 
einem  durchsichtigen  Körper  in  einen  anderen  durchsichtigen  KlSr> 
per  von  verschiedener  Dichtigkeit  übeigeht,  bei  dem  Uebergange 
aus  dem  einen  Körper  in  den  anderen  von  seinem  ursprünglicben 
geradlinigen  Wege  abgelenkt  wird,  und  zwar  in  dem  dichteren 
Körper  sich  mehr  nach  dem  Einfallslothe  hin  neigt,  in  dem  we- 
niger dichten  Körper  sieh  mehr  von  dem  Einfallslothe  entfernt; 
so  dass  also  der  in  dem  dichteren  Körper  liegende  Theil  des 
Einfallslothe  immer  innerhalb  des  von  dem  etnfaillenden  und  den 
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abgelenkten  Strahle ,  welchen  letzteren  man  auch  den  gebrochenen 
Strahl  zu  nennen  pflegt,    eingeschlossenen >   zwei  rechte  Winkel 
nkht  übersteigenden  Winkels  liegt    Nach  dem  Mariotte'schen 
Gesetze,   welches  wir  hier  aus  der  Physik  als  bekannt  voraus- 
setzen,  nach    dem   nämlich   unter    Voraussetzung  einer  gleichen 
Tenperatur  die  Dichtigkeit  der  Luft  immer  dem  Drucke,   unter 
irdchem  sie  steht,  proportional  ist,  kann  nun  offenbar  die  Dich- 
tigkeit der  LuHt   eine  gleichförmige  nicht  sein,    sondern  dieselbe 
mas  desto  mehr  abnehmen ,  je  mehr  man  sich  in  der  Atmosphäre 
erhebt,  was  bekanntlich  auch  die  Erfahrung  vollkommen  bestätigt. 
Denkt  man  sich  jetzt  die  Atmosphäre  in  mit  der  sphärischen  Erd- 
obeifläche  concentrische  Schichten  von  gleicher,    aber  so  kleiner 
Hohe  getheilt,  dass  wir  filr's  Erste  die  Luft  in  jeder  Schicht  mit 
Unreichender  Annäbenmg   als  gleichförmig  dicht  annehmen  kon- 
Ben,  so  wird  ein  durch  die  Atmosphäre  sich  bewegender  Licht- 
strahl bei  dem  Uebergange  aus  jeder  Schicht  in  die  nächstfolgende 
eme  Ablenkung   von   seinem  geradlinigen  Wege   in  der  vorherge* 
benden  Schicht,  eine  sogenannte  Brechung,  erleiden,  und  kann  sich 
also  in  der  Atmosphäre  nicht  nach  einer  geraden  Linie  bewegen, 
sondern  wird  vielmehr  immer  eine  gebrochene  Linie  beschreiben, 
wekhe  nothwendig  ihre  concave  Seite   der   Erde  zukehren  muss, 
weil  die  Dlfchtigkeit  der  Schichten  von  oben  nach  unten  hin  zo- 
nimmt  und  in  dem  dichteren  Körper  der  Lichtstrahl  nach  dem  Ein- 
fallslothe  hin  gelenkt  wird  oder,  wie  wir  oben  gesagt  haben,  weil 
der  in  dem  dichteren  Korper  liegende  Theil  des  Einfallsloths  immer 
ionerbalb  des  von  dem  einfallenden  und  dem  gebrochenen  Strahle  ein- 
geschlossenen concaven  Winkels  liegt.  In  der  Natur  selbst  findet  aber 
niebt  eine  solche  schichtenweise   Abnahme    der  Dichtigkeit    der 
Laft  in  der  Atmosphäre,    wenn  man   in    derselben  steigt,    Stat^ 
wie  wir  vorher  angenommen  haben ,    sondern   die  Dichtigkeit  der 
Lnft  muss  in  der  Atmosphäre  stetig  nach  oben  hin  abnehmen, 
Qod  die  Linie,  welche  ein  durch  die  Atmosphäre  gehender  Licht- 
strahl beschreibt,  kann  also  auch  keine  gebrochene,  sondern  muss 
vielmehr  eine  stetig  gekrümmte  Linie  sein,    deren  concave  Seite 
der  Erde  zugekehrt  ist.    Trifft  nun  ein  solcher  krummliniger  Strahl 
das  Auge   des  Beobachters,    so  wird  derselbe   den   Punkt,    von 
welchem  der  Strahl  ausging,   immer  nach  der  Richtung  der  gera- 
den Linie  erblicken,  welche  die  den  Strahl  darstellende  Cnrve  im 
Auge  des  Beobachters  berührt,  und  denkt  man  sich  zwischen  dem 
in  Rede  stehenden  Punkte  und  dem  Auge  des  Beobachters  eine 
gerade  Linie  gezogen,  so  wird  augenblicklich  erhellen,    dass  der 
Huhenwinkel,   unter   weichem   der  Beobachter  diesen  Punkt   er- 
blickt, jederzeit  grosser  als  der  wirkliche  Höhenwinkel  ist,   weil 
nftmrich  die  Curve,    welche  der  Lichtstrahl  beschreibt,    ihre  con 
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cave  Seite  nach  der  Erde  hin  kehrt ,  übrigens  aber  nach  den  be- 
kannten Gesetzen  der  Brechang  der  Strahlen  sich  fortwährend  in 
der  durch  den  leuchtenden  Punkt  und  das  Auge  des  Beobachters 
gelegten  vertikalen,  also  zugleich  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde 
gehenden  Ebene  bewegt.  Man  sieht  also,  dass  die  Höhen  der 
Gestirne  durch  die  sogenannte  atmosphärische  Strahlenbrecbang 
oder  Refraction,  mit  der  wir  es  hier  zu  thun  haben ,  wesentlich 
alterirt  werden  müssen,  freil  wir  wegen  der  Refraction  alle  6e* 
sfime  in  einer  ihre  wirkliche  Hohe  übersteigenden  Höhe  erblickeD, 
wo  wir  unter  wirklicher  Hohe  dieHOhe  verstehen,  in  welcher  wir 
die  Gestirne  ohne  die  Refraction  erblicken  würden,  die  also  jeder« 
zeit  der  zwischen  dem  Auge  des  Beobachters  und  dem  Gesärne 
gezogenen  geraden  Linie  entspricht.  Unter  der  Strahl enbre« 
chung  oder  Refraction  selbst  versteht  man  den  von  dfeser 
geraden  Linie  mit  der  an  den  krummlinigen  Lichtstrahl  im  Ange 
des  Beobachters  gezogenen  Berührenden  eingeschlossenen  Win- 
kel, um  welchen  also  alle  gemessenen  oder  beobachteten  Hohen 
vermindert  werden  müssen ,  um  die  wahren  Hohen  zut  erhalten. 
Eben  so  wie  hiernach  die  Refraction  die  Hohen  vergrOssert,  ver^ 
mindert  sie  in  gleichem  Maasse  die  entsprechenden  Zenithdistan- 
zen,  so  dass  also  zu  den  gemessenen  oder  beobachteten  Zenith- 
distanzen  jederzeit  die  Refraction  addirt  werden  muAi,  mn  die 
wahren  Zenith distanzen  zu  erhalten. 

Man  sieht  hieraus,  wie  wichtig  die  Theorie  der  Refraction, 
nach  welcher  man  in  allen  Fällen  die  GrOsse  der  Refraction  be- 
stimmen kann,  für  alle  astronomischen  Beobachtungen  ist.  ;pie 
vollständige  Entwickelung  dieser  Theorie  ist  aber  sehr  schwierig 
und  setzt  sehr  tief  gehende  mathematische  Kenntnisse  voraus^ 
Indess  giebt  es  zwei  von  den  berühmten  englischen  Mathematikern 
Simpson  und  Bradley  gefundene  Refractionsformeln,  welche 
sowohl  wegen  ihrer  sehr  eleganten  Form  merkwürdig,  als  auch 
deshalb  wichtig  und  bemerkenswerth  sind,  weil  sie  vermittelst 
des  geringsten  Maasses  physikalischer  Principien  einer  ganz  ele- 
mentaren mathematischen  Entwickelung  föhig  und  daher  auch  zu 
dem  Gebrauche  bei  astronomischen  und  nautischen  Vorlesungen 
sehr  geeignet  sind.  Für  diese  Formeln  einen  strengen  elementa- 
ren Beweis  zu  geben,  ist  der  Hauptzweck  der  vorliegenden  Ab- 
handlung, wodurch  ich  hauptsächlich  astronomischen  und  nauti- 
schen Vorlesungen  zu  dienen  beabsichtige;  weil  aber  auch  die 
terrestrische  Refraction  für  die  Geodäsie  von  grosser  Wichtigkeit, 
ist,  überdies  dieselbe  in  der  Nautik  bei  der  Berechnung  der  Kimm- 
tiele  oder  Kimmung  in  Anivendung  kommt,  so  werde  ich  haupt- 
sächlich im  Interesse  geodätischer  und  nautischer  Vorlesungen  auch 
eine   elementare  Entwickelung   der   terrestrischen  Refraction  an- 
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Miiliewen^  um  so  mehr,  weil  mir  nicht  bekannt  ist,  dass  man  eine 
«oleke  elementare  Entwickelung  in  genügender  Weise  schon  besässe. 


$.8. 

Wir  rndssen  bei  der  Theorie  der  Refraction  nothwendig  von 

einigen  Erfahrungssätzen  Qber  die  Brechung  der  Lichtstrahlen  aips- 

Kchen,  deren  Begründung  durch  Versuche  der  Physik  überlassen 

bleiben  muss.    Diese  Erfahrungssitze ,    deren  Zahl   wir  hier  auf 

kleinstes  Maass  beschränken  werden,  sind  die  folgenden: 


Für  jede  zwei  brechende  Kurper  ist  das  Verhältniss  des  8i* 
"WB  des  Einfallswinkels  und  des  Sinus  des  Brechungswinkels  zu 
einander  constant,  und  dieses  Verhältniss  erhält  seinen  reciproken 
^^i^erth,   wenn  man  die  beiden  KOrper  mit  einander  verwechselt 

Den  kiernaeh  für  dieselben  zwei  Korper  constanten  Bruch; 
^v^dchen  man  erhält,  wenn  man  den  Sinus  des  Einfallswinkels 
durch  den  Sinus  des  Brechungswinkels  dividirt,  nennt  man  den 
rechungsezponenten. 


Auch  hat  die  Erfahrung  gelehrt,  dass  der  Brechungsexponent 
inmer  grOsser  oder  kleiner  als  die  Einheit  ist,  jenachdem  der 
StraU  ans  einem  dünneren  in  einen  dichterem,  oder  aus  einem  dich- 
'tcren  in  einen  dünneren  Kurper  fibergeht.  Im  ersten  Falle  ist  also 
jederzeit  der  Einfallswinkel  grösser  als  der  Brechungswinkel,  im 
zweiten  Falle  ist  dagegen  der  Einfallswinkel  immer  kleiner  als  der 
Brechoni^swinkel. 

Wenn  für  die  beiden  brechenden  Kurper  A  und  ß  der  Brechsngs- 

^iponent  m,   IlSr  die   beiden    brechenden   Kurper  A  und  C  der 

Brechongsezponent  n  ist,   so  ist  fiir  die  beiden  brechenden  Kür- 

n 
per  B  nnd  C  jederzeit  —  der  Brechungsexponent. 

Namentlich  ist  dieser  Satz  auch  für  den  Fall,  wo  A  der  leere 
^aom  ist  und  B  und  C  beliebige  Luftarten  oder  Gasarten  sind, 
dndi  viele  Versuche  ausser  allem  Zweifel  gesetzt  worden. 

Diese  wenigen  ErEahningssätze  werden  hinreichen,  die  Theo- 
^der  Refraction,  so  weit  wir  dies  hier  beabsichtigen,  zu  ent- 
^«*iiln. 
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■  ■       ^.  3.    ' 

Der  Mittelpunkt  der  Erde ,  welche  wir  als  eine  Kagel  betrach-  ^ 
ten,  sei  C  (Taf.  IL  Fig.  5.)    Die  Atmosphäre  der  Erde   denken^.« 
wir  uns   in  n  mit  der  Erdoberfläche  concentrische  Schichten  von:, 
gleicher  Höhe  getheilt,  und  nehmen  für's  Erste  die  Luft  ini  jedec- 
dleser  Schichten«  welche  von  oben  nach  unten  die 

Iste»  2te4  3te,  4te5 ....  nte 

- »      •  •  * 

Schicht  genannt  werdien  sollen»   ai^  gleichförmig  dicht  aii.     Die 
Brechungsezponenten  für  den  leeren  Raum  und  die  Luft  in  der 

Isten,  2ten,  Sten,  4ten9  ....  nten 

Schicht  seien  beSBiehungsweise 

»0»  ^i»  ^»  ^i  ^4>  ••••  Ai— 1. 

Trift  nun  ein  Von  einem  Sterne  S  ausgehender  Lichtstrahl  SA^ 
die  Atmoq>häre  in  ^»  so  wird  er  nach  und  nach  in  der 

Isten,  2ten,  3ten,  4ten^  ...•  nten 

Schicht  beziehungsweise  nach 

•"0"!  >   ^1^9,*   ""2**8»  •"8'^*4»   ••••  ^n—xAn 

•  «■*,- 
J 

gebrochen  und  trifft  an  der  Erdoberfläche  in  An  das  Auge  des 
Beobachters.    Ziehen  wir  die  Linien 

CfA^f  CAif  CfA^»  i^A^i  ••••  Ciifi'i 9 

so  sind  diese  Linien  als  die  Einfallslothe  in  den  Punkten 

Aq$  A\^  A^f  A^9  ••••  Aur-i 

zu  betrachten,  und  die  über  An  hinaus  verlängerte  Linie  CAn, 
ein  Radius  der  Erde,  ist  die  Vertikale  deis  Beobachters  in  Am* 
Bezeichnen  wir  nun  in  den  Punkten 


\ . 


A^f  iij ,  A^f  A^f  .*••  An-^i 
die  Einfallswinkel  durch 

und  die  entsprechenden  Brechungswinkel  durch 

Jo»  h»  f«»  Hi  ••••  f*»-t  5 
so  ist  nach  den  Erfahrungssätzen  $.  2.  I.  IL : 


r.-r 
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BinxQ_ 


sinio 


=  Ar, 


Minxi kl 

bIpz» h 

U,  8.  W. 

Mnltiplicirt  man  alle  diese  Gleichungen  in  einander  ond  bebt 
mt  der  rechten  Seite  anf ,  was  sich  aufheben  lässt,  so  erhält  man 
ie  GMcbung: 

sin  Iq  sin  Zi  sin  2g  sin  13 ....  sin Zu-i , 

sinjosinfi  sin^sin  Js  ....sinfn-i        **'~'^' 

Beliehnen  wir  nun  noch  den  von   dem  Strahle  An-xAn  mit  der 
\  Vertikale  des  Beobachtungsorts  An  eingeschlossenen  spitzen  Win* 
bei  dnrcfa  %m\  so  haben  wir  in  den  Dreiecken 

iSpC/^l  y  Ai  C^A^f  A^CA^  f  A^CfAj^f  • .  •  •  An^^x  t/An 

nch  einem  bekannten  Satze  der  ebenen  Trigonometrie  ofenbar 
dfe  folgenden  Proportionen  : 

sin}Q:amzi=:  CAi :  CA^ 
•infi :  sin  zg  =  CA^i  CAi^ 
sinfsisinzg  =  CA^ :  CA^ 
sinfs :  sin  24=  CA^ :  CA^^ 
n*  s.  w« 
sinfa.!  :8in2ii-=  CAni  CAn-^i ; 

ans  denen  darcb  Znsammensetzung  anf  der  Stelle  die  Proportton 

irixkzi  sin%sin28sm24....  slnznj 

oder  die  Gleicbnng 

sin%  sin2asin;^sln24  ....  sin2i, __ CAp 
•faiiosin]!  sinigsinjs  -•  sin  ^n-i ""  CAn 

erhalten  wird.    Ans  der  VeigMchung  der  beiden  Gleichungen 
Tbeil  XXI.  •  1^ 


'<"  —  ' r«FW   O^j^g 


'.     •%■ 


,.    ....ai>-'r    ^"' •'^'^  «teUe  die  Gleichung 
■,,,  .t.iinui-'f^"  'J««"  Erde  C^„=Ä  aet^ 

^  .^,,  ,U'4U     ^^  J*^r  Aatnr  wirklich  Statt  ümL. 

... ...:.. «u.    -  w  -V«*al,|  der  gleich  hoheo  Seh  J 

v..«..*t;h..re  jetheilt  haben.   näa.lS.'J 

-..    ,     V. •*  -^  '»-  '7- Rau«.  "„i/ife  Uft« 

.  .      ..    • .. ! ••'!""    "  »'.  ""'^''  A  bezeichnen  wollen     i 

'     -    -'«*•"   ■"',;:''.  '"»Senscheinlich  der  schelnbr 

.    .        '•'    i;..:...v,.vn.   alhcrten  Zenithdistanz  des  Ste^ 

...  ;,i,;,.^,..ac   aui  Jer  Erdoberfläche,    welche^ 

>.>.Uou.    als  seiner  Grfinze.      Gehen  wir  JZ 

.    ,  /i'  sin  :h  '-(ü-i-  fl)smzQ 

.    ..  ulisonile  M  über,   so  erhalten  wir   {„   J« 
„i,,,...  iMv.uhiiuiigeu  die  Gleichung: 

•»/.siu/  --i«+ tf)8in^. 

,1   1  ,^^  6.^  .I„.U  «ler  krommlinlge  Strahl    ><  n 
i.,.„     ..-. ...0110  Beröhrende.    O  deren  Dk 
-        '"■'    '.•   ''■""'"'*  verlängerten  Linie    sT 
,    1,      '»^...U.l  .«„<-/««  durch  C.  den  Winkel  Vn»' 
,.,  ...     „.  .I.-U1  Nierecke  A^CAnO  offenbar: 

.  .    1  .i-*»"     >J) -I- (180»- 0)  =  3600^ 
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908 


al«e 


aö=Z+0-C. 


tUi 


t 

I 


Der  Winkel  SAnBn  ist,  wie  wir  aus  $.  1.  wissen,  die  Refraction 
oder  die  Strahlenbrechang,  und  bezeichnen  wir  dieselbe  also  durch 
f,  den  Winkel  AoSAn  an  dem  Sterne  S  aber  durch  S;  so  ist  in 
dem  Dreiecke  SO  An  offenbar 

0  =  r+S, 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

Zo^Z  +  r  +  S-'C. 

Wegen  der  gegen  die  Dimensionen  der  Erde  und  ihrer  AtmosphUre 
«geheuer  grossen  Entfernung  der  Gestirne  von  dem  Mittelpunkte 
In*  Erde  kann  man  aber  den  Winkel  S  ohne  merklichen  Fehler 

yerschwindend  betrachten  und  in  der  vorhergehenden  Glei- 
dnmg  Ternachlässigen ,  wodurch  man  die  Gleichung 

•häk,  welches,  In  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Gleichung 

KRsinZ=:(R+ja)8inzo 
der  Gleiebimg 

jeÄsinZ  =  (Ä+i3^sin(Z+r-0 

aoirt 

In  dieser  Gleichung  ist  R  eine  constante  Grösse,  und,  so  lange 
die  Temperatur   der  Luft   in   der  Atmosphäre   sich  nicht  ändert, 
sind  auch  K  und  B  constante  Grossen.    So  lange  also  die  Tem 
peratnr  der  Luft  in  der  Atmosphäre  sich  nicht  ändert,  ist 

KR 
R  +  H 

eine  constante  Grosse,  die  wir  durch  A  bezeichnen,   also 

KR 
^-^  R  +  H 

setzen  wollen.    Dann  wird  die  obige  Gleichung: 

iisiDZ=8in  (Z  +  r-Q. 

Betrachten  wir  nun  wie  oben  wieder  den  Lichtstrahl  als  eine 
gebrochene  Limtt  so  wollen  wir  in  Taf.  IL  Fig.  7.  einmal  überhaupt 
swd  anfefaiaiMkr  folgende  geradlinige  Theile  Ap^Ap  und  A^Af- 
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desselben«  die  in  dem  Pankte  Ap  mit  einander  z!isammenstos«eD» 
in's  Auge  fassen.  Dann  ist  in  der  im  Obigen  eingef&hrteii  Be- 
zeichnung: 


sin 


a~ 


sinfj»     A>~i 
In  dem  Dreieclce  ApCAp^i  ist  aber 

sin  f  p :  sin  zp^i  =  CAp^i :  CAp 

oder 

sin  f  p        CAp^i 
sinzp^i        CAp 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  obigen  Gleichling 

sinzp ip 

sinfp      ^-1 

durch  Mnltiplication,  so  erhält  man  die  Gleichung 

sln:^  kp     CAp^i 

sinzp^.!      ^— I*   CAp 

Bezeichnen  wir  aber  den  von  Ap  Ap^i  mit  der  Verlängenrog  von 
Ap^i  Ap  über  den  Punkt  Ap  hinaus  an  diesen  Punkte  emgesehb^^ 
senen  Winkel  durch  wp  und  den  Winkel  Ap  CA^^  durch  Cp,  s^ 
Ist  offenbar 

zpi-i  =«p+Qi— Wp; 

also  nach  dem  Obigen 

sina^ kp     CAp^i 

sin(zp  +  Cp  —  top)  "^^-1  *    CAp 
oder 

sin(zp+  Cp— top) kp-^.CAp 

sin  Zp  kp.  CAp^x 

Wenn  man  auf  beiden  Selten  dieser  Gleichung  die  Einheit  addir^^ 
und  subtrahirt  und  dann  dividlrt«  so  erhält  man  die  Gleichung 

sin (;:^  +  Cp  —  top)  +  sinzp  _  kp-x ,  CAp+kp.CAp^i 
sin (zp  +  Cp — tOp)  —  sin 2^  ""  kp^i . CAp-^kp.CA^i 

oder  nach  einer  bekannten  Zerlegung  der  Summe  und  IHffereo^^ 
zweier  Sinusse: 

sln{zp+t(Cp— tOp))cos|((^— tOp)     A^-.i.C^p-f^.C?..iyjj 
cos{;^+4(<^— «0p))8lnt(Cp— tOp)'"^-i.  CAp-^.  ^^hT 
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oder 

tang4(Ci-«o,)       ^kp^.CAp--kf.CÄ^{ 
Feroer  ist  nach  dem  Obigen 

gin2p_      gina^ 


eioip     8in(2p — top)     A^i 
oder 

gin(iji— toy)_^-t 
einsp  kp 

und  folglich  auf  ähnliche  Art  wie  vorher : 

ein  {zp  —  top)  +  sin  zp kp-.i  +Up 

sin(j;p — to^)  — ein2p     kp^i-^kp^ 

ein  (zp  —  jtop)  cos  ^top kpi-  kp-i 

cos  («p — Jtop)  sin  atop      kp — kp-i 

oder 

tang(2p— jtop)  _kp-^  kp^ 
tangitop  ^— V-i' 

Ans  den  bdden  Gleichnngen 

■ 

tangtzp+KC^— top)>_*^.Ci<p+/;p.Ci<p4., 
im%\(Cp^wp)  kp^x .  CAp  —kp.CAp^i ' 

tapg (zp  —  Iwp)  _kp  +  kp-^ 
tangifOp  kp — ^-1 

erhält  man  durch  Division  die  Gleichung 

fang{;»  +  i(Q,— top))        tangjtop 
tang  (zp  —  Jtop)       '  tang  \{Cp—Wp) 

kp — kp^i  kp^i ,  CAp  +  kp .  CAp^i 

kp^^.CAp  —  kp.CAp^i'  kp+kp^i 

welche  Gleichung  man  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken  kann : 

sinitop 

tang  {2^+i(Cp— top))  j|top cosi(Cp— tog)       Wp 

tang  (zp —  JtOp)      *  eini(Cp— tOp)  *       cos  «tOp       *  Cp — top 

4(Cp— top) 

Äp— Äp— 1  kp^i .  CAp -|- kp . CAp-fi 

kp^j^  •  t/Ap'-^kp  •  t^Ap^x  kp  '\-  kp — ^| 

liSMen  wir  nun  n  in's  Unendliche  wachsen,   se  nähern  sich 
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Wp  und  Cpj   also  auch  wp  und  Cp—Wp   offenbar   der   Null   dhi 
Gränze.    Also  näherB  offenbar  die  Bruche 

tang{gp  +  i(Q,*-ttyp))     cosKCp— ti») . 
tang(2p  — Jwp)        '  cosiif;;^ 

sin  \wp     sin^(Cp — tc^) 
i^P    '       ä(Q» — Wp) 

sich  sämmtlich  der  Einheit  als  Gränze,   und  die  Gränze,  weichet   *; 
die  Grosse  auf  der  iipken  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  obiger 
Gleichung  sich  nähert,    ist  folgPich  einerlei  mit  der  Gränze,   wel-    | 
eher  der  Bruch 

Wp 


Cp—^wp 


sich  nähert.    Da   nun   aber  wegen    der    obigen  Gleichung  dii 
Gränze  einerlei  ist  mit  der  Gränze,  welcher  unter  der  gemadifMi 
Voraussetzung 

^p—1  •  CAp  —  kp .  CAp-\-i  kp  +  Ap— 1 

sich  nähert,  und  da  diese  letztere  Gränze,  weil  kp-.i  und  kp  bioM . 
von  den  entsprechenden  Dichtigkeiten  der  Luft,  diese  Dichtigkd- 
ten  aber  bei  derselben  Temperatur  nur  von  den  Entfemnnge« 
CAp-i  und  CAp  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  abhängen,  offen- 
bar bloss  von  der  Entfernung  CAp  von  demMIttelpvnkte  der  Eide 
abhängen  kann,  so  hängt  auch  die  Gränze,  welcher  der  Bruch 

Wp 


Cp  —  Wp 


f . 


sich  nähert,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  bloss  von  der  Ent- 
fernung CAp  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  ab,  so  dase  aleo, 
wenn  wir 

Cp—Wp  "^^ 

setzen,  fp  eine  bloss  von  CAp  abhängende  Grosse  ist. 

Setzen  wir  nun  in  der  sich  hieraus  ergebenden  Gleichung 

wp=fp{Cp^Wp) 
für  p  nach  und  nach 

0,  1,  2,  3,  4,....  M-1; 

so  erhalten  wir,  wobei  Taf.  II.  Fig.  8.  zu  vergleichen  ist,  die  fol- 
genden Gleichungen: 
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«i=/i(€i-«>i)» 
Wb = /a  (Ca — Wa)» 

u.   s.  H*. 
«0,^-1  a=A-i  (Gi-i — «n-i) ; 

wo  die  Grtisseo 

fo9  f\»  f^9  f%*  ••••  A-i 
respectiFe  bloss  von 

abhSngen.  Weil  aber  die  Hohe  der  Atmosphäre  im  VerhSltnlss 
IQ  dem  Halbmesser  der  Erde ,  Vielehen  wir  uns  als  Längeneinheit 
aagetionimen  denken  können,  sehr  Jclein  ist,  so  sind  die  Differen- 
len  der  Grossen 

■ 

im  Verhäitniss  zu  dem  Halbmesser  der  Erde  sehr  klein,  also  diese 
GrOsseD  sehr  wenig  von  einander  verschieden ,  und  es  können  da- 
kar  wd^  die  Grössen 

f09    fl*    f^»    fz9  ••••   /«-l 

nur  sehr  wenig  nnter  einander  verschieden  sein.  Deshalb  wird 
es  verstattet  sein,  sich  für  jede  dieser  (JrGsseB  näbemngsweise 
das  arithmetische  Mittel  zwischen  allen,  n  natürlich  unendlich 
gross  angenommen,  gesetzt  zu  denken,  was,  wenn  wir  dieses 
t  aridinietiselM  Mittel  durch  f  bezeichnen ,  wo  f  eine  von  der  schein- 
baren Zenithdistanz  .Z  nicht  afohängeDde  und  insofern  also  eon- 
atante  Grosse  ist,  nach  dem  Obigen  zu  den  folgenden  Gleichun- 
gen sföhrf : 

Wo  = /(Co— Wo)» 

u?2=/'(C2 — Wa), 

W3  =  AC'3— wa)j 
u«  s.  w. 

Wfi— 1  =/(Ci»— 1  —  Wn—i)' 

Addirt  man   diese  Gleichungen   zusammen,    so   erhält  man,   weil 
offenbar 

C=2  Co  +  Ci  +  C||  +  ci  -f-^.  +  Cn— 1 

und,  wie,  mit  Rficksicht  darauf,  dass  wir  (Taf.ll.  Fig.  6.)  den  Winkel 


l 
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Ai^SAnj  d*  h«  Si  als  versdiwiiideBd,  die  Limen  iS4o  und  «S^^  *1cm>  Mi- 
ander  parallel  angenommeD  hab^i,  so  dass  folglieh  die  Stmhiwi 
brechong  r=j^SAnBn'=^^SOBn  ist,  eine  einbdie  geometrisdiS 

Betrachtang  sogleich  lehrt,  f 

ist,  die  Gleichung  \ 

also  ^ 


oder,  wenn  wir 


C-rz=jr, 


B-j 


•ii 


setzen,   wo  B  eine  Fon   der  scheinbaren  Zenithdistans  Z  BieUl 

abhängende  und  insofern  also  constante  GrSsse  ist,  die  GUeidnm  j 

.       ■• 

C— r=jBr  oder  r—C= -Ar.  1 

Führt  man  nun  diesen  Werth  von  r  —  C  in  die  oben   geCntdaMJ 
Gleichung 

^IsinZ  =  sin(Z +  r-C) 

j 

ein,  so  wird  dieselbe: 

^sinZ=siD(Z--Ar). 

Diese  Formel  heisst  nach  ihrem  Erfinder  Thomas   Siap*  i 
son  die  Simpson'sche  Refractionsformel. 

Eine  andere  Form  hat  der  berfihmte  englische  AtroDom  Brad- 
ley  dieser  Formel  gegeben.    Nach  derselben  ist  nämlich 


also 


sin  (Z-gr) 
sin  Z       "^  ^' 


sin  Z  +  sin  {Z—Br)  _  1  +  i< 
sin  Z— sin  {Z-^Br)  ""  1  — ^  * 


oder  nach  bekannten  Zerlegungen: 


sin  (Z  -  \Br)  cos  \Br  _  1  +  ^ 
cos(Z— iBr)sin4Är""r^' 


also 


fo^ich 


der  Fänneim  wem  Stwipem  umä  Bradiep  etc.     .  9Q9 

tmg(Z^kBt)     1+A 
tanglBr      "T^* 


j^tangiBr=ztang(Z^hBr). 


NoD  ist  aber  \Br  immer  ein  sehr  kleiner  Bogen  *)  und  man  kami 
also  nSiieningsweise  iA*  fiirtang4lfc*setaien,  wodurch  die  vorher- 
gdiende  Gleichung  folgende  Form  erh&lt: 


oder 


oder»  wean  wir 


§j^r=:iuig(Z^iBir) 


2    1— i< 


2    1-^  ,» 


r  =  mtang  (Z — itr), 

wddies  die  Bradley'sche  Refractionsformel  ist 
SBttelst  der  Simpson*scheo  Formel 

sin(Z  — jBr)=:^sinZ 

kann  die  Refiraciion  r,  wenn  man  die  Constanten  A  und  B  kennt, 
leicht  und  unmittelbar  aus  der  scheinbaren  Zenithdistanz  Z  be- 
rechnet werden.    Aus  der  Bradley' sehen  Gleichung 

r  =  mtang  (Z — nr) 

kann  aber  die  Refraction  r,  wenn  man  die  Constanten  m  und  n 
kennt  und  die  scheinbare  Zenithdistanz  Z  gegeben  ist,  nur  durch 
einiges  Probiren  und  successive  Annäherung  bestimmt  werden. 

Weil  aber  nr  immer  sehr  klein  ist,  so  zeigt  diese  letztere 
Formel,  dass  die  Refractionen  sich  nahe  wie  die  Tan- 
genten der  scheinbaren  Zenithdistanzen  verhalten. 


«)  Bisa  weil«  diw  ans  nameritchen  BettimmaiigeB  der  Csattante 
B  ia  der  Simpsoa'sdien  Foraei  dareh  Beobachtoagen,  tob  deaea 
■Bcliker  die  Bede  teia  wird. 
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Die  iD  der  Simpson*  sehen  Formel 

sin(Z-Är)  =  JsinZ 

vorkommenden  GrCssen  Ä  und  B  aind  nach  dem  Vorhergehenden 
offenbar  nur  so  lange  constaDt,  so  lange  der  Zustand  der  Atmo- 
•phire  «ngeindert  bleibt,  md  handelt  es  sich  daher  «t  eioe  Be- 
sditerang  dieser  Constanten,  soicann  natilrlieh  nur  von  einer  Be- 
stimmung derselben  für  einen  bestimmten  Zostand  der  Atai9> 
Sphäre,  d.  h.  für  bestimmte  Stände  des  Barometers  und  Thermo- 
meters, die  Rede  «ein.  Ist  man  m  einer  solchen  Bestimmung 
gelangt,  so  gilt  natürlich  auch  die  Formel 

sin(Z-Är)=:JsinZ 

nur  für  den  in  Rede  «tehenden  bestimmten  Zustand  der  Atmo- 
sphäre oder  für  die  in  Rede  stehenden  bestimmten  Stände  de« 
Barometers  und  Thermometers,  und  demselben  Zustande  der  A^ 
mosphäre  entsprechen  dann  auch  nur  die  mittelst  der  obigen  For- 
mel berechneten  Befractionen.  Da  nun  aber  die  Beobachtungen 
nothwendig  bei  sehr  verschiedenen  Zuständen  der  Atmosphäre, 
bei  sehr  verschiedenen  Ständen  des  Barometers  und  Thermon^ 
ters,  angestellt  werden  müssen,  so  muss  man  die  mittelst  der 
obigen  Formel  berechneten  Refractionen  auf  jeden  andern  Zustand 
der  Atmosphäre  rarednciren  verstehen,  wobei  vrir  bemetkee^'daen 
man  die  aus  der  Formel  berechneten,  einem  bestimmten  Zustande 
der  Atmosphäre  entsprechenden  Refractionen  mittlere,  dagegen 
die  daraus  abgeleiteten,  irgend  einem  anderen,  zur  Zeit  einer 
Beobachtung  Statt  findenden  Zustande  der  Atmosphäre  entspre- 
chenden Refractionen  wahre  Refractionen  zu  nennen  pflegt.  Wie 
man  sich  nun  bei  dem  in  Rede  stehenden  sehr  wichtigen  Ge- 
schäfte zu  verhalten  hat,  soll  jetzt  gezeigt  werden. 

Das  Princip,  von  welchem  man  bei  den  Reductionen,  deren 
Aufifiihrung  hier  gelehrt  werden  soll,  im  Allgemeinen  ausgeht,  ist 
folgendes: 

Die  Refractionen  sind  den  Dichtigkeiten  der  at- 
mosphärischen Luft  proportional 

Durch  theoretische  Uotersuchungen  und  vielfache  genaue  Be- 
obachtungen ist  die  wenigstens  sehr  nahe  Richtigkeit  dieeee 
Satzes  ausser  allem  Zweifel  gesetzt  worden. 

Nun  hat  durch  äusserst  genaue  Versuche  Gay  Lussae  ge- 
seig^,  dass,  wenn  das  Volumen  einer  gewissen  Luftmasse  bei  der 
Temperatur  0  und   einem  gewissen  Barometerstande   der  EnheK 
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gleich  gesetzt  wird,  das  Volumen  dieser  Luftmasse  bei  der  Tem- 
peratur i  Dach  dem  Ceatesiaialtliermomeier  und  demselben  Baro- 
meterstande 

1+ «.0,00375 

ist,  wobei  wir  auf  neuere  Bestimmungen  des  in  diesem  Ausdrucke 
▼orkommenden  numerischen  Coefficienten  weitere  Rücksicht  jetzt 
nicht  nehmen  wollen. 

Ausserdem  weiss  man,  dass  nach  dem  Mariott  ersehen  Ge- 
setze bei  unvMIwledier  Temperatur  die  Dichtigkeit  4er  Luft  dem 
Drvekt»  uotet  welchem  sie  «leht^*d.  k.  deni  Barometerstaadie  ptft- 
pertional  ist   . 

Sei  nun  />  die  Diditigkeit  Ait  Luft:  bei  der  Temperatur  04iffd 
dem  mittleren  BareineterstaAde  0^,76;  dagegen  t)  die  Dichtigkeit 
Luft  bei  der  Temperatur  t  nach  dem  renteslmatthermonreier 
deM  Barometerstande  b  für  das  metrisclie  Barometer;  so  ist, 
in  noch  d  die  Dichtigkeit  der  Luft  bei  der  Teinperatur  0  nnd 
dem  Barometerstande  b  bezeichnet,  nach  den  obigen  Gesessen: 

c{:D=:l  4- «.0,00375:1 
und 

/>:rf  =  0»,7«:6, 

wo  man  rficksichtlich  der  ersten  Proportion  nicht  unbeachtet  las- 
sen darf,  dass  die  Dichtigkeiten  sich  immer  umgekehrt  wie  die 
Volomina  verhalten,  natürlich  unter  Voraussetzung  gleicher  Mas- 
sen.   Aus  den  beiden  obigen  Proportionen  folgt: 

1^_ 1_ d         b 

d— 1+«.0,00375'  />"-0«,76' 

folglich,  wenn  man  multiplicirt : 

D  _  ^ b 

S  —  0",76.(l  +  <.a,TO375) ' 

oder 

^=»»,76.(1 -^.0,00375)^- 

Bezeichnet   daher  r   die  sogenannte  mittlere  Refractioa  bei 

der  Temperatur  0   und    dem  Barometerstande  0>",76,    dagegen  r 

die  sogenannte  wahre  Refraction  bei  der  Temperatur  t  und  dem 

Barometerstande  6,  Immer  in  Bezug  auf  das  Centesiraaithermome- 

tecimd  das  metrische  Barometer,  so  ist  nach  dem  obigen,  allen 

^Wseo  Reductionen  zu  (Snittde  zu  legenden  allgemeinen  Princip: 
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6 

folglich  umgekehrt: 

^0-,76.(H;<.0.00375) 


Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  für  die  Temperatnr  0  und  den 
Barometerstand  0^,76  die  Werthe  der  Constanten  A  und  B  imA 
Beobachtungen  bestimmt  werden  können,  wozu  es  verschiedeiie 
mehr  oder  weniger  genaue  Methoden  giebt  Wir  werden  uns  je- 
doch hier  der  folgenden  Methode  bedienen,  die,  wenn  auch  we-. 
niger  einfach  als  manche  andere  Methoden,  doch  den  VorBug  hat, 
dass  sie,  wie  die  meisten  fibrigen  Methoden  thun,  zn  nur  nUiia 
mngsweise  richtigen  Voraussetzungen  gar  keine  Zuflucht  sa  neh- 
men braucht. 

Man  messe  mit  dem  Meridiankreise  die  Zenithdistanzen  Z  md 
Z'  eines  Circuropolarstems  bei  seinen  beiden  Durchgängen  dnrA 
den  Meridian  und  beobachte  gleichzeitig  die  Stände  des  Thermo» 
meters  und  Barometers  ^,  b  und  H ,  6^  Sind  nun  r  und  r'  ^Ae 
entsprechenden  mittleren  Refractionen  för  die  Temperatur  0  und 
den  Barometerstand  0>",76;  so  haben  wir  die  Gleichungen 

8in(Z^Br)=ABiüZ, 
sin(Z'— i?r')  =  ^sinZ'; 


aus  denen  sich 


also 


Z  -  ^r= Aresin  (^Isin  Z), 
Z'—ü^= Aresin  (4sin  Z') ; 


Z  —  Aresin  M  sin  Z) 
,      Z^-Arcsin(2<sinZ0 


ergiebt.    Bezeichnen  wir  nun  die  wahren  Refractionen  durch  r  und 
r'  und  setzen  der  Ktirze  wegen 


f= 


0-,76.(l  + «.0,00375)' 
*; . 

'— 0»,  76.(1 +  «'.0,00376)' 
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•o  i«t  nach  dem  TorhergeheadeB  Pto^pvphen: 

also  nach  dem  Obigen : 

fZ-^ftkxc  gjn  (Ä  sin  2) 
t= g  , 

,     fZ'—f  Af€sip(i<sb  Z') 

B 

Dther  sind  die  wahren  Zenithdistanien : 

y,^      (/+g)Z-/Arcsin(JsipZJ 

^.^     (r-H?)Z^>-rAresin(^siDZO 

BeMichsen  wir  nun  den  wahren  Abstand  des  Pols  vom  Zenith 
«hnrch  P»  so  ist  belcanntlich 

P=:i|(Z+r)  +  (Z'+f')J, 

also  nach  dem  Torhergehenden: 

9BPs/Z-f/'Z'+(Z+Z')£— /ArcsinfiisinZ) 

— /'Arcsfai(^sfaiZ'), 

oder,  wenn  wir  der  Kflrze  wegen 

irr/Z+fZ',   2=:Z-f Z' 

«eisen: 

2fiP=f +  zJ?-/Afcsin(il  sin  Z)—/' Aresin  (il  sin  Z'). 

Beobachtet  man  nun  in  derselben  Weise  wie  vorher  noch  swei 
andere  Circnmpolarsterne,  beselchnet  die  gemessenen  Zeiiith- 
distanseo  fflr  den  einen  Stern  durch  Z^,  Zi',  flir  den  andern  Stern 
dorch  2^,  ZJ,  und  die  entsprechenden  St&nde  des  Thermome. 
fers  und  Barometers  durch  ^,  bi\  i^' ,  bi'  und  i^,  b%\  tj,  bj; 
aetst  sugleich  der  Kflrze  wegen 

'»'-O*,76.(l+<i.O,0CB76)' 

f.^ V , 

^^  "-0-,76.(l  +  V.a«B75)' 
90  wie 
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und 


80  wie 


'^  "-0«,76.(1+V  0,00376)' 


h=/i^i+A%',  «i  =  Z|+Z/; 


80  hat  man 5  in  Verbindung  mit  dem  Obigen,  überhaupt  die  drei 
folgenden  Gleichungen :    .  .,  . 

2  AP=r  ^^tB  —/Are  sin  {A  sin  Z)  ^f  Are  sin  {A  sin  Z')» 

2BP=fi+ZiB-/;Arcsin(JsinZi>-/l'Arc8in(ilsinZi')» 
2ÄP=f2+ 2«^-/2  Aresin  (^Isin  Z^—f^'  Arcsln  (il  sinZ^O; 

weiche  die  drei  unbekannten  Grossen  A,  B,P  enthalten »  die  steh 
also  mitteUt  derselben  bestimmen  lassen  müssen.  Zu  dem  Ende 
miiltiplicire  man  die  drei  obigen  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

nndaddireaie daimsu  einander,  8o  eiiiältman  sogleiGh  dieCUeichong 

\-    • 

0=       ?(^l— ^+h(2«  — «)+f2(«  — 2Ji) 

— (zi  —  2a)  1  /Are  sin  {A  sin  Z)-}rf  Are  sin  {A  sin  i')] 
—  (za — «)  t/i  Aresin  (J  sin  Z^)  +/i'^  Aresin  (4sin  Z^') } 
— (z  —  Z|)  1/^  Arcsin  (4sifi  Z^)  4-/2' Aresin  (^Ism  Z^)  ] 
oder 

.=  (zj  -  za)  l/Arc  sin  (4  sin  Z)  + /^  Are  sin  (il  sin  ZOl 

+  (^a— »)  t  A  Are  sin  (4  sin  ^) + A' Are  sin  (J  sin  2^0» 
>f  (z-— Z|)  l/a  Arcsio  {A  sin  Za)  -f  A'  Aresin  (ilsin  Z^OI» 

welche  nur  die  eine  unbekannte  Grösse  A  enthält.  Diese  Glei- 
chung kann  freilich  nur  durch  Näherung  aufgelöst  werden»  was 
aber  keine  Schwierigkeit  hat,  da  sich  aus  der  Gleichung 

sin  (Z~  Ar)  =  4  sin  Z, 

weil  r  immer  sehr  klein  ist,  leicht  übersehen  lässt,  dass  A  der 
Einheit  nahe  kommen  muss. 
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Hat  man  aber  A  auf  diene  Webe  gefbnden,  so  ergeben  sich 
etwa  aus  den  beiden  Gleichungen 

21?jP==|  +  zä— /Arcsin(-4sinZ)-/''Arcem(4sinZ0, 
2£P=|i -f^ii^- A  Arc8io(ilsin  2^- /i' Arcsin(i4Mti:;^0f 

wenn  man  dieselbe  in  Bezug  auf  B  und  iBP  als  unbekannte 
Grössen  wie  zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades  mit  zwei  unbe- 
kannten Grössen  auf  gewöhnliche  Weise  auflöst ,  auch  leicht  A 
und  ^BPf  mid  dann,  wenn  man  mit  dem  bekannten  Werth^  Von 
2i9  in  den  bekannten  Werth  ron  SÜP  ditidirt,  auch  P,  so  duis 
also  mittelst  der  obigen  Methode  zugleich  auch  der  Abstand  P 
des  Pols  vom  Zenith,  folglich  auch  die  Polhuhe  90^ — P,  unab- 
hängig von  der  Refraction  bestimmt  werden  kann,  wemi  auch  un- 
ser Hauptzweck  hier  nur  die  Bestimmung  der  beiden  Consftanlen 
A  und  B  war. 

Will  man  statt  der  Temperatur  Q  und  der  Barometerhöhe 
0*^76  eine  andere  Temperatur  t  nach  dem  Centesimalthermome- 
ter  und  eine  andere  Barometerhöhe  1^  zu  Grunde  legen ,  so  muss 
man  tm  Obigen  statt  des  Bruchs 

b 

0»,76.(l+^a00376) 

fiberail  den  Bruch 


^.{l  +  («-t).0,00375| 


setzen»   wo  offenbar  6  und  !b  überhaupt   Moss  In  einerlei  Maass 
ausgedrückt  xu  sein  brauchen.  .  >  . 

Will  man  statt  des  Centesimafthermometers  das  achtzigtbei- 
lige  Thermometer  gebrauchen,  so  muss  man  im  Obtgtti  slatt'Mr 
Zahl  0,(H»75  überall  die  Zahl 

^.0.00375=  |.0,00376, 

d.  1.  ^e  Zahl  0,0046875  setzen. 

Kennt  man  die  Constanten  A  und  B  der  Simpson'schen 
Formel,  so  können  die  Constanten  m  und  n  der  Bradley 'sehen 
Formel 

r=a?ttang(Z — nr) 
mittelst  der  aus  §.  3.  bekannten  Formeln 

leicht  berechnet  werden. 
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IHm»  die  Werthe  der  Coefficienteii  A^  B  nnd  m,n,  die  man 
in  den  betreffenden  Scbriften  angegeben  findet»  manche  Verschie- 
denheiten darbieten  5  kann  nicht  befremden «  da  diese  Werthe  die 
Resultate  von  verschiedenen  Beobachtern  zu  verschiedenen  Zeiten 
mit  verschiedenen  Instrumenten  angestellter  Beobachtungen  sind. 
Einige  der  verschiedenen  Refiractionsformeln  wollen  wir  jetzt  anflfhren. 

Nach  V.  Zach's  Sonnentafeln  8.  104*)  ist  fBr  ^  Tem- 
peratur von  50  Grad  des  Fahrenheit'schen  Thermometers,  was  mit 
8  Grad  des  achtzigtheiligea  Thermometers  überein^ttimmt,  und  die 
BaiometerfaOhe  von  29,6  englischen  Zollen  =27,775  pariser  Zollen: 

sin(Z— 5,8807.r)=0,9983487.sinZ. 

Nach  Bor  da**)  ist  fär  die  Temperatur  von  12  Grad  des 
aehtzigtheiligen  Thermometers  und  die  Barometerhöhe  von  28  Zoll 
3  Linien  pariser  Maass: 

r=67*'.tang(Z-.3r). 

Dies  ist  die  ursprüngliche  Bradley'sche  Formel. 

Nach  Laplace"*"^)  ist  flir  die  Temperatur  0  und  die  Bero- 
meterhohe  0^,76: 

r=60^,666.tang(Z-3,25.r). 


§-  6. 

•  Aus  den  in  $.  3.  angestellten  Betrachtungen  geht  von  selbst 
hervor,  dass,  wenn  in  Taf.  IL  Flg.  9.  A  ein  beliebiger  Punkt  in 
der  Atmosphäre  und  B  ein  Punkt  auf  der  Erdoberfläche  Ist,  n 
aber  eine  gewisse  constante  Grösse  bezeichnet, 

A^B'-AbF=n.Ä^F, 

t  

abw,  wenn  wir  den  Winkel  ACB  darch  C  bezeichnen. 


*)  m.  8.  Anleitung  zar  geographischen  Ortsbestimmung,  vonragUdi 
Yermittelst  des  Spiegelsextanten,  Ton  J.  G.  F.  Bohnenb erger.  Gi^ 
tingen.  1706.    S.  112. 

^*)  Description  et  nsage  du  cercle  de  reflexion  par  le  GSbevslIar 
Bor  da.    Paris.  1787.    p.  81. 

«•♦)  Trait^  ^l^mentaire  d'Astronomie  physiqoe  par  Biet. 
Edition.    T.  I.    Paris.  1810.     p.  446. 
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geaetet  werden  kau»«  W^geo  der  Kifitiibeit  dey?  Bbgens  ^fi  wird 
man  densetbeb  aber  oftbemiagsweiae  aLd  einen  Kreisbogen  befrach- 
ten, foigU^ 


,1 

;  I 


I.»,' 


und  daher  nach  dem  Obigen 

oder,  wenn  d«.l|CfirEe  wegen 

. 1 

'-2(n+"I? 

gesetzt  wird, 

setzen  kuDnen^wo  natflrlich,   so  wie  n,   auch  i  eine  constante 

Grosse  ist. 

.  »      .  ■ 

Den  Winkel  ABF  nennt  man  in  dem  hier  betrachteten  Falle 
die  terrestrische  Befractioo,    wogegen  die  früher  von  uns  be- 
trachtete  Refraction    die    astronomische    Refractioo    genannt 
wird,  weil  jener  mit  dem  Namen  der  terrestrischen  Refraction  be- 
zeichnete Winkel  ABF  gebraucht  wird,  um  die  in  dem  Punkte  B 
gemessene  sogenannte  scheinbare,    d.  h.  von   der  Refraction  alB- 
<!irfe  Zenithdistanz  eines  terrestrischen  Objects  A  auf  die  wahre 
2enithdistanz  zu  reduciren,  indem  man  diesen  Winkel  zu  der  ge- 
°^^ssenen  oder  scheinbaren  Zenithdistanz  addirt,   von  der  gemes- 
senen oder  scheinbaren  Hohe  des.  Objects  A  subtrahirt    Aus  d^m 
obigen  erhellet,  dass  der  in  Rede  stehende  Winkel  ABF  zu  dem 
^iiikel  ACB  oder  C  am  Mittelpunkte  der  Erde  in   einem  con- 
^^fti^ten  Verhältnisse  steht,  indem  nach  dem  Obigen 

AJ^F^iC 

^^^  ;   and  der  constante  Coefficient  i  wird  der  Coefficient  der  ter- 
'^^trischen  Refr^^ction  genannt. 

um  den  numerischen  Werth  dieses  CoefBcienten  zu  bestim- 
J^^H,  hat  man  sich  der  Methode  der  sogenannten  gegenseitigen 
^^i^ithdistanzen  bedient  Sind  nämlich  A  und  B  in  Taf.  II.  Fig.  10. 
^^^1  Ponkte  auf  der  Erde,  die  sich  mit  Leichtigkeit  besteigen 
^^^en  und  deren  horizontale  Entfernung,  d.  h.  der  Bogen  A'B', 
^^ch  eine  vorher  gegangene  itrigonometrische  Messung  genau  be- 
^^^%mt  worden  ist;    so  messe  man  in  B  die  Zenithdistanz  z  von 

"Xlieil  XXI.  15 
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Ay  und  in  A  die  Zenhbdistaiife  t^  von  i^^  wt»  »ütirHcli  rvMl  «f 
schebibar«,  d.  b«  von  der  RefraeÜött  «ffielii«  Zmittfadlstttnsen' slad* 

Bezeichnen  wir  nun  die  terrestrische  Refraction  AßF=^  SaB  AvaeA 
r,  so  sind  die  wahren  Zenitbdit^tanami'  vod  Jt  liod  ß  beziehnngs- 
weise  2  -f  r  und  z'  -f  r.  Den  'Winkel  C  am  Mittelpunkte  der  Erde 
kann  man  berechnen,  weil  der  Bogen  Ä'B'  als  bekannt  Vbrälik- 
gesetzt  wird;  es  ist  nämlich >  wenn  R  den  Halbmesser  der  Erde 
bezeichnet«   in  Seoonden  ausgedrückt: 


C=206m8.^=^=^.c«tr. 


und  in  Minuten  ausgedrückt: 


Nun  sind  aber,  wenn  man  sich  jetzt  alle  Winkel  in  Graden  aus- 
gedrückt denkt,  die  drei  Winkel  des  Dreiecks  AB€i 

180o^(2'+r),    J800-(2  +  r),   C; 
also 

woraus  sich 
also 


180«— (2+«'  — O 
^  2 


ergiebt    Nun  ist  aber  nach  dcnm  ObigM  rrziC,  iri^ 


und  folglich 


fC  = ' 5- ^ 


2C 

Werden  alle  Winkel  in  Minuten  ausgedrAckt  imgenommcto,  so  ist 

.     10800- (x  +  i'-C) 

und»   wenn   alle  Winkel  in  Secunden  ausgedrückt  angenotomeD 
werden,  so  ist 

._  648000--^+^  C) 
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oder,  weil 


i=:0,06 
1 


13 


Ofljm 


iai^  aach 


■  • 


\. 


.        1 


li 


Aadere  Angaben  sind  folgende: 

■        .  ■ 

trsOylOOO  nach  den  Engländern; 

i=0«0643  nach  Cörabernr; 

t= 0^0685  nach  der  08tpreu«ii8<;ben  Gtadmessung ; 

«=0,0653  nach  Gauae; 

i=0>0619  nach  Struve. 


'     I 


Hiernach  scheint  allerdings,  die  g<»wOhnliche  Annahme  t=0,08 
oder  t=|^  etwas  zu  gross  su  sein;'  der  Wahrheit  näher  wflrde 
wohl  etwttdaä  MHfol  iiWIschen  O^OSnnd  Wß;  also  etw»  (±iO,W  hotnm^n. 


■  .   1 1- 

Unter    welchen  Beengungen  läsat  sich  F(xy  y)   als 

Funktion  von  <p0^yy)  darstellen? 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dien g er , 

an  der  uolj technisches  Schale  la  Carlsruhe. 


Id  seiner  ,» allgemeinen  Auflösung  der  Zahlengleichungen'* 
(Wien,  1851)  hat  Herr  Simon  Spitzer  (S;46  ff.)  berrits  diese 
Frage  in  gawfaiser  WeiAe  Ibeantwortet;  wenn  Ich  sie  daher  biet' 
nochmaLi  Tomehme,  so  geschiabt  «diess  bloss  daran,  mn  dieselbe 
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einerseits  durch  rein  aMJyÜiBcke  Hittel  za:  Iteeo,  anderergeit»  die- 
selbe in  Etwas  zu  erweitem. 


I. 

■  #        •      ' 

Seien  x^  y  zwei  unabhängige  GrSssen,  Fi^x,  y)  eine  (bekannte) 
Funktion  derselben,  und  man  stelle  sich  die  Frage»  ob  e«  m8|^ 
lieh  sei,  F(äc,y)  als  Funktion  einer  Grosse  q>(a:,y)  darzastellei^ 
wekhe  letztere  selbst  eine  Funktion  jener  Unabhängigen  ist^  «• 
dass  man  etwa  habe: 

F(x,y)=^f[q>(x.y)].  (1) 

Wenn  (1)  identisch  besteht,  so  muss  auch  sein: 

dx      Bq>' Sx'    hy     Btp  \By    ' 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  folgt,'  'dass 

8F85     8F85_ 

dxhy'^dydx—^  ^^  . 

T 

sein  mus»,  iFdebeGbüiclHiiig. somit nothwendigi3t,;4MlH  ^ie.wr 
gegebene  Eigenschaft  Statt  habe.  Umgekehrt,  wenn  (2)  Statt  hat 
ist  Fix^y)  eine  Funktion  von  q>(x,y).    Denn  man  hat  ans  (2): 

SF_SxSF_Q^ 
Bx     Bi^By        ' 

By 

B(p  B<p 
ist  nun    K^:g^=:^(a*,^),  so  hat  man  also  die  partielle  Differen- 
tialgleichung : 

aF        ,      .  &F     :^  . 

•gi— *(^>y)^=o,  (3) 

welche  bekanntlich  integrirt  wird,  wenn  man  die  Gleichungen 

aF=0,  dy  +  *(«,  y)&r  =  0  (30 

integrirt     Aus    der  ersten   folgt  F^za,   aus   der   zweiten   folge 

V(^>y)=A>   so  muss  if'ixyy)  gleich  q>{x,y)  oder  eine  Fanlstion 

dieser  Grösse  sein.    Denn  die  zweite  Gleichung  (3')  ist  eigentlidh 

Btü  Bm 

Kj-d3f -f  ^9^=0  und   ist  augenscheinlich  durch  9(x,y)=6  oder 


fp'(^(x,y))z=b  erfidlt,   wo  ^'  eine  wUlbOMiche  Funktion  bwle«- 
tet    Das  Integral  von  (3)  ist  somit 
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F=F(9{ar,y)), 

wo  F  eine  willkfihrliche  Funktion  bedeutet,  nnd  welche  Gleichung 
unsere  Behauptung  beweist 

Umgekehrt  wird  man  aus  der  Gleichung  (2)  diejenige  Funk- 
tion q>  finden  kOimen«  yon  welcher  F  selbst  Funktion  Ist 

BF    dF 
In  diesem  Falle  ist  F,  also  auch  öp>   -^  gegeben,  und  in  der 

Gleichung: 

d^dF     S^SF^f. 


ist  9>  gesucht    Man  hat  also : 


BF 


89=0,  öy^+gf^  aap  tbO, 

SF  SF 
ond   wenn    ■gz''5L  ^^^^  abkürzen  lässt,  so  wird  das  Integral  der 

xweiten  Gleichung  yon  einfacherer  Form  sein,  als  F(a:,y)^bs 
wdche  letztere  Gleichung  allerdings  genügen  würde.  Ist  also 
f(^»y)=^  ^^  80  erhaltene  Integral,  f  eine  willkü^rliche  Funk- 
tion, so  ist 

9)  =  /'(tKa:,jr)),  (4) 

worin  als  einfachste  Form  enthalten  ist: 

g>=if'{a?,  y).  (4') 

Um  dann  endlich  in  (I^  die  Funktion  /  au  erhalten,  ist  zu  be- 
merken,  dass 

d(p      bx  dx  ^  ^ 


Drückt  man  auf  der  zweiten  Seite  dieser  Gleichung  Alles  als 
Funktion  von  q>  aus,  so  erhält  man  /  als  Funktion  von  9  und 
also  auch  F(ar,  y). 

Es  ist  leicht  zu  übersehen,   dass  die'  einfachere  Form  (4') 
immer  genügen  wird. 

Einige  Beispiele  mögen  das  Verfahren  erläutern. 

1)  Sei  n[ar,y)  =  3y«  +  J2ay— 12y  +  12a:«— 24r  +  ll,  so  ist 


also  7p-:-ö-=:2,  mitbin  di^' ^u  integrlrende  Gleichung:  I 

8^+28a;=0,  also  t(*.y)==W+2«=(9»(«w.y);  | 

d.  ii.  ■-'  ■         ■  /  ■''  ■•    •   '■  I 

wo  C  eine  Konstante;  mithin  endlich: 

%«+12a;y--12y+12^«--24a:+ll==%+2a:)*-12(y+2a?>f€, 
woraus   C=ll. 

2)  F(a;,y)=3^+2af^+ary+2tt:V+a:*--8y*--3ary--3a*+8. 

8F 

'    9P    ••  -i-  •  ■'''••■■•  ^' 

♦  ... 

'  Untersuche  wir  nun,  ob  beide  CrrSsseb  einen  genleinsdhalt* 

llÄen  Theiler  haben. 


2 


4ar»+  ^x^y+  6a;y2~6a:+2y«—  3y 
4a:Hl'^^^jy-Fl2>ryg— 6:g+8y^— 12y 

oder  dividirt  durch  '—3^: 

2j^+2a:y+2y^— 8 
2a;»+6a?2^+6a:^«— 3ar+4^3— 6y  |  3a?^  +  2a:y-|-2y*— 3 
2^3^2>t2y+2a?y^-^a? 

4a:*y + 4a:y* + 4y  ^  —  üy 

4jrV+4a:y^-füy»-%  • 

'  «ff  0  ■  ''  ■ 


*«*4- 


;p+2y 


^4^9  ist  2a:*+2^^  +  2y«--3  der  g^U^te^f^uejuascfwßiicbe-Tbmler, 
und  wirklich  ist: 

BF  BF  '    •  '•■  *»' 

g-=(2a:H2a:y+2y«-3)(%+a:),   g-=(2^H2:ry+2y*~3)(2a:+y). 

Die  zu  iutegrirende  Gleichung  ist  demnach: 

(2v  +  a:)9y  +  (2a?+y)8a:=0,   woraus  y*+Aj*  +  ^=9(«,y). 


1=6»«— &ir'j-12»s,«  +  2»^+4j'_ll>;t»  +  Sj, 


I 


+    II 


I  6- 


I 


1 


4.J     I 


-:^ 


II  g 


•       II 


I 


1     T 
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4)  F(ar,  y)  ==  2ar*+4ir«— 4r«jy + 2ar«  -  4ry  +  2y«  +  & 

dF  BF  dF 

-^=-4a:M43^-4r=Ca;H^-2^)(~4),     3^' g^=-2a:-l, 

2a?*  +  4^»-4a?«y  +  2a^--4ary+2iy»>6=:2(y--a?--a^)«+C,  C=6. 

5)  l'Xa:,  y) = ar*^2—  2^^»^»  +  orV  —  2a:«y  +  2ary« 

BF  BF 

(a:*'-2a;y)8y  +  (2ary — y«)8a? =0, 
welche  Gleichung  integrirt  wird,  wenn  man  yz^an  setzt »    woran« 
Bx     1—2» 

a;4y* — 2a;  V  +  a: V  -  2«^  +  2ary* = a:*(y*(a: — y)' -  2afy(a; — y)  +  C, 

C=0. 


Es  sei  nun  ferner  die  Frage  gestellt,  in  welchem  Falle  die 
zwei  Gleichungen 

9>(^,y)=0,  '^(x,y)=0  (6) 

nicht  von  einander  verschieden  sind»  d.  b*  dass  sSmmtlictte  Werthe 
von  X  und  y,  welche  der  einen  genügen,  auch  aus  der  anderen 
folgen,  was  alsdann  auf  unendlich  viele  Arten  sein  kann« 

Aus  der  ersten  (z.  B.)  der  Gleichungen  (6)  folgt»  dass  5  eine 
Funktion  von  x;  legt  man  also  x  einen  Werth  x'  bei»  so  folgt 
daraus,  dass  y  einen  (oder  auch  mehrere)  Werth  y'  annehme; 
legt  man  x  den  Werth  x'  -t-a  bei,  wo  et  unendlich  klein,  so  wird 
y  zu  y-fl?9  ^0  ebenfalls  ß  unendlich  klein;  die  Werthe  af  ^  yf, 
so  wie  x'  -Sr^i  y'-\-ß  müssen  nun  auch  der  zweiten  Gleichang  (6) 
genfigen;  also  muss  man  haben: 


laut  »tek  f(it,9)  al*  nmkUo»  wn  9(9,11}  dartteüent      335 
g>(ar',jf')=0,    ^(iB',y')=0,   <pia' ri-a,  g'+ß)sdO, 

ivoTOD  die  zwei  letzteren,  vermöge  der  zv^ei  ersten»  beissen: 

Qod  woraus  man  erhält: 

dxdif      dy  dx       '  '  -^ 

Diie  ..6le!<ifi^ng  (7)  sagt,  nach  dem  in  I.  (Gezeigten,  ans,  dass 
9^  eine  Funktion  von  if;,  oder  allgemeiner,  dass  (p  und  tf;  Funktio- 
nen einer  und  derselben  Funktion  f(a:,  y)  sein  müssen.  Diess  ist 
^VLu  die  erste  Bedingung..  Die  zweite  ist  aber  die,  dass  diese 
Punktionen  von  f  zu  gleicher  Zeit  Null  sind.    Ist  also 

tp(a:,y)=2q>'[f{x,y)\,  i\f{Xyy)  =  'ii}'\f{x,y)\\ 

so  folgen  aus  g>(a:,  y)=0  eineHeihe  konstanter  Werthe  von  f{x,y); 
setzt  man  diese  in  if;(a',  y),  so  wird  tf;(a:,  y)  ebenfalls  konstante 
Berthe  annehmen,  die  mithin,  wenn  die  Gleichungen  (6)  nicht 
verschieden  sein  sollen,  sämmtlich  Null  sein  müssen. 

Ein  ähnliches  Resultat  erhält  man,  wenn  man  sich  die  Frage 
I       stellt,  in  welchem  Falle  die  Gleichungen  (6)  durch  kein  System 
reeller  Werthe  von  x  und  y  zugleich  befriedigt  werden  konneu. 

Dm  dieselbe  zu  losen,  setzen  wir  z:=:q>(x,y),  während  wir 
ungleich  '^(x,y)=^0  haben.  Man  suche  nun  die  Systeme  von 
Berthen  fiir  x,  y,  welche  z  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
Brachen.  Fallen  nun  sämmtUche  Minima  von  z  positiv  aus,  so 
v^ird  es  offenbar  kein  System  der  x,  y  geben,  das  z=0  macht; 
^^len  sämmtliche  Maxima  negativ  aus,  so  ist  derselbe  Fall  vor- 
^^i^den.  In  diesen  Fällen  also  werden  die  Gleichungen  (6)  nicht 
^^gieich  bestehen  können. 

Die  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  von  z  ist  aber: 

d(pBtlf     dq>d^ ^ 

^^lehe  Gleichung,  wie  wir  so  eben  gesehen,  aussagt,  dass  9 
^^4  ^  Funktionen  derselben  Funktion  f(x,  y)  sind.  Daraus  folgt, 
^^«  aus  i(;(a?,  y)=0  sich  eine  Reihe  von  konstanten  Werthen 
^^H  fXx,y)  ergeben,  für  welche  nun  auch  fp{x,y)f  d.  h.  z,  kon- 
^^^>&te  Werthe  annehikien  wird.  Mit  anderen  Worten,  die  Werthe 
^^1^  ^0?,  y)  sind  bestimmte  Konstanten,  wie  man  auch  das  System 
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der  WeHbe  ▼od  (t,  y,  das  der  Gleichung  ifi(df«y)=0  genfigt, 
wählt.  Sind  also  diese  Konstanten  nicht  Null,  so  werden  sich 
die  Gleichungen  (6)  widersprechen  —  durchaus,  wenn  keine  Null 
ist,  tbeilweise,  wenn  nicht  alle  Null  sind.  Man  sieht  hieraus,  in 
welcher  Weise  beide  Fragen  snsammenfailen. 

Beispiel.    Sei 

woraus 

V(x,  j^)  =  (:?  +  y +ary)*  -  2(a:+ y  +  ary)— 6=0. 
Eben  so 

V'(^>y)  =  (^+y  +  ^)*-3(ar+y  +  a:y)+8=0. 

Aus  der  erottn  folgt: 

a?+y+a:y;^l±V7, 

was,  in  die  aweite  gesetat,  gieht:  13i^  V  7.  Die  zwei  GleiohugeB 
widersprechen  sieh  demnach  vollständig. 

UI. 

Die  Untersuchungen  des  §.  1.  lassen  sich  leicht  verallgeni^ 
Kern.  Seien  su  diesem  Ende  x^  x^y.,;jXn  ihrer  n  miabhiagigo 
VerfinderKche ;  ^  eine  Funktion  derselben;  91,  ^,—. 
falls  Funktionen  von  jenen  Unabhängigen;  so  soll  die  _     ^ 

gefunden  werden,   die  ^,  ^,....,q9»_i   erfiülen  mSssen,    daBit  ^ 
eine  Funktion  sämmtlicher  Grossen  ^,  — ,  9hi->i  sei, 
etwa  habe: 

Aus  (8)  folgt  offenbar: 


:  ^ 

•  I 

CXm  Cgp|  CXm        tff^CXm                  C^-4     CJT. 

ENmMrt    man  aas    dieses  n  Gleichaagaa   die  « —  I 


(9) 


laut  sMk  F(a^  r)  tf A  funkUon.  tan  ^(s,  p)  äariUUen  ?      397 

5 — »•..., 5 ■•  «0  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  den  Diffe- 

rentialquötfenteo  Ton  iff,  9>i,  ....f  9'»-i»  welche  die  gesuchte  Be- 
dingung ausspricht 

Um  diese  Gleichung  ^u. finden,  kann  man  aus  irgend  welchen 

dF      .        dF 
n — 1  der  Gleichungen  (9)  die  GrSssen  g — *""*^ bestimmen 

und  ihre  üVerthe  in  die  nicht  benStzte  Siietzen.  Gesetzt  z.B*,  man 
benütze  die  erste  der  Gleichungen  (9)  nicht,  und  erhalte  aus  den 
übrigen 

dF   '        dF     ^^  'd'F       „ 

80  wird  die  Endgleichung  sein: 

g^='^t^+i^:^5g+...-+''«^i'^'-        (10) 

Was  Fl,,,..,  Fn-i  anbelangt,  so  haben  bekanntlich  diese 
Grossen  alle  denselben  Nenner,  in  dem  die  Differentialquotienten 
¥on  tf;  nicht  vorkommen;  ferner  erhält  man  aus  diesem  gemein- 
schaftlichen Nenner  den  Zähler  ron  F^ ,  wenn  man  tf;  an  die  Stelle 
von  q>i9  den  von  F^,  wenn  man  iff  an  die  Stelle  von  (p^  u.  s.  w. 
setzt.  Endlich  folgt  aus  (9)  unmittelbar,  dass,  wenn  tf;=:g)|,  man 
habe  Fi=l,  F2=:....=Fn— 1=0.  Diess  Letztere  beachtend,  folgt 
aus  (10),  dass  die  Endgleichung  erfüllt  ist,  wenn  tf;=g)|.  Ordnet 
man  die  Gleichung  (10)  naeh  ^f  so  ist  aus  der  Bildung  von 
Fl,....,  Fn-i  leicht  zu  ersehen,  dass  sie  die  Form 

annimmt,  worin  Pi,....,Pn  kein  if;  enthalten.  Diese  Gleichung 
ist  also  erfüllt,  wenn  ilf=^(pi.  Da  für  '^  =  q>2  it^t  Fi=0,  Fa  =  ], 
F8=...-=F,^-i=i:0;*  sö  ist  die  (10),  d.  h.  (IV),  auch  erfüllt,  mit- 
hin hat  man  identisch: 

i      ,  ^       (U) 

■  J 

A«s  d«a  Gieiehungea  (11)  UtestsMÄh  iiun  leicht  bewwea,  das«, 
iPeMi  die  IMkigungsgleichuBg  (U)'>-«rfialli  isC,  weh  ^  eine  Fnnic* 
Uta  ^er  Cggisi  ^ly....^^«^  Min.sviiiA!  »Ist  BimHdiF  biM  wW« 


328  Wa$mund:   üeöer  die  Anzahl  und  Summe 

kührliche  Funktion  dieser  Grössen,  und  multiplizirt  man  die  ersto 

SF  dF 

der  Gleichungen  (II)  mit  g— -,  die  zweite  mit  k^  u.8.  w^  addirt 

alsdann  slimmtliche  Gleichungen,  so  erhält  man: 

welche  Gleichung  beweist,  dass  die  Funktion  F,  tat  ip  geseilt, 
der  (10')  genügt,  wodurch  dann  unsere  Behauptung  gerechtfertigt 
erscheint. 

Sollte  tf;  eine  Funktion  bloss  einiger  der  Grossen  ^i»....  (aas- 
schliesslich)  sein,  so  wurden  in  den  Gleichungen  (9)  weniger  als 
n — 1  Grössen  zn  eliniiniren  sein,  so  dass  man  alsdann  mehr  als 
eine  Endgleichung  erhielte. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  lassen  sich  auch  die  Resultate  des 
§.  IL  verallgemeinern,  was  wir  aber  fuglich  übergehen  können,  da 
auch  keinerlei  Schwierigkeit  dabei  ist. 


lieber  die  Anzahl  und  Summe  der  Complexionen  bei 

Variationen  und  Combinationen. 

Von   dem 

Feldmesser  Herrn  (7.  fVasmund 

za  Stralsund. 


Das  Folgende  habe  ich  mir  vor  Jahren  zu  einem  praktiecheo 
Zwecke  durch  blosse  Induction  abgeleitet.  Eine  Bemerkung,  welche 
mir  kürzlich  in  der  „Theorie  der  independenten  Darstel- 
lung der  höheren  Differentialquotienten  von  Hoppe 
(Cap.  XIII.) ^^  aufstiess,  und  worin  der  Herr  Verfasser  die  Mei- 
nung ausspricht,  dass  für  die  Summe  der  combinatorischea  Pro- 
ducte  kein  independenter  Ausdruck  xu  ezistiren  schefaiey  venui* 
lasst  mich  zu  dessen  Mittheilang,  unter  dem  Waneebe,  daee  da- 
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durch  eine  weitere  B^rfiodupg  and  VervoIlstSndigang  des  Gegen- 
standes Teranlasst  werden  möge. 


L    Werden  die  einzelnen   Complezionen   als  Prodaete 

gedacht« 

so  ergeben  sich  bei  genauerer  Betrachtung  des  Gesetzes «  nach 
welchem  die  höheren  Klassen  aus  den  niederen  entstehen,  fol- 
gende Beziehungen: 

1)  Bm   Variationen   mit   Wiederholung    aus    den   Elementen 
1, 2, 3..-ffi«  wenn  k  dielÜasse  bezeichnet^  die  recurrirende  JGIeichang 


k  h—1 

SV  (1 ....  m) = (wi  +  l)a  S  F'(l ....  m). 


und  da 


r  I 


SF'(l.,.,m)=(m+l)» 


ist,  fiberhanpt 

,SF'(1 ....«)  =[(m+J)d*. 

2)  Bei  Variationen   ohne  Wiederholung  aus  den  Elementen 
1,  2,  3....m  die  recurrirende  Gleichung: 

S  F(l....fii)=*  { mS  F(l  ....Jii-l)+(m- 1)  S  F(l ....  m^2) 

+(m-2)SF(l....m-5)+....+ÄiSF(l....*— 1)1 
SF(L...m)=(m+l)a 

5^(l--»i)=1.3{3(m+l),  +  3(ui  + 1)4} 

SJ^(l..jii>=1.2.3{6(m  +  l)4-^20(m+l)^+15(m+l)e} 

sAL..jn)==15.3.4{24(m+l)5+13(Km+l)«+210(m+l)r+l(B 

was  auf  das  folgende  Gesetz  schliessen  lässt: 

S  F(L^-m)= (1-2.3....Ä)  l  A'(m+l)k^i+A''im+l)i^2 + A'^(m+l)k^+..„ 

3)  Shi'^tlömbhiatlonen'  mit  Wiederholung  aas  den  Elementen 
].2.3....iit  die  recurrirende  Gleichung: 
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V 

+(m-2)SCV...m-2)+....+2SC(l...J2)+lSC(l) 

SC'(i....»»)=(m+3)4+10(m+3)j  +  15(m+3),  ., 
a'<5'(l'....m)=(m+!4), +28K'*«+4)«  +  108(te+4)r  +  105(m-f4)a 

•■;:;iri;-  .   •«  •'»  ■"      •  \    .;       • 

k 

SC(1 ....  m)=B'im  +  k)icJ^  +  B"(m  +  k)i^2  +  fi*(i»  +  k)k^  + .... 

....+Ä(*)(iii +  *)«*. 

4)  Bei  Gombinationen  ohne  Wiederbolung  aus  den  ElementeD 
1,  2,  3y....m  die  recurrirende  Gleichung: 

SC(l....i«)=:iiiSC(l  ....m-1)  +  (m— 1)ÄC(1 ....  m— 2) 


•j- 


'^  +{m-^V:)S(X\....m-S)+....+kSC(i...Jk~l) 


S^(l...»»)=(m+IJ9 


< » - ,       I  ■• 


5d(l....m)=2(m+l)3  +  3(wi+l)4 

SC(l...-n»)=f  ö('^+*)4  +  20{m+l)5,+  15(m+l)e 
S^l....m)=24(m+l)5+130(m+i)e +210{m^ 


■        • 


•■'■•■  !-.  .  .i.  ;  . 


....+ AC')(m+l)tt. 

Zur  Entwiekelting  dei  hier  vorkömttenden ,   von  m  unabhängi- 
gen £oefficientc;i}  4',  4''^...  un4  B',JB"f...  bat  man  zunächst  nach  3): 

SC'(l)=Ä'(A+l), 

SC'(1.2)=^'(Ä+2)i  +  Ä",(A-+2)o 

SC'(1.2.3)=fi'(iH-3)a+Ä"(yl+3)i+Ä«'(Ä+3>, 

SC'd .%  3.4)  =Ä'(*+4^+  Ä"(A+4),+fi"(*+4)i  +  Ä'^(*+4)„ 

11.  n.  w. 
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nttd  '  '»*'■      ■-'■■••■ 

B'   =SC(]L) 
B»  =ÄC(1.2)-(iH-2)i5<7(i) 

BF  =SC'(1.2.3)-(Ä+S),Ära.'2)+(it-i^^iS<*(t5' 

h  k         f       ■    ■        '    t 

«/»'=  5C(1.2^.4)-(yl+4),  SC(1.2.3)+(A+4),SC(l.2)-(iH-4),SC(l) 

a.  s.  w. 
SC'(1)=1 

SCa .  2) = SCI + 2S^\l)  +  2»SC(1)  +.... + 2* 
SC'(1.2.3)a=«C'(1.2)+3SP(1.2)  +  3«S^(1.2)+....3* 
SC'(1. 2.3.4)=  SC'a  .2.3)  +4.SC'(1.2-3)+4»5C'(1.2.3)+....4» 

U.  8.  W. 

Ferner  nach  4):  ^ 

■ .   » 

SC(l...Jl)^^'(Ä+l)o 

Sai.-A+l)=^'(*+2)i  +  i*'(A+2)o 

Sai  .•*+2)«^(*+3)«+ ^'(A+3)i +^(H3)o 

SC(l...Wfe+3)=^'(A+4),  +  ^''(A+*),+^(Ä+4),  +^'r(*44)„ 

U.  8.  W. 

vbA 
A'   =:SQ}...Jk) 

jr  =  sc(i^k+i)-(k+2)iSC(i....k) 

JT  =  ÄC(l.~.*+2) - (Ä+3)iSC(l  •.*+l)+(A:+3)»Sai....A) 

Jxr_5Ca-.*+3)— (A+4)i50[l....A+2)+(A+4),SC(l...Jfc+l) 

— (A+4)j  SCa....A) 
n.  s.  w. 

t 
SCXS.^.k)     =(I.2.3....iS:) 

Sai-JH1)=SCC1"*)  +  (*+l)S^L..jl) 
5C(L-Wtf2)=:  S0(L..^4- 1) + (iH2)<Sai....A+l) 
SQ:1...H3) = SC(l...Ji+2) + (A+3)  «0(1  ••••  *+2) 

0.  8.  W. 


(kf  C0mf^textonen  M  YartaHmim  und  CemHrmUimen,       3S3 
*»    /l  0  Q    L^  jl-fl^-^'    l^^^*-H-8  l>^j^H>4' 

l'(fBrar=l)  =  (1.2.3....Ä)(«  +  l)t, 
^  (für  a;=l)=(1.2.3...,Ä)^(n+l)*. 

4)  B«i  VariationeD   ohpe  Wiederholung  der  kieu  Klasse  aus 
den  Elementen  1,  2,  3... .fit: 

F(füra:t=l)  =  (1.2.3....Ä)(m)i, 
^  (filr  a: = 1)  =  (1 . 2 . 3....*) ^!!+i)* („)». 

5)  Bei  Combinationen  mit  Wiederholung  der  A:ten  Klasse  aus 
den  Elementen  0,  1,  2,  3....n: 

8F  ftifc 

F(fiira:=l)  =  («+*)*,    ^^((üf  a:=:l)=~(n-Hc)k. 

ß).  Bei  Corabinalionen  mit  Wiederbohing  der  ktm»  Klasse  a«s 
den  Elementen  1,2,  3. ...fit: 

|1-I«Ü  Is^^^  l-^af^^      l-a;«M-fe-i| 

P(fllr  jr=l)t=(iii+*-l)»,   ^  («r «=!)=:  Ö2+l)*(^+4_l)^. 

7)  Bei  Gembinationeii   ohne  Wiederhoinng  der  Aten  Klasse 
ans  de»  Elementen  0,  1^  2,  3....n: 

SF  n  it 

F  (flir  a:=l)  =  (n+l)t;    g^  (Rir  a:=l)  =  -g-(»  + 1)». 
il  XU.  V« 
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8)  Bei  Combinatiooen  ohne  Wiederholang  der  Uten  Klasie 
aus  den  Elementen  l»2>3....f?i: 

Die  obigen  mit  F  bezeichneten  Funktionen  sind  für  die  hier^ 
in  Betracht  kommenden  Fälle  stets  ganze  Funktionen»  haben 
der  Entwickelung  in  gleichen  Abständen  von  beiden  Enden 
selben  Coeffizienten ,  und  geben  noch  zu  manchen  Betrachtnnj 
Veranlassung.  So  wird  z.  B.  bei  der  Funktion  unter  5)  dai 
Vertauschung  von  n  und  k  der  Wertb  nicht  geändert,  so  dl 
also  in  Betreff  der  Anzahl  und  Summe  der  Complexionen 
A:te  Klasse  der  Combinationen  mit  Wiederholung  aus  den  ElemeiHi 
ten  0.1.2....n  gleich  ist  der  itteu  Klasse  aus  den  ElemealM 
0.1.2....A;  u.  s.  w.  'l 

Bei  der  Ableitung  der  höheren  Differentialquotienten  bin  idJ 
die  Fälle  1)  und  2)  ausgenommen,  auf  Schwierigkeiten  gesto88en|| 
doch  wird  der  Werth  derselben  für  d:=:0  wohl  zu  ermitteh  mUS 


Nachschrift  des  Herausgebers« 

Rücksichtlich  der  in  diesem  Aufsatze  gebrauchten  Bt 
nung  bemerkt  der  geehrte  Herr  Verfasser  desselben  in  eil 
Briefe  an  mich  Folgendes »  wa^ich  zu  leichterem  Vevstindi 
noch  beifuge: 

Variationen  und  Combinationen  sind  mit  V  und  C»  Vi 
nen  und  Combinationen  mit  Wiederholung  mit  V  und  C  hi 
net«    die  Klassenzahl  darüber  und  die  Elemente  rechts  dai 
gesetzt.    Die  Summe  von  Variationen  und  Combinatiooeo  baiie 

h 

durch  das  vorgesetzte  jS  bezeichnet ,  so  dass  also  unter  S  1^(1. 
die  Summe  der  Variationen  mit  Wiederholung  der  jfcten 
aus  den  Elementen  1, 2, 3....9ii  zu  verstehen  ist;  ausserdem  fcei 
nur  noch  die  gebräuchliche  Bezeichnung  der  Binomial-Coel 
ten  {vp^k9  (7^+2)4  u.  s.  w.  vor. 


Müeeüem, 
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IMiode,   den  Durchmesser  der  Papille   sowohl  bei  Tage 
als  bei  Nacht  am  eigenen  Auge  zu  messen. 

Von  Herrn  Professor  S.  Stampfer  zu  Wien. 

(Am  doi   Sitzungsberichten  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften 

zu  Wien  Band  Vin.  Heft  IV.   S.  511.) 

Bekanntlich  erscheint  ein  entfernter  Lichtpunkt  durch  eine 
geognete  Convexlinse  angesehen  (dem  kurzsichtigen  Auge  auch 
•kie  Linse)  als  ein  lichter  Kreis »  dessen  scheinbarer  Durchmes- 
ms  Ton  dem  Durchmesser  der  Pupille  abhängt.  Die  Erscheinung 
ht  ganz  dieselbe  wie  in  einem  Fernrohre,  dessen  Ocular  nicht 
Üigggtellt  ist,  auch  hier  geht  das  Bild  eines  entfernten  Licht- 
iJirictes,  z.  B-  eines  Sternes,  in  einen  hellen  Kreis  Aber,  dessen 
Mrdimesser  unter  übrigens  gleichen  Umständen  von  der  Oeff- 
■B^  des  Objectives  abhängt.  Um  dieses  deutlicher  zu  machen, 
ül  (Taf.  IL  Fig.  IL)  Aß  die  Vorderfläche  des  Auges,  JifZV  die 
Mm;  aba'b'  sei  der  vom  leuchtenden  Punkte  kommende  und 
ll  das  Auge  eindringende  Lichtbüschel.  Dieser  kann  als  ein 
fjlialui  angesehen  werden,  welcher  mit  der  Pupille  gleichen 
Aadunesser  hat.  Wegen  der  bei  bb'  vorgelegten  Convexlinse, 
iiw  weil  das  Auge  kurzsichtig  ist,  föUt  die  Spitze  e  des  Kegels 
(ha  Bild)  nicht  auf  die  Netzhaut,  sondern  vor  dieselbe,  und  es 
tttatebt  auf  der  Netzhaut  ein  Lichtkreis,  dessen  Durchmesser 
«I  ?om  Durchmesser  bb'  abhängt.  In  Folge  dessen  sieht  das 
läge  In  der  Ferne  einen  lichten  Kreis,  dessen  scheinbarer  Durch- 
•csaer  durch  den  Durchmesser  mn  bestimmt  wird.  Wird  nun 
riM  Blendong  hh! ,  z.  B.  eine  Spalte  aus  Kartenpapier,  deren 
Mboag  «ich  vergrOssem  und  ▼erkleioem  iässt.   Vor  das  Auge 


3S6  MiBceUen. 

gehalten  und  so  regnlirt»  dass  der  entfernte  Lichtkreis»  mithin  auch 
der  Kreis  mny  zu  beiden  Seiten  berührt  wird,  so  ist  die  Oeffnang 
der  Spalte  zugleich  die  Oeffnung  der  Pupille.  Wie  man  sieht» 
hat  eine  grossere  oder  geringere  £ntfemung  der  Spalte  vom  Auge 
keinen  merklichen  Einfluss.  Durch  die  Wahl  der  vorgelegten 
Linse  kann  der  gesehene  Lichtkreis  beliebig  gross  gemacht  wer- 
den, und  der  Versuch  ist  um  so  genauer,  je  grosser  derselbe  Ist, 
vorausgesetzt,  dass  er  die  nothige  Helligkeit  hat.  Zur  Nachtzeit 
sind  die  hellsten  Sterne,  z.  B.  Jupiter,  oder  ein  entferntes  Licht 
besonders  geeignet.  Die  grosstmogliche,  nur  in  voller  Finsternise 
vorhandene  Pupillen-Oeffnung  wird  zwar  auch  auf  diese  Art  niclit 
erhalten,  weil  das  geringe »  zum  Versuche  nothige  Licht  dieseltM 
etwas  verkleinert;  indessen  wird  der  Unterschied  unbedeute'nd 
sein,  wenn  der  Versuch  in  ganz  dunkler  Nacht  mit  einem  ent« 
fernten  Lichte  gemacht  wird,  dessen  Helligkeit  dazu  eben  noch 
hinreicht.  Eine  40  Klafter  entfernte  Strassen  •  Gaslampe  gab  uns 
schon  eine  entschieden  kleinere  Oeffnung,  als  ein  etwa  100  Klaf- 
ter entferntes  Kerzenlicht. 

Um  den  Versuch  bei  Tage  zu  machen,  ist  es  am  besten >  deo 
Lichtpunkt    durch   reflectirtes   Sonnenlicht  herzustellen,   was  ua^ 
verschiedene  Art  geschehen  kann.    Eine  Convexlinse,  einepolirt^ 
Metallkugel,  jede  sphärische  Wölbung  an  einer  Glasflasche  gid)C^^ 
durch  Reflexion  des  Sonnenlichtes  einen  solchen  Lichtpimkt 

Der  Versuch  ist  einer  ziemlichen  Genauigkeit  fähig;  selbst  ^ 
bei  Ungeübteren  stieg  die  mittlere  Unsicherheit  eines  einzehen  ^ 
Versuches  nicht  über  %o  Linie. 

Nach  diesem  Verfahren  wird  e^eotlich  der  Durebmesser  des 
Lichtbüschels  bei  seinem  Eintritte  in  die  Hornhaut  erhaltea»  da 
aber  die  Pupille  etwa  1,6  Linie  rückwärts  liegt,  so  ist  ihr  wahr« 
Durchmesser  etwas  kleiner.    Nach  den  mittleren  Dimeosionen  des 
menschlichen  Auges  folgt,  dass  der  nach  dieser  Methode  gefim- 
dene  Durchmesser  mit  0,90  zu  multipliciren  Ist,   um  deo   wahren 
Durchmesser  der  Pupille  zu  erhalten.     Ferner  haben  wir  bish« 
vorausgesetzt,  dass  die  vorgelegte  Linse  sich  möglichst  nahe  am   ^ 
Auge  befinde.    Ist  dieses  nicht. der  Fall,  so  ist  eine  weitere  Ver«  -^ 
besserung  nothwendig.    Sei  F  die  Brennweite  dieser  Linse>  g  ihr  "3 
Abstand  vom  Auge,  d  die  beobachtete  Oeffnung  der  Spalte,   so^ 
Ist  wahrer  Durchmesser  der  Pupille 


=  0.9€i(l-|). 


wo  F  für  Concavlinsen  negativ  zu  nelmen  ist.    Streng 

hat  auch   die  Oeffnang  der  Papille,    die  scheinbare  Grosse 


liefctbeiies,  Mwie  die  Kurz-  ode^  Weitoichtigkeit  des  Auges 
stlkt  auf  diese  VerbessetSDg  Elüfloss ,  aOetn  da  dieser  wohl  im- 
ma ganger  ist,  als  die  Unsicherheit  des  Versuches,  so  wird.es 
■uuthig  sein,  diese  Umstände  durch  eine  siemßcti  compllbirte 
twmel  SU  berücksichtigen. 

Erscheint  endlich  der  letehtende  Punkt  selbst  unter  einem 
■fridichen  scheinbaren  Durchmesser,  nämlich  fflr  den  Fall,  als. 
iriD  Bild  auf  die  Retina  fällt,  so  ist  genau  genommen  dieser 
Duchmesser  von  jenem  dirä  ^Li^hfsckehies  abzttsiehen.  Der  Fall 
IqiiS  wohl  nur  eintreten,  wernn  der  Versuch  mit  ififiesFerhSUniss- 
iissig  grossen  Lichtflamme  in  geringer  Entfejniung  gemacht  wird; 
1er  Fehler  ist  jedoch  um  so  geringer,  je  grOsser  der  scheinbare 
Duchmesser  des  Lieirtkreise^  bt,  was  man  immer  in  seiner  Ge- 
wihhat 


.     i  .       2ar   ebenen  Trigonometrie. 

V%m  Heraofgeber. 

Die  bekannten  Formeln  (är  sin(a:-t-y)  «md  coB(x+y)  lassen 
deh  als  Relationen  .  xwiechea  den  drei  Winkeln  eines  ebenen 
Dreiecks  auffassen,  wodurch  man  einen  einfachen  Beweis  der  in 
Rede  stehenden  Formeln  selbst  gewinnt. 

In  dem  ebenen  Dreiecke  ABC  (Taf.  II.  Fig.  12. 13.),  dessen  Win- 
kd  wir  durch  die  Buchstaben  A^  B^  Cbezeicbrien  wollen.  Alle 
aio  von  den  Ecken  B  und  C  auf  die  n5tblgenfalls  verlängerten 
Gegenseiten  AC  und  AB  die  Perpendikel  BD  mü  CE.  Wenn 
NB  snerst  (Taf.  II.  Fig.  12.)  die  Winkel  A  und  B  beide  spitz  sind, 
•eist 

.    ._CE  j     AE^ 

Sinil=-77V»    C0SilÄ2[;g» 


.    w,     CE  -,     BE , 

deo 

:    A       ÄL        jn     CE.BE  +  CE.AE     CE.AB, 
mAcosß  +  coBAainB= AÖ  JiÖ ^^AC  JBC 

aber 

.  ;,.,      ..  CE.AßsiAC.BDsi^ABa 

die  .-:.;.< 


388  ätHeeiien. 

.    ^       «.     ^  .   «     AC.BD     BD 
sm ifl cos X» -1*008 >a6mi>  := -j^-jn^  =5-ng> 

lind  folglich,  w.oil 


ist:         '■  ■■  ■■■•'•■ 

smC:=i8mA cos J?  -|-  cosilsin JB. 

V^enh  (Taf.  n.  Fig.  13.)  der  Winkel  A  stiimpf>  also  der  Win- 
Icöl  B  ispitz  ht,  80  ist 

\    j     CE  .        AE. 

6mil  =  '-|7|>    COSiI  =  — "JT^f 

sin/»='^7f*  cosIjss     "ßf** 


also 


,     -        -,           .  ,  '-^      CE •  BE -^^ CE ,  AE     CE,AlB 
sm ii cos ^+cos ^ sin i>  ==  ^p  ^p =  ^p  ^p 9 

al^r   <  .        , 

;  I    ■    .  -  »   .         •  •  .      .  "       i  .      .       •    • 

tEiABzsÄC.BD^AABC,    ' 

also 

sin  4  CM  i0  +  C08  il  «in  jV=  ^^-gjn  := -K^  > 
and  folglich,  weil 

.    «     ^^ 
8inC=2J^v 

ist>  wieder 

sin  C = sin  ^  cos  B  -|-  cos  il  sin  B. 

Im  Dreieck  ^£C  hat  man  daher  zwischen  den  drei  Wlnkeiii 
überhaupt  die  drei  folgenden  Relationen: 

Isin  A = sin  £cos  C  -}-  cos  B  sin  C 
sin  iB  ==  sin  Ccos  2I  -1-  cos  C  sin  A^ 
sin  C = sin  2I 008  £ -}- cos  ^sin  A. 

Führt  man  nun'  in  die  zweite  dieser  Gleichungen  den  Werth 
Ton  sinC  aus  der  dritten  ein,  so  ergiebt  sich: 


also 

B\nA^BinB  =  8\uAcosAcoBB-^ci0CMnA, 
und  folgUdN  wenn  man  dorch  ainil  dividirt: 

.,  .     BmA$lnBcstoBAcoBB+eimC,' 

woraus 

cos  C=  sin  ilsinP  —  cos^  cos  i? 

folgt. 

Daher  bat  man  jetzt  die  drei  folgenden  Relationen: 

icfMi^=sinfisinC7 — cosj^cosC^ 
cos  £ = sin  Csin  il  ^  cos  Ccos  il, 
eosC=sinilsin^  — cosilcosA 

Weil  noD 

C=I80<>-(i<  +  i?) 

ist  9  so  ist  bekanntiieli 

ii 

sinCss:sin(i<-|-£),   cosCss— cos(i<-|-B); 
also  nach  1)  nnd  2): 

isln  (^  4- £)  =  sin  il  cos  A-i- cos  ^  sin  A, 
cos  (il  -i-  £) = cos  il  cos  B —sin  ilsln  B. 
Setzen  wir  jetzt 

A=i(A^B)+B, 
so  ist  nach  3): 

sinJsi|iB(4— i?)cos^-|-cos(il^jB)sinB, 

cos  J=cos(il— ^cosA^sin(^— £)siniB; 

nnd  bestf—t  man  nun  aus  diesen  beiden  Gleichungen  sip(if— £) 
und  cos(^ — B)  mittelst  gewöhnlicher  algebraischer  Elimination» 
Bo  erhält  man: 

(sinl{*-|-cosJ3^sin(il — £)s=sinilcos£— cosifsini?^ 
(sin  B*-!- cOfJB*)  cos  (il  <— JB)  =  cos  if  cos  £-fsin  if  sin  fi; 

also 


SIO  MUeeUen. 

f  •ii(iiM-^it)s8iiiilco»il^cosif«iBjB5 
(  cos{A — B)^zcoBAcoBB'\-s\uAsmB.^ 
Nach  9)  md  4)  iitc>  ^  . .     j 

t8in(^db^  CS  mtAtsmB  ±  cosilain  Jly 
CO«  (jd  db  iB)«:  eo8  j|  cosB  7  «io  il  sin  £. 


Satz   voD   der  Hyperbel. 

Ein  Punkt  und  zwei  sich  schDeidende  gerade  Linien  seien  ge^ 
geben.  Wenn  oaan  niin  van  dem  gegebenen  Ihinkte  gerade  Liniea^ 
in  beliebiger  Anzahl  auszieht»  welche  die  beidfcn  gegebenen  Lioiea 
schneiden»  und  aiif  jenen  Linien  ton  detii  gegebenen  Pankte  ans 
Stücke  abschneidet^,  i^^lche  den  zwischen  den  gegebenen  Liniem 
liegenden  Stücken  der  von  dem  gegebenen  Piinkte  ans  gezogeoea 
Linien  gleich  sind»  so  liegen  die  Endpunkte  jener  aVgesetaditeiieB 
Stücke  in  einer  Hyperbel.  Dieser  ai  sieh  ziemlich  einbebe  Saüt 
scheint  zu  weiteren  Betrachtungen  Veranlassung  geb^  zu  könne«, 
und  wird  dann  seine  nähere  Bestimmung,  als  ihm  hier  ^erKflne 
wegen  gegebin  werden  konnte»  von  Selbst  finden* 


'■!   I 


J 


Druckfenler 
in  TheU  XXI.  Heft  U. 

TerbeMerongen  in  Lehm  ahn*«:  „Beitrag  lor  Berechnoog  der  Zalil  sr.* 

S.  126  Z.  12  y.  u.  statt  98»622554845  lies  96»52554845. 

S.  132  K.  6  und  9.  v.  u.  statt  »»indem*^  lies  »»ladefe." 

o   1.1  »   o  ^^  50ar+25  ,.      50x+25  \ 

S.  141  Z.  3  T.  o.  statt    ^_;^    lies    -^ _^  > 

A    &  148  Z.  I  V.  u.  statt  „stattgehabte"'  lies  ,/M$kMb^ 

S.  152  Z.  10  T.  o.  statt  k^jä'j   '"^  STTtIS' 

S.  153  Z.  9  V.  o.  statt  004764  lies  004763. 
S.  166  Z.  4  V.  o.  statt  »,—982352....'«  lies  »»-WaaBi.«* 
S,  172  Z,  4  V.  o.  statt  „+21I838...."  lies  .,4- 21 183a V 
S.  173  Z.  7  T.  u.  statt  ,»965624«  lies  „98^4...."    * 
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BigSüzmig  des  ersten  Jakobi'schen  Theorems  von  den 
elliptischen  Funktionen  der  ersten  Art. 


Von 

Herrn  Essen, 

Lehrer  ini  Gymnatiom  zo  Stargard. 


Es  sei 


-y 


dq> 


V^l  — c«siiig)«* 


[tu  eine  gerade  Anzahl  p  von  Theilen  getheilt^  und  es  vrerdt 

aroi,(^l>) 

iwch  a«   bestichntt    Bestimmt  man  i^lsdann  den  Winkel  ^  so» 
4ass  man  hat 

(l-c%iinoi«a:«)(l-ca«ina8«a:«)  (l-c«slna5aa:*)....(l-AinaJ-ii2j 
ia  welcher  Gleichung  x  ftdr  sing)  steht :  so  ist 

/9 89 /^^  8»    %j 

Vl-c«sin9)«"~'*t/       VI  — Ä«cosJf;«' 


iodem 
TlisU  ICXJ. 


VI 


94i        Essen:    Erffämsung  des  ersten  JahobVscken  Theorems  . 

sinofi  2 .  sinofg* .  sincfg' ....  sinap-.} 

^  sintt^^ .  sinir^^ ....  sinap—s 

Ä=zcPsinai*.  sinof3* sinap.i 

zu  denken  ist 

Beweis.    Es  ist,  wenn  amp(^)=9)  gesetzt  wird, 

tang  [[2  a"*P  (^  +  ^-"}  +  2  *"™P  V  ~  ^  y  J  ~  **"8^"^""-  ^ 

Seteen  wir  nun 

^1         /     ,  mD\  .  1         /      mD\ 
*»= 2 amp  (^?  +    -  ^  +  2  amp^^?-    -) ' 

und  suchen  wir  sini^  in  a:=sin9)=:sinamp(7)  aaszudrficken,  w^' 

1/;= 2^1  +2^3 + 2^5 ... .  2^p-i 

gesetzt  wird.    Man  erhält  aus  tang 'd'm^  tang  ^^ofm: 

# 

rt^    .     I       cos<3P  +  isingp^ofm 

2^ml  =  log. J-^^ ' 

°  cos  q>  —  i  sin  q)Jccm 


Da  nun 


—  2'd'm2=  log. ...    \.—  • 

"   COS9 -f  ISUl^/Jam 


sini/;= ^^ 2/ :-^ —  ' 


SO  leitet  man  leicht  ab: 

wenn  man  der  Kürze  wegMi  durch  A  das  Product    ^  ., 

(cos  <3P  +1  sin  9/i/a|)(cos  gj  ^-isin  q>^a^) (cos  q>  + 1  sin  ^^io^-i) 

vbrs,ttllt  und  unter  B  Dasjenige  versteht,  was  au»  A  h^rvorgehb 
wenn  überall  das  Zeichen  +  mit  -^  vertauscht  wird.  Zunächst 
findet  man 

2li5 = (1 -.Ip«  sin  ai2Ä-2)(l — c«  sin  «a^o:«) . . . .  (1  —  c«  sin  a^-ior«) ; 

welchen  Ausdruck  wir  fortan  mit  V  bezeichnen  wollen.  Entwickelt 
man  sodann  das  Product  A  durch  Multiplication,  sa  nimmt  das- 
selbe folgende  Form  an: 


«0»  den  eii/pt^seken  Functionen  der  enien  Art* 


343 


[cos^* —  C9COS9  *   .  sing)'  +  C4C08^  *  .  sing)* . . . .] 

t?  P— 4 

-|-tsiD9€089)[C^cos9  *  — C^cosg)  ^  .siny*....]; 

man  erhält  sodann: 

p  p-a 

Ä  ==  [cosg)*  —  C^cosg)  ^   .  siny* . . . .  ] 

—  t8in9.coi9[CiCos9)  ^   — C3COS9)  *    .sin^*....]. 

»raas  ist  ersichtlich,  dass  der  Ausdruck  für  sin t|;  auf  die  nlteh* 
übende  Form  gebracht  werden  kann: 

x^^r\^\A^v-\\A^xv-'^ ...  +  AA 

■  VMlf  r—  •  «-      ^      ,        f         ■    *•  4  ^ 


8in^= 


.  V 


Uro  den  Zähler  Ton  sin^  als  ein  Product  von  p  Factoren  dar« 
stellen ,  müssen  wir  diejenigen  Werthe  von  a:=6in9)  kennen»  für 
le  sia'V^=0  wird.    Man  hat 


* 


=     amp[^v+^;z— ^J+amp[^V  -^^^^^ 


.p       J-      *L'         p 
+  amp[^9+  ^^  D  J+ampj^9  -  ^^  D  J 

+  amp[flr+£^Z)J+arop[5r      ^"^ 


-] 


+  am'p[^9+^D]+amp[y  -  -/>] 
+  amp[^7+ -^Z) J +aBip[9 -- -Z> J 


iMe  recMe  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich»  indem  nnm  zuerst 
is  der  linken  Kolonne  .Ton  oben  nach  unten  und  sodann  in  dtet 
lediteo  Yon  unten  nach  oben  fortgeht,  in  folgender  Weise  an- 
•idBCSii: 

+amp[?+-/>J+amp|[5r-.  -/)]'..... 
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Nun  wollen  wir  durch  if/m  Dasjenige  bezeichnen ,  was  aus  ^  w 
wenn  man 

mD 
setzt;  ferner  sei  bemerkt,  dass  allemal  sein  muss: 

Hieraus  folgt  sogleich,  dass  man  habe: 

I 

P  ü—  1 

Nimmt  man  sodann  ^ 

^        P 

und  vergleicht  i/;p~2  mit  i|;p,  so  findet  man,  dassf  im  Allgemell 
jedes  Glied  in  das  folgende  übergegangen  ist;   ausgeschieden 

und  dafür  neu  hinzugekommen 


folglich  wird  i/;|>— 2  um 

amp[z)  +  ^^]+amp[J/)], 

d*  b.   um  7t  kleiner  sein  als   if;p.     Indem  man  auf  diese  W< 
weiter  scbliesst«  erhält  man  folgende  Reihe  von  Werthen: 

p  p—l  »  —  2 

=«>  ti=o»  *O=0>  V'-l==— o"*— (p-l)=-^^Ä,  ^  -p=— ^  : 


2 

also  allgemein: 

m 


tem  den  elliptischen  Functionen  der  ertten  Art,  245 

£s    Mrird  also  8inif;  =  0  für 

« 

9^=0,  db^>  i«4»  db««»  ••••  +  2 ' 
woraus  sich  folgern  lässt: 

sintf;  = 1^^ ■ — *• • 


Um    nun  auch  einen  ähnlichen  Ausdruck  fdr  cosi^  zu  finde»» 
hat   man 

wodorcli  sich  cos*^  mittelst  eines  Bruches  darstellen  lässt »  dessen 
Zfihler  nach  p  vom  pten  Gerade  sein  wird.  Die  Ansicht  der 
▼erscfaledenen  Werthe  von  if;  zeigt,. dass  man^nehnieo  könne: 

d'i-^_Yi £!_^  .^__^!_^ 

V       sinaiVV        sinasV'x        sin  «p— i/ 
ca«^= ; y , 

I 

^    -und  es  bestimmt  sich  der  constante  Factor  deicht,  wenn  man  be- 
denkt^ dass  f€r  9=.0  auch  i^=0,  also  cosif;=l  werden  muss. 
[    Dadurch  erhält  man  C=l. 

l 

-  Wir  wollen  cosif;==z  setzen  und  dann  der  Kürze  wegen  schreiben : 

1)        «=:?  II)      l_,«=:^(l_^2). 

1 

1  1 

Substituirt   man. für  x  jetzt  —  und  ffir  z  gleichzeitig  x~,  so  wird 
der  Gleichung  I)  genügt,  wenn  man  nimmt: 

•  III)    A;=cPsinai^.sina3^....sina^-i. 

Ihireh   eben    dieselbe  Substitution    geht  aber   die  Gleichung  11) 
über  In: 

worin  Q'  fiSr  das  Product 

(1  -  Ain«««a:«)(l— c«sin«4»««)....(l  — rasin«^-iu?«) . 
und 


f 
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geiftetzt  ist.    Hierass  erhält  man : 

IV)  VT:=^  vr=Äv=|^  V 1  -X*  VT:::;ss«. 

-j        k      sin «1^. gjn c<3^ «..» sin  «y-i  ' 

SMzt  moB  ßif  z  seine»  Werth  -^  imd  quadrirt,  «o  kpmnili 

Nun  ifi(t  es  leicht j^  sich  zu  überzeugen,  dass  die  Function 

•       ox  ax  ox 

e 

ein  Polynom  voijtt  (/»-*2i)ten  Qrade  seih  muss.    Denn»  es  ist  sowohl  y 
F  o-  als  auch  R-^  ^om  x(2/7— «l)ten  Grade;  das  letzte  GRed  aber 

wifd,,  weivn  nav  si«  Bacbi  Potenzen  von  x'  entwickelt «  ia  beidcMl. 
identi«ck  und  mus^  sich  daher  toctbeben.  Deninaeb  kniin  man 
bekanntlich  schliessen,  dsss 


J-<H.=.(r^-«|5 


sein  werde»  indem  cd  eine  unbestimmte  Constante  bezeichnet.    Diese 
Coostante  ist  in,  folgßnder  Weise  zu  beistimmen.    Man  hat 


ox         ox  ^ox 


folglich  erhalt  man 


"^ dx- "  X  ^sTT^z^' 


und  wenn  man  x  unendlich  klein  denkt: 
Au  der  Gldcbaiig  II)  folgt . 


MMi  €leu  eUiptUehen  Functionen  der  erUen  Ari. 
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'^'f^= 5i ' 

»raus,  w«iio  mao  4;  unendiicb  klein  nimrot,  hervorgeht: 

(er  Werth,  io  die   obige   Gleichang  gesetzt»    gtebt  m=i — |». 
erhält  also 


dx 


=— f* 


dz 


1) 


«) 


3) 


4) 


tue  man  leicht  ableitet: 

/y  8y  __       /^^  8» 

V^r-c^sin^a'"'*!/       Vi— A«cos5?*' 
0  0  ^ 

Nimmt  mao  os:^»  so  wird 

Jag=Vb,  bdem  6  hir  VH^  gesetst  ist.    Daraus  folgt: 

,    .      2  V7sin9>.co8^ 
1  — (l+6)s!n«p« 


A= 


1—4 


1  +  6' 


■bo 


'*=r+6' 


/y  fly 1       /»<C 


di> 


V'-SH)*-*- 


248    Eisen:    Ergän%ung  des  ersten  JakobV sehen  Theorems  eU, 

Au9  der  Gleichung  4)  folgt  aber: 

2^^  Ak 

wodurch  die  Gleichung  6)  die  folgende  Gestalt  annimmt: 

Setzte  man  aber  ' 

sin(29  —  !/;')=:  A:8ini/;',    » 

also 

•  2sinopcos® 

*'>°S^-i  +  A-2.siny«' 

SO  bat  man  bekanntlieh 

P9 S(p 1+k  pr        Si>' 

Da  nun  aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  hervorgeht: 

2\ri  —  Ä^.sipopcosop 
tan8»=       i.,.A^2..iny»— ' 

80  folgt 

yTl—U^co^       J      V^l—Ä^sin^^' 
0  ^0  ^ 

wofern  gegeben  ist 

tangt/;=:  V^l — k^,  tangif;' , 
wovon  man  sich  auch  unmittelbar  überzeugen  kann. 


^ 
i 
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Ueber   die  PermutationszahleH    (Faktoriellen   mit  der 
Differenz  Eins)  und  ihre  Anwendung  aufs  Differen- 

tiiren  und  Integriren. 

Von 

Herrn  Dr.  fVilhelm  Langsdorf 

zu  Worms, 


1)  Allgemeioer  Begriff  des  Differeotiiren«. 

Der   £te   DiffereotialquotieDt   einer    beliebigen  Funktion  wird 
repräsentirt  durch  eine  Kurve,  deren  Gleichung  ist: 

Diese  Kurve  bat  ibre  Schnittpunkte  mit  der  a?-Axe  da,  wo 
die  dem  ({;— l)ten  Differentialquotienten  entsprechende  Kurve 

ac-Y(a:) 

ihre  Maxima  oder  Mitlima  besitzt.  Ganz  dieselbe  Beziehung  fin* 
det  zwischen  je  zwei  beliebigen  successiven  Differentlalquotfenten* 
Kurven  Statt' 

GeYv5hnIieh  verotoht  man  unter  dem  Grad  i  des  Differential- 

qaatienten     Lj^    nur  eine  positive  »ganze  Zahl.    Fasst  man  aber 
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den  begriff  desselben  allgemeiner  auf,  so  ergiebt  sich  sofort  die* 
Berechtigung  folgender  Bezeichnungen: 

.  ?^^  =/(/y(a:)aa:)8a:,  u.  w  s. 

sodass  man  also  das  gte  Integral  als  das  — ^e  Differential  be-^ 
trachtet. 

DerUebergang  vom  Jten  zum  (f+l)ten  und  (^— ];ten  Differen- 
tialquotienten  geschieht  nicht  plötzlich,  sondern  stetig  durch  die' 
Vermittlung  von  Funktionen,  welche  als  gebrochene  Diffe- 
rentialquotienten darzustellen  sind..  Diese  können  nun  eben- 
falls positiv  oder  negativ  sejp.  Im  letzteren  ^  Falle  haben  wir  es 
mit  einer  Funktion  zu  thun,  die  das  Mittelglied  zwischen  zwei 
auf  einander  folgenden  ganzen  Integralen  bildet. 

Dadurch  dass  man  in  y=-4— ^  t  ganz  allgemein  reell«  posi- 

tiv  oder  negativ,  ganz  oder  gebrochen  annimmt,  ist  man  In  Stand 
gesetzt,  Diffentrireti  und  Integriren  unter  d'emselben  Gesichtspunkt 
aufzufassen,  so  dass  man  in  den  nach  diesem  Princip  aufgestell- 
ten Differentialformeln  blos  {;=  — 1  zu  setzen  braucht,  um  das 
Integral  der  betreffenden  Funktion  zu  erhalten. 

Da  die  Potenz  x^-  für  alle  anderen  Funktionen  den  Ausgangs- 
punkt bildet,  Mnach  auch  alle  Funktionen  sich  beliebig  differen- 
tiiren  lassen,  wenn  man  das  allgemeine,  z«  B.,  {Ye,  Differential  von 
07**  kennt,  so  wollen« wir  dieses  querst  bestimmen. 

Der  £te  Differentialquotient  von  x^ : 


'W 


=m.m  — 1 .wi — J+l.a?"-^  (I) 


besteht  ausser  der  Potenz  x^"^,  welche  fär  jeden  beliebigen 
reellen  Werth  von  t  zulässig  ist,  noch  aus  dem  Produkt: 

weiches  die  Anzahl  der  Permutationen  von  m  Elementen  so  je  ( 
ansdriickt,  und  das  wir  daher  mit  {mPQ  (m  Grössen  permutirt  z« 
je  Q  bezeichnen  wollen. ' 

Ist  i  positiv  ganz,  so  ist  das  Produkt  (mPQ  segeben«  nicht 
aber,  wenn  £"  belle  big  positiv  oder  negativ  itst,  d.  n.  dasPVodokt 

m.m— 1 m— -f+l 


mä  Hare  Anwendimg  aupt  Diferentiiren  und  Integriren.      Sßl 

ist  ein  specieller  Fall  einer  Foektton,   weiche  fSr  f=l»  2,  3.... 
die  respeictiven  Werthe: 


,  m.nt— 1,  w.m— l.m— 2,  a.  s.  w. 


annimmt. 


Die  Haupteigenschaften   dieser  Fuiilction  lassen  sich  leicht  a 
priori  angeben. 

Da  wir  nämlich  das  Produlct 

m.m  — l....m — t  +  l  =  (»nf^ 

auch  80  schreiben  ft&inen : 

^un  - 1  ....m-{;+2)(i»-.  J:+lT=(mJot—l)(ii<-J;  + 1), 
fo  ergibt  sich  sofort^ 

(mf^rzrCm-t+lKi^in-l).  ^   (II) 

BkemM>  ist 

d.  b*  '• 

(iwP£)  =  m(m-in— 1) 
oder,  da  (nach  (II))- 

imPi) = (w»  -  5 + i)(»iP5:- 1) 


ist. 


(mPf- 1) = ,^II5JX(»«  - 1/^- 1) . 
ie  Formel  (II)  giebt  för  t=l,  0,  -1,  —2,  ....: 

rm«>!=:m.  («A))=l.  (mP-l)  =  -i-,, 

(mP  — 2)=7 — TTw Tax»  U.  S.  W. 

^  -^      (m+l)(w  +  2)' 

Aas  Formd  (H^  dagegen  folgem  wiir  ßLr  m=sl: 

(0«-i)=?^(i/s:-i) 


(III) 


oder 
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den  Öegriff  dess<elben  allgemeiner  auf,  so  ergiebt  sich  sofort  die 
Berechtigung  folgender  Bezeichnungen: 

I 

'-^^^-=f(Jf{oc)dx)dx,  u.  WS. 

sodass  man  also  das  £te  Integral  als  das  — £te  Differential  be; 
trachtet. 

DerUebergang  vom  ^en  zum  (S-f-l)ten  und  (^ — l;teo  Differea- 
tialquotienten  geschieht  nicht  plötzlich ,  sondern  stetig  durch  die' 
Vermittlung  von  Funktionen,  welche  als  gebrochene  Diffe- 
rentialquotienten darzustellen  sind..  Diese  können  nun  eben- 
falls positiv  oder  negativ  sejp.  Im  letzteren  Falle  haben  wir  es 
mit  einer  Funktion  zu  thun,  die  das  Mittelglied  zwischen  zwei 
auf  einander  folgenden  ganzen  Integralen  bildet. 

Dadurch  dass  man  in  y=:— ^-^^  J;  ganz  allgemein  reell«  posi- 
tiv oder  negativ,  ganz  oder  gebrochen  annimmt,  ist  man  in  Stand 
gesetzt,  Diffentrirefi  und  Integriren  unter  d'emselben  Gesichtspunkt 
aufzufassen,  so  dass  man  in  den  nach  diesem  Princip  aufgestell- 
ten Differentialformeln  blos  J;=— 1  zu  setzen  braucht,  om  das 
Integral  der  betreffenden  Funktion  zu  erhalten. 

Da  die  Potenz  x^-  für  alle  anderen  Funktionen  den  Ausgangs- 
punkt  bildet,  ^nach  auch  alle  Funktionen  sich  beliebig  differen- 
tiiren  lassen,  wenn  man  das  allgemeine,  z,  B..£te,  Differential  von 
:r**  kennt,  so  wollen«  wir  dieses  zuerst  bestimmen. 

Der  £te  Differentialquotient  von  x^ : 


ox^ 


m,m — 1 .m — J  +  l.j?*"""^  (I) 


besteht  ausser  der  Potenz  ai^-^,  welche  ßir  jeden  beliebigeQ 
reellen  Werth  von  ^  zulässig  ist,  noch  aus  dem  Produkt: 

ni.m — 1....  wi  — f -f-1, 

welches  die  Anzahl  der  Permutationen  von  m  Elementen  zn  je  £ 
ausdrflckt»  nod  das  wir  daher  mit  {mPQ  (m  GcSssea  pennutirt  zu 
je  £)  bezeichnen  wollen. ' 

Ist  i  positiv  ganz,  so  ist  das  Produkt  (mPS)  eegeben«  nicht 
aber,  wenn {; beliebig  positiv  oder  negativ  igt,  d.  n.  dasIVodukt 

m.m— 1 m-^f+1 


■od 
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ist: 


arC     ~     a:C      'y  '   1  8:1: 1  — f  "^    1.2  "8;t«l— f/i— t+"l 


oder 

8:/r:r)  _  (OPO ,  ^  .  .  f  8/W  ^_ 
8^;"  —'"^''^'''  +  1    Sa:   l-f 

+    1.2     8««  i— c.2-j:+-''    v) 

Von  dieser  Reihe  ist  die  Bernonlli'sche  Reihe: 

ff(x)Sx-f{x)  .X  — g^- 172  +  -g^ä-  r  273  - 

derjenige   specielle  Fall,    in   welchen    sie   für  ^=  —  1  üUergebt 
Mao  erhält  nSmlich  aas  (V)  fiSr  (=  —  1: 

'  dx^  =mx)dx 

—  "«-»     ^^^'      1   dx  1.2+1.2  8a:*  i.273~— ^ 

-^„^     Sß^^.S'fixJ    x^ 
-ayw—   g^  1.2+ -gja    1.T:3~" 

Setzt  man  in  den  Werth  des  J^t^n  Differentiahiuotienten  von  x" 
ffi=0,  so  wird  daraus,  wie  sich  schon  oben  ergab: 


während  Hir  m=:( 


yj^=(0/^^-^'' 


henroigebt 
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Mit  Anwendung  dieser  Eigenschaften  der  Funktion  {mPQ  ai 
Gieicfiung  (I)  erhält  man  nun  sogleich,  wenn  man  einerseits  {^L 
2,  3....,  andererseits  f=0/  — 1,  —2,  ....  setzt: 

öar-*        ^w  /  /  y/i+l.m+2  * 


u.  s.  w. 


IVir  wollen  nun  eine  Methode  angeben,  wie  man  einen  hm^ 
üebigen  Differentialquotienten  (ganz  oder  gebrochen,  positiF  odeir. 
negativ)  einer  beliebigen  Funktion  in  eine  Reihe  entwickeln  kann, 
sofern  man  nur  die  ganzen  positiven  Differentialquotienten  dersel- 
ben kennt.     Man  erhält  nämlich  durch  successives  I^fferentiireD 
des  Produkts  yz=:f(x).g)(a;): 

8(fia:)q>(a:))  d<p(x)         .Jf{x) 


Fflr  f(x)=y,  q)(a;)=A  gibt  dies: 

~%r—9  Sa^  Tl  g£  da^-^  T  ,  1.2    Er»  .dafi-*  +""' 
oder  da 


■od 
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^:^i-^=^(0/^-l)a:i-£  u.  s.  w. 


mw      IN       ^^     ,(Xt»     ON  ^^^ 


i't : 


aarC     ~     a:C      'S' +  i  g^l  _f  +    1,2    3a:«l— J.2— £+••' 

f 

Von  dieser  Reihe  ist  die  Bernonlli'sche  Reihe: 

ff(^x)dx=f{x).x 8^0  +  ^ärr.T3"-' 

derjenige   specielie   Fall,    in   welchen   sie    für  {;=  — 1  übergeht. 
Itfan  erhält  nämlich  aus  (V)  für  J:=  — 1: 

—     ^^1     KTW      1  g^   1  .2+  1.2  dx^  1.2.3""-^ 

-^/y^N     8/W^*  .^A^)    ^' 

Setzt  man  in  den  Werth  des  Stqn  Differentialqiiotienten  von  x^ 

yUx^) 


m=;0,  so  wird  daraus,  wie  sich  schon  oben  ergab: 


während  för  ms=( 


fJ:^=(OA^^-^ 


hervorgeht 
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Die  Funktionen  (OPQ  und  (iPQ  erscheinen  daher  als  speciell  J 
Fälle  to»  (mPQ  und  mfissen  sich  aus  derselben  entwickeln  lassenv 


2)  Die  Faktorielle  (mPQ. 

i 

Eintwickeln  wir  nun  zuerst  die  Faktorielle  (mPQ. 

Das   Produkt  (mPi)^s:m.m  —  l....m — f+1  besteht  aus  {^eirm^^;^, 
facheii  Faktoren   in  Bezug  auf  m,  lasst  sich  also  als  eine  Gl^^  Ve/. 
chung  vom  Jten  Grad  in  Bezug  auf  m  betrachten ,  deren  Worze^^»«/^ 
0,  l,  2....(i;— 1)  sind.     Ordnet  man  diese  Gleichung  «nach  Pote^^^i?. 
zen  von  m^  so  entsteht  ein  Ausdruck  von  der  Form: 

Es  ist  sonach  die  Entwickelung   für  (mP^  gefunden,  sofer^x^ 
die  successiveii  Funktionen  f(^),  /'^(Ö*...  sich  angeben  lassen. 

Fasst  man  die  Bedeutung  der  Funktionen  fiQ,  f(Q^..  aia 
successiver  Coefficienten  einer  Gleichung,  deren  Wurzeln  0»  1,  2... 
...^ — 1  sind,  näher  ins  Auge,  so  ergibt  sich: 

Aö  =  *l?+62J^  +  Ä3?H*Ä4S^    U.    S.    W. 

H'obei  nur  noch  a^,  ^2'  ^i »  ^ä>^3>  bj^\„„  zu  bestimmen  sind,  so 
dass.  man  hat: 

(mP:)=»i5+(flif+fla£«)mC-i+(6|:+6j^+63f3-|-6^)n,C--H....      (1) 

Kommt  es  nun  darauf  an,  die  Coefficienten   ai^'  a^\  biy  b%,  ^^ 

bz*  6«;  u*  s.w.  numerisch  anzugeben,  und  will  man  nichf  zugleich  ^ 

das  Gesetz  ihres  Zusammenhangs  auffinden,  so  fQhrt  folgende  Me-  " 
thode  zum  Ziel. 

Setzt  man  in  Gleichung  (1)  i  successiv  =1,  2,  3....,  so 
kennt  man  einerseits  direkt  die  Werthe  (mPl),  (mP2)....,  nämlich 
(mPl)=m,  (mP2)  =  wf .  m  —  1,  u.  s.  w.  und  andererseits  ^erhält  man 
die  entsprechenden  Werthe  durch  die  Coefficienten  a^,  a^y  6i, 
^2«  ^8»  ^4;«***  ausgedrückt. 

Zur  Vereinfachung  dieser  Operation  kan  man  sich  folgender 
Hülfsbetrachtungen  bedienen.    Setzt  man  nämüdh  in  der  Gleicbmg: 

t=l,  und  bezeichnet  die  Werthe,  die  dann  /'(J),  /'''(ö—-  anneh- 
men, mit  /'(l),  /*"(!)....;  so  wird: 
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und 

(OPf— 1)=  j   -•,  (OP5;-2)  =  |-^^72— f '  "•  '  ""• 

ist: 
oder 

I 

ä«j  -~^"''^'^^+i  aar  l-f 

+     1.2       8a;«    l— 1.2  — 1  +  -'       V' 
Von  dieser  Reihe  ist  die  Bernoolli'scfae  Reihe: 

ff{x)dx=:f{x)  .X g  ~  172  +  Tx^  r.T3  -  ••  •• ' 

derjenige   specieiie  Fall,    in   welchen   sie   für  {;=  — 1  dhergeht. 
Mao  erhält  nSrolicb  aus  (V)  für  ^=  —  1: 

a^-f  =ff{x)bx 

_  (OP-l),^  .      1  §M ^  .  L2a»/t:r)  _5«^ 

—     ^-1     KrW—-l  ga;   1.2+  l.2~5r*  l.2.3~—^ 

df{x)  ^*   .^f(x)    x^ 
=M«r). g]rO+  "^a"  1X3— • 

Setzt  man  in  den  Werth  des  i^t^n  Uiiferentialqiiotienten  von  x" 


• 


fii=?0,  so  wird  daraus,  wie  sich  schon  ohen  ergab: 


während  für  m=:( 


?i'=(0,«.-.. 


henrorgehi 
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Um  das  Gesetz  des  Zusammenhangs  der  Coefficienten  in  den 
Fonktionen  fiQ»  fOÜ»  f'iQ»»"  besser  flbersehen  zu  kOnnen»  be- 
leichneii  wir  mit  ^(i,  n)  die  Summe  der  Combinationen  der  ^  ver- 
schiedenen Grössen  0,  1,  2....  bisj;— 1  zu  je  n ,  so  dass  man  hat: 

(mlt)=TOC--tKt4)»^-^+'*(fc2)mC-«-.t/;(£^)mC--»+ ....       (1) 
Setzt  man  statt  i:  t+^f  ^o  ^^^ 

Nun  ist  aber  auch 

(mf^+l)=(m-ö(mn), 
i  h.5  wenn  man  filr  (mP^  aus  (1)  seinen  Werth  einsetzt: 

(rfE+  l)=mC+i  _  (i^(£;l)+ ömC 

+  (*(fc2)  +£^(fcl))mC-^-Wt3)+ J:v<t2))mC-«  +  ..,.    (3) 


Hält  man  (3)  mit  (2)  zusammen,  so  folgt: 

^(t+  l,n)=:ti/;(£n-l)  +  t(£,ii). 


(4) 


Die  Vereinigung  von  Gleichung  (1)  und  (4)  fuhrt  uns  direkt 
mr  Bestimmung  der  Coefficienten  des  Ausdrucks  für  (mPQ  und 
ihres  Bildongsgesetzes. 

Das  itte  Glied  der  Entwickelung  für  (mPQ  (s.  (1))  hat  näm- 
Ikh  die  Form: 

Der  Faktor  ^(tfi-rl)  bat  die  Form: 

Setzen  ivir  nun  4^'^  Ate  Glied  als  bekannt  voraus,  so  wissen 
wir  9  dass.  im  (n  +  iyten  Glied  der  Coeffident  von  m^-H-^  die 
Form  hat: 


Nun  ist  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatz: 


(6) 


i/f-i-iM^    ^ffn^  i  g»(£f^)  ,  ^(fc^)  ,   g'»(fcA)   .  n\ 


Aus  Gldehung  (4)  wird  daher: 

timo  xn 


\^ 


oder  da 


?%^^=2n«£*«-»+(3«-.l)««-*  +...., 


"St 

ist: 

-211.2«— 1  ^  -  .  2n-l.^— 2-^  ,  . 
+      12     «^~*  + O ''^     +  •••• 


2n.2n-l.2n— 2  „..  . 
1.2.3 «£•—  +  ••• 


d-  h. 


2na=A,  «=^5 

■  2ii.2«— 1 

-    ,  ■ ,  2».2»-i     _  ^  ^-^    i.a    * 

„       „      .2«-1.2n— 2- .2n.2n-l.'2n— 3 
2«-2.y+— J3-— /J+ 1.2.^         «=g> 

_    ai.2ta-1.2«-.2       2«— 1.2n— 2_ 

^ 075 — :«' o — P 


:  '  »t 


2«-2 


-  U.  8.W. 


Wir  kennen  also   nn6> 'as   r^iinreiite  BUdongsgesetz*)  der 
Reihe  fär  (m/%)  und  erhalten  so  dire)it: 


*)  Dm  Gm etE  des  Eiüanuneohang«  cKeser  C^effidesteÄ  hai«aer(t 
Kraipp  in  seiner  „Analyse  des  refractions  astronomiqnes  «^ 
terrestres''  (Strassbarg  1799)  gegeben* 


und  iHr^  kmniHdwng  aufn  DifPnttUitfen  nnd  Iikefiriren.     753 


/i 


*  - ". 


5XS  (£*-*7J:*+17C*--I75»+6C^)mC-»  + 


also  dißsejjbe  Reibe  wie  oben  (Foraiel  (VI))«,    ., 

Die   Formel  für  (mK)  (VI)  hat  am  meisten  Aj^hnlichkeit  mit 
der  BitN>iBialfoniie^  unter  folgender  Form: 

(to— 1)C  =  mf-infi'^  +  ^JY^  m^'^ — ....  =.(jii-l)(m—  l)  ....(m— 1) , 

^%)="'T — ^^5 — w^^+ — 2T4 — ^^""3^        ^  — .... 

=^m(m — l)....(m  — S  +  1). 


(Tili 


Beides  sind  die  Entwickelungen  eines  Produkts  von  ^  Fakto- 
ren, welche  bei  der  Exponentialfunktion  m^  einander  gleich,  bei 
der  Funktion  (mP^)  um  je  Eins  verschieden  sind. 

Aus  dieser  Analogie  lasst  sich  die  Berechtigung  herleiten, 
die  Cntwickelung  von  (mPC)  auch  auf  den  Fall  auszudehnen ,  wo 
([negativ  oder  gebrochen  ist. 

Einige  ^der  wichtigsten  Eigenschaften  der  Funktion  (mP^, 
nameDtli^h  aber  ihre  ..Hauptanalogien  .mit  der  ExponetilirifiAiktloD 
o^eben  sicU/wenh  man  das  Produkt 

Bach  Formel  (IV)  differentiirt,  indem  man 

seilt.     Abp  erhält  so>  da 

•■■■  y^Cd:^)  ■    •  ^    *  '•, 


ist: 


4- 


fi 


\^* 
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+  ^^^(f»-nP2)(»PC— 2)+....) . 


was  sich  wegen 


(n/^-i)=j^^  (nach  Formel  II), 


auch  so  schreiben  lässt: 

oder^  wenn  man  statt  mx  m-^-n  setzt:  . 

-  .  (VUX   ,.  . 

Vermittelst  dieser  Gleichung  lassen   sich    leicht   AUr'  (m: 
diejenigen  Relationen  aufstellen,  die  den  folgenden: 


*)  Setzt  man  ia  dieser  Gleichnng  ^=£9  <o  erhält  man  den  folg^**!" 
den  Aasdrack: 

(C/^)""    *"1     1     "•"    1.2  172         +•'••* 

Ljjy;v     ist  aber  die  Ansahl  der  Combinationen  von  m  Groeeen  la  j»    C' 

Et  dräckt  sonach  diese  letztere  Reihe  da«  Interpolationagesets  för  ^'^ 
New  tonischen  Binomtalcoefificienten  aus. 


und  liri  Jümeiuhmi  mif*$  DtfisreiUHrtn  umi  im0§riren. 

der  ExponeDtiaUiinktioD  eDtsprechen. 
Da  sich  n&mlich  das  Hauptprodakt : 

(mJnO  =  m.i}i — l.o*(m— '("1*1) 

in  eine  beliebige  Anzahl  von  Faictorengruppen  zerlegen  lässt«  eo 
Ibat  man  als  allgemeinen  Ausdruck  des  in  Gleichung  (II)  enthal- 
tMMn  Gesetzes: 

(mP£'+{;^+C-'+  ....)= (iwW)(m-C'/V')(m-({:'+t'')/r') ....    (VIII) 

Hieraos  folgt,  da  nach  Gleichung  (VII)(n=m,  in=— (S  (=:{:'' 
gesetzt) 

(m-t'/T) 

w.fjN^.i      c^r     ,  c^^(r-i)      y(r+i) 

=(m«xr,  r,m), 

•bmso: 


(iw-(f+npr) 
/  w-rui    Hr+n    r(r-i)  (t^+roir-frr-H) 


...J 


=(«/^^J:'+J",  £*,  m)  n.  8.  w. 


Ht: 


=(ii»«')("»pro(«/r')".if'(£'.  r,  m).^(£'+£",  r.  «•)..., 

iMofem  man  unter 


(IX) 


V/(a,  6,  m) 


die  Reihe: 


1  6tt        1^'^""^        _°'°^"^ 

*~l.m-6+l"**    l.ä    m— 6+l.m--6+2"* 


▼•nteht« 

Die  der  Gleichung  (IX)  analoge  Potenzformel  ist: 

mC-K'-K"'+ ...  zzznfi  m^m^'' .... 
Seist  man  in  Formel  (IX) 
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so  erhält  inaD:  .   ».        ',-.)    ;t'  ,  -     . 

...il/CCn— l)f,  f;  m), 

■    I      ■  »  '     "  i  •        ' 

wobei   n  als   ganze   positive  Zahl  Vorausgesetzt  wird.     Die  Giei-  f'tc 
chuDg  (X)  ist  der  Pofteizformel :  :    *.    ;  L 


Hill' 


e 


3)  Ei^twickelung  Ti^n  ^og(mPQi  .,    H 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  für  (mPQ  Tabellen  zu  berech* 
nen,  so  reicht  die  Formel  (VI),  m  sofern  man  m  und  i  geeignet 
(d.  h.  so,  das49^  .Gleichung  (yi)  hirht  divergent -wird)  wählt ,  voll- 
kommen <ausr^  0er)4i^®<^dui^g  wegen  ab^r>^'die.wi^  von  derl^JEÜk- 
torielle  {mPQ   beim  Diff^entiirep   raaobena  erscheint    es  zweck- 


6 


massig,  auch  für  log(m/^)  einen  Ausdruck  zu  finden.  ..|^^ 


Wir  bestimmen  log(m/^)  alis  '/     .    j^  ,  wobei   es  sich   also   \ 
zunächst  dai^um  batddtj  -Tvgp=^.au  finden»     : 


Es  ist  aber 


(1) 


M  ! 


I 


und  nach  Gleichung  (VIII) 

weiter  nach  Formel  (VI) 

=  (m-öacs,+.(_^^  +  ^,+-^,+  ^+....)af,.     (3) 

wobei  wir  mit   a,  ß,  y,  ä....  die  Konstanten  bezeichnen,  weldie 
zum  Vorschein  kommen,  wenn  man 

:  .;   ■        ..-■!■«.. 

(m-im)  =  (m-ö^^+r  (öö .  (.m-t)Si-i  +/'"(S0 .  (m-ö8£-«  + ...  . 

V        »/  ^ — f      ^9,|._^a  <       »      .......       :, 

entwickelt  und  die  höheren  Potenzea  von  dS  vernachlässigt. 


MMd  ikr€ 
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Weiter  ist: 


=  {l+8flogm+....|{l-|8f+....)=:l+8f{logm-|).        (4) 

Mao    findet  datier  darcb  Eiaset^img^  der  Werthe  aus  Gl.  (3) 
Dd  (4)  in  (2  und  (1): 


n 


¥ 


I 


Q3 


^a 


r 


•5 


I 

■%.■ 

1 


! 


•^ 


+ 

? 

+ 

? 

I 


+ 


A 

e 

B 


It 

I 

I 

+ 


! 

I 

+ 

? 
I 

CS 

+ 


•^ 


Ol 


Q9  a 


II 


1 

I 


H 


'.'i 


+ 


f   ^ 


Ä 


31 


3 
I 


3 
I 


•^ 


JQ5 


I 
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Die  Konstante  bestimmell  wir  dadurch,  dass  für 

J:=0    log(m«))=logl=0  ; 

ist.    Man  bat  daher 

con8t.=«logm-(^- +^+g^ri+ ....^ 

und 


Bestimmung  der  Coefficienten  a,  ßf  y,  d....  in 

Gleichung  (XI). 

Um  das  rekurrente  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  a,  ß, 
y,  6....  aufzufinden,  betrachten  wir  zunächst  die  Ausdrücke  (mP90 

und  (nPdS),  welche  zugleich  fär  die  Entwickelung  von  log{yPQ 
die  Grundlage  bilden. 

Setzt  man  in  Gleich.  (VII)  statt  m-f  n:  m,  statt  m:  m— «, 
statt  t:  dt  und  vernachlässigt  die  höheren  Potenzen  von  di,  so 
wird: 


«Mf  m«  ämtiuhm  a»r»  Dtf»eHl»emm»d  Jinetrtrem.     968 


1^ 


II 

s 

2. 

i 

• 

IB^ 

11^ 

+ 

+ 

r 

^ 

^'^ 

• 

I- 

V  + 

3 

3 

s 

4 

-o> 

>•• 

■ 

•e 

+ 

^ 

+ 

^ 

*^\ 

• 

S   . 

+ 

•  ■ 
• 

^     II 


II 


+ 


3 
I 


g 


S   iL 


2 
g 

i 


I   . 


9 


If 


5C^ 


3 

I 

I 


;r 


t 


+ 

MIM 

3 

I 

+ 

9 

t 

9 

+ 
0»i 


I 


L 


II 

'S" 

*3i 


t 


Ü 


3 
I 


I 


fcO 


Sl 

+ 


ä 

I 

9 
I 


fc9 

CO 


9 
+ 

9 

t 

9 

t 


kS 


I 


I 


^ 


B 


u/'l 
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Daher  auch: 

X{l+8«log(«,-H>+-|^+  ^^+.0> 

/  ''-p-        pp—l     t-   p.p—i'p—2  , 

t 

und 


,  > 


Setsfct  man  (XH1)=(2),  so.  wird: 

—  ^  \1 .  m+lfTjLjB+l  ;i*.+2  + / 


~n+|    2    w+l^i»+2     ■*■?        n+I.tt-t2.n-|-3         -••• .  C^V) 

Wenn  man  in  'jai«ser  Gl<|idiung  n  =^m  setzt,  w  versdi^indet 
die  Reike  rechts  ii(&|f  man  bekommt: 

_      p  PP-1_  /xvn 
l.m+1     2^+1. »n+2+"'    ^^^^' 

welche  Gleichung  sich  zur  Bestimmung^  von  a,  ß^  y....  vorzugs- 
weise mgnet.  Man  braucht  nämlich  dem  p  nur  einen  bestimmten 
ganzen  positiven  Werth  zu  geben.  Setzt  man  z,  fi.  p^l  nnd 
statt  m:  X,  so  wird, 

Differeniä^t  man  beiderseits  und  entwickelt  die  Brüche  >iron  der 
Form  7 — tit;;  ii2Lch  dem  binomischen  Lehrsatz,  so  wird: 


und 


J^— P  +  J5-P+-I  • 

I  —i  .    a.3        i.».4  .    ä.».4.5  i 

■•^   •il-x»  +  ri:x»~1.2.ax»"*'l.2.3.4.jr«—"{ 

i  — a        3.4  3.4.5         3.4.5.6  j 

+  -<^il.x»  +  l.*r»     l.a.ix« +  1.4.3.4«'  I 

_     i  — 4         4.5  4.5.6         4.5.6.7  i 

"•"*' ir]?+o:«*~r.ä:3i'+ 1.3.3.4*«"  "1 


—  i.      LI      1.2.3        l.g.3.4 

der  beiderseits  gleidien  Potenten  crhilt 


man: 

,     2        2 
1+1-=,, 

,.2.3        3  2-_2.3 

,     2.3.4       3.4-^.  4  _       2.3.4  [       (XVil) 

,     2.3.4.5       3.4.6.-^4.8-       5^     2.3.4.» 

u.  s.  w.  / 

Dieses  Schema   stimHit-init    dem  BHdiiiigsschema  der  Her 
noolli'scheD  Zahlen  fiberein,  so  dass  man  hat: 

1 

P 2    *  ~~  12 ' 

£  =  «4  =  0, 

(ö  =  — g*»=— ^.  U.S.W.*) 


«.     ♦. 


')  Zam  Untenchied  von  dem  lonst  häufig  in  dieier  Abhandlimg  vor- 
kommendea  S  ^'  dieaet  (  in  Parenthesen  eingetchbtien  worden.  Q, 


1 
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Man  kann  daber,  wenn  man  isXi  Bn  B^,  B^^....  die  Ber- 
nouiU'schen  Zahlen  bezeichnet,  Gleichung  XI.  auch  so  sehrelben : 


4)  Entwickeinng  von  logCfPg) 

Der  Werth  von  (£K)  lässt  sich  nach  Formel  (VI)  niclit  direkt 
berechnen  9  ebensowenig  derjenige  von  (0/^>  weil  für  ni:=i  and 
fär  m=0  diese  Formel  divergent  wird  oder  (für  m=0)  Glieder 
von    unzulässiger   Gestalt  (0^  u.  s.  w.)    erhält     Am   leichtesten 

kommt  man  zum  Ziel,  wenn  man  zuerst  für  log(£[i%)  einen  Aus- 
druck sucht. 

«  PditPQ 

Wir  bestimmen  log(£P£)  ebenfalls  wieder  als  /  ~^mr*  Nim  ist: 

S(f/^_  (£+8gPt+3£)-(£P£) 

£s  ist  aber  weiter: 

(£+8CPt+Sö=(S+8£POOJP^        ^  (l) 

und 

(f+acP8;)=(£n)  «1+ n + ^-rr  ^tS^"*"-  ^ 

=m)U+8Äj^+^-^^.J  +  ^JJ=-^J+....)l    (2) 
Setzt  man  in  Gleichung  (XU)  m=8{;,  n=0,  so  wird  daraus: 

O£P0O=(OP0ö(l+35*(o+ö+-->J=(O'*ö*    (3> 

weil    ~^8£^  gegen  1  verschwindet. 

Nun  ist  nach  (XII),  wenn  man  dort  m=0  setzt: 

und  nach  Formel  (XIV): 


MNf  tkn  AmuttOmg  out»  mrnremurm  uml  MtfHren.     987 
(n«0=l  +  8Klog«42.+^+^+.^).  (5) 

J 

Daher  mit  BenOtiung  der  Formeln  (2),  0),  (4),  (5): 

1  i  .1  M-g  ,  1  M-£.2-g  . 
1*1+2'    1.2    +3      1.2ir~+" 

=(m)  +  tt«)3J:|+logn  +  |  +  ^  +  i+....  [     (6) 

'  n      n       n  ' 

n  In        1    » 

~l.n+l""2n+2'"Sn+3+*"' 


Daher 


55 

Ji+S  1.2  "'"s    1.2.3    +  •• 


=:l^=(JP0|  +  logn+;+5  +  ^,+....  [      (XIX) 


In        In 


1 .  n+1  ~  2  n+2  -  3  irp"""" 
nnd 

logitPQ=J  -^p^-J  «II  +  2T:r  +  3      1.2.3     +"»^^    , 
1)  Zur  iDtegration  der  Reihe 


Miseii  wir  in  61.  (XV)  iii=0  aod  p=fi  und  erhalten: 
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In      In.n — l  .  In.« — l.n— 2 


Wird  hierin  n^i  gesetzt,  iso  erliilt  man: 


•  s  ° 


11^2.1.2+    3.1,2;3    ?^ TTfl^^T+^^^^^f+S*-'  ' 


Daher 


.      *)  Die  Reihe  O.    i     .  V 

1,1,1  _ 

lätst  sich   auch  alt  ein  bestimmtes    Integral    ausdrucken.     Nennt   man 
nämlich: 

'^— r:i+i+2.j:+2+3.f+3+'' 

so  ist:  ■  .'»  •  -^ 

SS.    a^j_ar5+i  .  2it!_L     J  .^  .  ^j_       , 


•  •  •  I  .      ■-  .  -    1 


-  « 

=  —  a:^-Mog(l— or) . 


Denn 


dj*  .  or* 


ö(^  +  "o+T  +•— ) 


2  -r  3  T  ...y  1 


=l+ar+arH    .=1 


Sar  -*T-T-  T j^^ 


d.  h. 


Daher 


wobei  die  Konstante  so  zu  wählen  ist,  dass  für  J:=0  das  Integral  gleich 
Null  ist. 


und  1kt9  AMmemkmg  aur^  DttferenUfrm  und  lnie§Hren.     fQB 

J    *'*^ll+2   J.2   +3     1-2.3      + —^ 
"ij  tFI^"«»/  «+2  +  3y  £+3  +  -    ^*^ 


NoB  Ist  aUgvmein 


Daher 


w. 


J  ^^o~2"r2~'*-3   i.2.ä   +••••) 

1      ]     i 

=<iTi+o+3:3+-'-^^ 

(XXI) 


insofern  man  die  Siinirae  p-Fo»'^^'^*"*  ™^^  ^  beieichnet 
2)  Die  Snmmen  der  Reihen 

und 

l.it+1  +2«+2  +  3n+3  + 

sind  ebenfalb  leicht  zu  bestimmen.  .i;i 


270  H^:  Lamff^MäBtf:   eeHr  die  PermuMkmnMen 

Da  wir  oämlicb  oben  gefonden  habien*«  da^s 

ytnO,  6=0,  iy=:0 

u.  8.  w.  sind^  sofern  i^,  J^s,  i?5....    die  BemoulB'ftdieD   SSahleo 
vorstellen^  so  konvergirt  die  Reihe 


«  €C        ß        V  f  1        R        Bn       Bb 


jedenfalls  bis  zu  einem  gewissen  Gliede,  wenn  man  n  hinl&iig« 
lieh  gross  annimmt 

Die  Summe  der'  Reibe 

n       .In     .In 


+  .5-   lO  +  Q«.   iQ  +  «..« 


i:n+1^2n+2^3n+3 

endlieh  erhält  man  fllr  n  positiv  ganz  nach  61.  (XX),  indem  der 
dieser  Reibe  identische  Ausdruck 

1  n      ln,n — 1  ,  In.n — l.n-— 2 

ri""äT:5^+3    1.2.3    ■" •• 

ffirn  positiv  ganz  sich  in  eine  geschlossene  Gliederzafa^  ver- 
wandelt. 

Die  Differenz  der  beiden  Reihen: 

\   o     <  n  ■  I|9  «  ii8  «      /     ^l.it-j.1  ■  2.n+2     3..n-|-3         ' 

Ist  eine  konstante  von  n  selbst  unabhängige  Grosse.    Bezeichnet 
man  dieselbe  mit  — 5| ,  so  erigbt  sich 


/ 


-^^=-'tifst+H/m-H/s^t+*4/m- .- 


d.  h. 


log(tPO =-»,t+  fC"- jf* + j£*-  ••  +conet ; 


*)  Dioie  Reihe  gehArt  zu  der  Klasse  der  halbconvergenten,  weil  die 

Uernoulirschen  Sfinhlen  Bi,  B^,  B^ über  eine  gewisse  Gränze  hinaus 

so  stark  wuchsen,  dass  sich  die  (2m— l)te  zur  (2in-f-l)ten  für  moo  wie 
wpm'^  verhält.  So  lange  daher  n  eine  endliche  Zahl  ist,  divergirt  die 
Reihe  Jedenfalls  von  einem  gewissen  Glied  an,  ist  aber  bis  za  diesem 
Glied  konvergent.  '''   - 


unä  ikre  Amwemlunff  auf's  Diferentüren  und  Integriren,      273 
fir  (=0  ist  (iPQ:=i\,  daher  con8t=sO,  also: 

iog(j«)=-*it+tP--äf«+l  £*-••••    (xxn)*) 


*)  Die  WerChe  8^^  s^^  54,,...  laisen  sich  leicht  beitiioinen ,  iodeni 

*"•  ""  jm  ■**  2»»  "**  3«  "*"  "'• 

för  m  gerade  sich  alt  Funktion  Ton  n  aotdrücken  und  fär  m  nngerade 
•ich  durcli  stark  konTergirende  Reihen  geben  lässt,  in  welche 
ebenfalls  die  Bernonlli'schen  Zahlen  eingehen.    Ebenso  kann  man 

„=-(Iog«+?+f>+....)+«(^qpi  +  2::;jq5  +  ....) 

•Mh  ▼ermittelst  der  Gleichung  (XXII)  bestiramen,  indem  für  (=1  tdPl^jiszl 
■ad  log(£^C)^^  >*t,  so  dass  man  erh&lt: 

'1—2  ""3  '*"4  ""5  "*"••• 
Xaeh  4e# Gleichung: 

(f  +  oi^  =  (J+l)  (l+l)....  0+l)  tt/^, 

wobei  {^  beliebig,  a  positiv  ganz  ist,  hat  man  anch: 

i4(t+«'^= «4  (i+j)+iog(|+i)+.+iog(^+i)+ioga/%, 

d.  h.  wenn  man  Alles  rechterhand  in  Reihen  entwickelt  und  das  Zusam- 
■MBgehörige  rereinigt: 

Iog«+ <^PJ)=(l + ^  +  3+-+i-*i)? 

+  v«a     p  ""  2*  "^  32~""""^  2 
""  v*8  ""  13  ""  28  ~  58""""""a*^  ST 

Fir  (sl   ist: 

log(l+a)=(l+j  +  3+....+--fi)  +  2(*a~p— 5S--p-....--;^--- 
Da  aber 

Sg=5  -l  "t*  S  "■  ^T»"'»  *8^^' "fr  2*      3*  "^  jF^""*'*   ^'  '•  '^^ 

Th«U  XXL  \^ 


Da  wir  nSmlicb  oben  gefunden 

u.  s.  w.  sind,  sofern  2^,  fig,  ßs- 
Torstellen,  so  koovei^rt  die  Reihe 

1»8»+  S  +  ^  +  ^.  + ■■•■=l*»S«+. 

jedeDfalls  bis  lu  einem  gewissen  C 
lieh  gross  annimmt 

Pie  Sutnme  der'  Beihe 

»       . 1_»     . 

endlich  erb&lt  man  tGi  n  positiv  | 

diesei  R^he  identische  Ausdroclc 

1  n      In.»— 1     Is 

für  n  positiv  ganz  sich  in  eine 
wandelt  ~ 

Die  Differenz  der  beiden  Reilai 

(i«V+a+i^+S+-...)-(i:;- 

ist  eine  konsttjpte  von  n  selbst  am 
man  dieselt»  mit  —  fi,  so  erigbt 

d.  h.  f- 


/' 


*)  Dioie  Reihe  gehört  in  der  Kl: 
Bernonlli'ichea  Zahlen  B^,  5, ,  £,.--= 
Ht  itark  «achien,  dk»  sich  die  (29' 
1:^01*  verhälL     So  lange  daher  n 
Beifae  jedenfalli   von  einem   gewi*M 
Glied  koiiver|r*i>t-  -C 


9ind  iärs  Am»mui9mff  auf's  Diferentüre»  und  Iniegriren.      373 
€r  (=0  ist  (lPQz=i\,  daher  conat^O,  also: 


*)  Die  WerChe  ^2^  ^3»  54.f..  lassen  sich  leicht  bestimmen,  indem 

_l-i.lj.-i-i. 

*"•  ~"  Im  ■**  2m   >  3«   ■"  •— 

für  m  g^erade  sich  als  Funktion  Ton  n  ausdrücken  und  für  m  ungerade 
sich  durch  stark  konvergirende  Reihen  geben  lässt,  in  welche 
ebenfalls  die  Bemonlii*schen  Zahlen  eingehen.    Ebenso  kana  maa 

auch  ▼ermittelst  der  Gleichung  (XXII)  bestimmen,  indem  für  {=]  lüPl^jfszl 

e 
aad   lo^Cf/*£)=^  '*^>  *^  dass  man  erhält: 

1      Kaeh  de^ Gleichung: 

(t+  ai%=  (f +1)  (l+l)....  (^+1)  (t/^, 

wobei  £^  beliebig,  a  positiv  ganz  ist,  hat  man  auch: 

log  tt  +  «l^=  log  (i+i)+  log  (|+l)+   •+log(|+l) +l4(£/%. 

d.  h,  wenn   man  Alles  rechterhand  in  Reihen  entwickelt  und  das  Zusam- 
mengehorig'e  Tereinigt: 

iog(t+ «PJ)=(i + ^ + 3+..  .+J-»,)J: 

-.r^_i    1    1         !,£• 

_r, -1_1-1_     ii^ 

v*8     js     2'     3*       ""a*^3 

Für  f=sl    iats 
e  ,1.1.1.        .1  x.l,  1        1        1  1. 

l<^(l+a)=(i+j+g+....+--fi)+2(*»~p~2«^p"'*-"^'"* 


Da  aber 


1^1.^1^  1.1.^.1. 

%=^+a+^+— •»  <8=l-tö8  +  Q8+l8+—- '    "•  '•  ^• 


jji-rgaT—« »  •z — 'T  2*  '  3"  "^i* 
TheU  XU.  19 
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Diese  Reihe  konvergirt  für  Werthe  Ton  £<1  und  >i^l» 

^    der  Quotient  des   (n-f  l)ten  und  nten  Gliedes  derselben   fiSr  ii< 
ergibt. 


e 

5)  Entwickelung  von  iog(OPQ,  sowie  von  (tPQ  und  (0 
Da  nach  Gleichung  (VIII) 

{OPö(-fP-0=(0/^-0=i,  d.  h.  (OPS)=(z:^r:Q 

ist,  so  hat  man  sogleich:       , 

Hieraus  folgt,  dass  die  Entwickelung  von  log(Of^  ganz  diesdb« 

Coefficienten  wie  die  £nt^vickelung  von  \og(iPQ  bemtzt  und  mvr 
die  CoefBcienten  der  geraden  Potenzen  von  i  das  entgegengesetz^fe 
Zeichen  haben,  d.  h. 


e 


iog(0Pö=-»i5-fJ»-J?'-.-       ^in> 

Diese  Reihe  kpnvergirt  ebenfalls  Ar  Werthe  von  ^<]  und  > — I 

Mittelst  der  Methode    der  unbestimmten  Coefficienten  lasseo 
sich  Dun  leicht  noch  die  folgenden  beiden  Entwickelungen  finden: 

wobei  ai=5i9  <ia=^'f^i%9  cis=J3-f-J2^i -f  fx^>  u*  ^*  ^*  *^^9 

(OPQ=l'-'Sii-^(s2-Sini)P'-^(8^s^i^^in^^'^...,   (XXV) 


ist,    80  lägst  sich  aaqb  s^tj^en: 
•  111 

log(l+a)=sJ+2  +  3+  •+i— *i 

^(a+l)« '  (a+2)2+-7""  3((a+l)» '  (a+2)»+-V+'--* 

oder  da  für  aflp  rechts  i|ur  die  erste  Klanimer  Abrig  bleibt: 

11  1        « 

«1  =1 +2+3+"  •+ä—*og  (!  +  <») 

für  OQD  und  ganz,  also  ein  neuer  Werth  für  die  Konstante  5j. 


und  lir»  mmmtetäni  Burt  DHTerenmrtm  wmi  inie§riren,      375 

wob^i  Ui  =i| ,  n^ = j^ —  *iiti ,  its  =  *3  •—  s^i  —  «iitj,  o.  «.  w.  Ist,  wäh- 
rend »x»'«»/^....  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Gleichung  (XXII) 
uid  GleichoDg  (XXXIII)  haben. 

6)    Wirkliche   Auswerthung   der   Funktionen 

y  =  (m/^)  undy  =  (C«). 

Für  die  wirkliche  Auswerthung  der  Funktion  y=^(mPQ  ist 
die  Formel  (VI)  die  bequemste.    Nach  ihr  ist: 

Dies«  Reib#  ist  brauchbar,    wenn  m  gross,  t  ein   kleiner  Bruch 

1 

ist    Für  f=o  findet  man: 


800 


39325     334477, 

eine  halbkonvergente  Reihe,  und  zwar  beginat  ihre 
Divergenz  um  so  früher,  je  kleiner  man  m  nimmt.  Für  m:=zl 
reicht  ihre  Konvergenz  nur  bis  etwa  zum  Sten  Gliede.  Nimmt 
man  dagegen  m=IO«  so  wird: 

i    1,000  000  000  +  0,012  500  000  +  0(,000078]25 
-ODOO  004  882  —  0,000  000  064  -fO,OOOO0OOJ5 
f  0,000  000  001  -  0,000  000  000 
=3,202  037  59. 

Aus  dem  Werth  von  (mP  0)  lässt  sich  leicht  der  Werth  von  (m+nP^ 

vnd  Ten  (mPn^  ^  finden.    Man  hat  nämlich: 

(m-H«/S)=(J^^!!f^^^  (mPQ.   (mPn+S)=(mPi)(m-t:Pn); 

welche  Ferm^  tielir  beqnem  aini,  wen»  man  (mP^  vermittelst 
GleidHiog  (VI)  berechnet  hat  und  successiv: 

(m+1/^    (m—lIK)    (mPS+l)    (mP^—l) 
(Mf+SiRg)    (m-2K)    («»PS+2)    (mPC-2) 

■  .  .  . 

•  •  .  .  • 

•  «  •  . 

•  ■  •  •  • 

findeD  iviK 

S»  B.  B.  tatet  van  aas:    (10P.^)= 3,202  037  59: 


376 
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t^      mmin 


Wir  haben  alao  so:    (LPz^—l.l^  379  16  gefunden.  Die  fSnf 

TT      1  1 

»w  »ccl"*®"  GHeder  der  Formel  fiir  mP^  (s.  oben)  geben  direkt: 


1 


TT 


(1P|)=U2729. 


\m  AnnSberoDgswertb. 


Co 


V 
«r 


Iflt  10  {mPf^  m  ein  ächter  Bruch,  z.  B.  m=£ä*    so   hilft  man 

pk  gani  in  ähnlicher  Weise,   um  die  für  diesen  Fall  mangelnde 
l^iBmsrgeoi  der  Keihe  (VI)  zu  umgehen.    Es  ist  nämlich: 

.ipp._ft-g+l)(^g+2)a-g+3)....G-g+n) 

w  s.  B.  i^ä  and  wählt  man  n=10,  so  findet  man  mit  direk- 
■»  Benntzung  von  Gleichung  (VI) : 

(fi*5)=Y  ^{1,00000000  +  0,011  904  76+0,000  070  86 

—0,000004  21  -0,000  000  05+....t 
=:%240  370  349 . 1,0]  1 971 36= 3,279  161 98 

™>d  bioims 

n    1\      2.4.6.8.10.12.14.16.18.20   /^l  pl  V  n  «86  2t>6  91 
\2^2y  ^3.5.7.9.11.13.15.17.19:21 '  V  2  ^y - "'^  ^^  ^^• 

Man  kann  auch  die  Formel  Cm  4-  nPt)  ==  7 — ; r]ö~\  (j^PÜy  wie 

in  Belebung  (VII)  geschehen  ist,  so  umgestalten,  dass  man  den 
*^**'®'  7 — : ;^7i-T  in  eine  Reihe  verwandelt. 

^ese  Umwandlung  ist  dann  von  Nutzen,  wenn  m  eine  grosse 
^^>  ^PQ  bereits  bekannt  ist  und  ^  und  n  kleine  Bruche  sind ,  so 
*^*e  Reibe: 

Jm+nAi)    _,  j.n  g.g— l.n.n— 1 

^+P«Ai)—^'*^l.m-g+l  + 1 .2.m-f+l  .m-f+2'^  ••• 


""«iHiBch  convergent  wird. 
^  z.  B.  hat  man 


r— ioK   i-iog.ii-iQ{:>2i-io&».M-ios  loi-^og  /^^O'  ^\ 

^  ni^=  1    11  .  21  ....  91  .  lOi — w«; 
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Nach  Gleichung  (VII)  ist  aber: 

1  1-9 


\—'^)-(}»PQ\l^ll_^+    1.2     J1-M2- 


t 


J_  _9  —19 

M-^2-^  loiQ-ar    . 

^     1.2.3      11— f.l2-C.13~t  "*■"•■ 


Ffir  t=\  'St 


/101„l\_,,noljl+0.004761904-0.000093 167+0.000  007  080*  ^^'i 
VTö'^2y-^'"^2^  I  -0,000000950+0,000000179—....  I  ' 

=3,2020.3759.1,00486328=3,217609. 

Daher 

/     9  „1\     96.86.76....16.6.-4/,_,„l\         »«w«»^«^ 
(-IÖ^2;  =  101.91.81....21.11.iOQ*^2;=-^'«»^'^- 


*)  Das  iite  Glied   der  Klammerreihe  entsteht ,   toid  Bten  GlMle  M, 
aos  dem  (»— l)ten  durch  Mnltiplilcation  mit  dem  Fabtor: 

(2n— 5)(l(fa--21) 
■^MK«— 1)(2«  +  17)' 

2011^ 

welcher  für» CD  =  -—----= — 1  ist.    Die  Reihe  ist  daher,  da  die  ontai 

20«* 

Glieder  sichtlich  konTergiren,  etMofalls  wieder  eine  halhkonvergeiilew 
**)  Ist  (mP^O  zn  finden^  so  ist  nach  Gleichung  (VUI) 

Setzt  man  hierin  ^  soccessiT  :=:1,  2,  ....,    so  ist 

1  1 

(mP— J)= r-i  (mP— 2)=7 1-077 — rr\  "•  ••  ^« 

^  '      m  +  1  ^      (öi  +  2)(i»  +  l) 

Ganz    dieselhen   Resultate   erhalt  man,    wenn   man  in    Gleidim^  ^Tl) 
^=:— 1,  — 2,....  setzt.    Man  erhält  nämlich  in: 


(mP-l)=  m-i  +  /'(_l)nr-a+  /"(— l)m-»  +.... , 

J 

2 


/'(-l)=J.-l.-2=+l; 


ebenso  weiter: 

A-j)=-i,  r(-i)=+i.  /'^»'(-i)=-i, ».  c  w. 

Daher 
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Mit  ADweodnng  dieser  HülbgleicbaDgen  Usst  sich  Dim  auch  leicht 
itPQ  und  (fiPQ  aue  (m/^  bestimmen»  wenn  man  nur  m  passend 

wählt     So  z.  B.  haben  wir  oben  (2^2)  ^««*^""»*-     ^^^  (ß^^ 
findet  man: 

(0P|)=5(1P^=0,564  189  58. 


7)    Diskussion  der  Funktion  y=z(mPQ, 

Man  muss  hierbei  vorerst  unterscheiden,  ob  m  positiv»    oder 
Null,  oder  ob  es  negativ  ist. 


\ 


(mP— l):i=wi-i— w-2  +  m-8— ....  =     ^ 


Setst  man  in  Gleichung  (VI)  f =— 2,    so  wird: 

(mP— 2)=wr-a— 3w-3+7wi-*— 15wi-»  +  ...±(2»-i-l)m-« 

m*     w'     m*      m*""  "" 

Fassen  wir  je  2  Glieder ,    ein  positives   und    ein   negatives ,    zusammen, 
so  eriialten  wir: 

«  *      «i-^j    wi— 3  7m — 15  31m— 63 

lates  Ghed:   ■     4  ,   2te«  Glied: * — ,    Stes  Glied:  = — , 

m"  m"  m' 

.„.nie»  Glied :  (2*»-^  —  1)  -  (g^»-^) 

Das  Ute  Glied  besteht  sonach  aus  den  4  Wertben: 

2*»»-i       1  2*»  1 

Wir  erhalten  daher  für  die  4  entsprechenden   geometrischen  Reihen  die 
Gesammtsnmme : 

2  1  4  1  m»— 3ma+2m 


w«-4     iit«-l     m(m«— 4)  ^  m(m«— 1)  ~"  m(m*  -1)  (m« —4) 

^^  yn.m — l.m^ — 2  1 

"^m(m2-l)(m2— 4)"^m+l.m+2' 

also    obeüfall*   (mP— 2)= — n tti- 

Gans  auf  IhttHche  Weise  lassen  sich  auch  die  Ansdrüeke  fär  (sif— 8), 
(ßiP — 4)^^  aus  der  Formel  (VI)  eatirickehi. 
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Ist  7»  positiv»   80  hat  es  k^nen  wesentlicheD  Einfinm  auf 

die  (^estalt  der  Kurve,  ob  es  ganz  oder  gebroebeD  ist.  ,  ^     i 

Ist  7»  negativ  ganz,  so  verwandelt  sich  die  Kurve y=(0ii9. 
in  ein  System  von  isoiirten  Punkten. 

Ist  m  negativ  gebrochen,  so  muss  man  einen  Unterschied 
machen,  ob  es  zwischen  0  und  — 1,  — 2  und  —3,  — 4  und — S 
u.  s.  w,  oder  zwischen  —  l  und  — 2,  —^3  und  — 4  u.  s.  w.  liegt 
Sowohl  wenn  tn  zwischen  — 29t  und  — (2n-f  1)  ip-  positiv  gaos 
oder  Null),  als  auch  wenn  es  zwischen  — (2n+l)  und  —  (2n  +  2) 
liegt,  niihert  sich  die  Kurve  auf  der  negativen  Seite  der  £  der 
i;-Axe  als  At^ymptote,  im  erstem  Fall  aber  von  oben,  im  zwei- 
ten von  unten  her. 

])  ist  m  positiv  ganz,  so  erhält  man  fiir  die  Kurve ^=(m/)) 
vorerst  feste  Punkte,  wenn  man  i  successiv  =:0, 1,  2,  3....  und 
f=  —  l,  ■ — 2,   —3....  setzt.    Es  ist  nämlich: 

(mM))=l, 
(wiPl)=:w, 

(wiAit— l)=m .  in— 1  .m— 2....3 .2, 
(mA/i)=:wi.m— l.m— 2....3.2.1. 

Wir  Nelivu.  dass  von  {;=0  bis  S;=m— 1  die  Ordinaten 
/.iiiiohuMMi.  Vi\t  j;=m  erhält  man  wieder  dieselbe  Ordinate  wie 
ii\\  t—in  1.  Kh  findet  also  zwischen  i=m — 1  und  i^=m 
i«iii  Maximum  dor  Ordinaten  Statt. 

i'iii  i  m  \  l  wird  {inPm+l)=0;  denn  es  ist  allemal  (m/^-fl) 
--(m  t)lmi*C).  ^Mwt  (mi*m+l)=(m— m)(mPm)=0.  Ebenso  ist 
liii  i-'iu  I  i: 

(m/*w4  I  *i)=:=(wi.m-|-l)(mP»n  +  i)  =  0  u.  s.  w. 

Kl»  nuhmun  uImo  die  Ordinaten  J;=m  und  i=m-{-l 
'«liiliH  uli  und  w  orden  fCir  {=m-|-l  Null.  Von  da  an  schnei* 
tlol  diu  kurve  die  (-Axo  in  unzählig  vielen  Punkten, 
diu  hIIü  im  AÜMtand  Kins  von  einander  stehen. 

I<üi   \i,.iUi.{'^  Wiutho  von  i,  die  kleiner  als  Null  sind,    erhalten 

v\  ii  Ulli  .,(1  kliiiiioro  llrilclio  ((m/^— -1)= — r^,  (mP—2)= — r-i rs....) 

^"^  m+1'  ^  ^    971-1-1.111  i-2  ^ 

J4t  ^l(l^.^iil   diii  uliMoluto  Werth  der  negativen   Abscisse  ist.     Fflr 

j^L^     .c  wild  y>~U*    Km  ist  also,  auf  der  negativen  Seite 

der  i  die  i  A\e  Asymptote  der  Kurve. 


und  Mr«- .JMMetNAtw .  mi/'$  DiSwentttrtm.  taid  ItttetülreH.     Stt 

Die  Knrro  jf=:(mPQ  ha,t  hwroadk.lfEU  m  &>dB«.vs4c  Ae  in 
Taf.  III.  Fig.  L  dargestellte  Form : 
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Je  grosser  m  ist^  um  so  mehr  .entfernen  sich  die  Maxima 
und  Minima, ^f  4er  positiiriin.  Seite  dcur  {;  von.tder  {[rA<e^../Käh- 
imd.  an^.df^.  D^^tiv^  Si^itßi^er  i  4ie.  ßflymptotisth^iAni^ftilniBy 
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Es  begifiDt  alscy,  wie  Tat  DI.  Fig.  2.  zeigt»  hti  der  Kur 
3fss(0/^  dad  Hattptalaxhnain,  welches  fdr  im  gant  auf  der  poi 
tiveo  Seite  der  i  liegt  imd  beim  Abnehmet/  vonr  m  «tet»  Uelil 


md  1kr$  Aimtmhm§  muf^  JHglur^iMrm  wtd  Mepüren. 


luf  die  negative  Seite  ^Mi  rfickeni.  Je«  mebr.m  efadidem 
•^1  nähert,  na  00  melir  erhebt  niek  wieder  diene« AMipt* 
m  auf  der  aiigativen  Seite  de?  i  ibef  die  £:»Aze,  bei  we»* 
i^erlaafe  siA  demehen  anymptotineh  nfiheAnd,  ee  dane 
nvriscfaen  diesem  Hanptaaii&iwn  and  dem  negatir  Unand' 
nn  Wendungspunkt  der  Kurve  liegt 

9 
erhält  man  för  y  =  (—jgl%: 
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i^'J«  sehr  sich  m  -den  Werthe  —1  «ShOTt,  u  w 
wisiter  Mtfertit  sidi  dM  HMpteaxbmmi  finloi  tm  der  ^Axk  IVi 
i»ax-^I  existSrt.4eMelbe  eicht  meiir,  soedem  die  Kurve  y=(—-I/0: 
lepritoeeüct  eor  «e  System  ieoürter  Peekte,  «e  •biieiheehd  stf 
dAr-^poeithree  eedeef  der  eegativee  Seite  der  5  liegen,  ibe  het* 
nSmlich: 

(-liPO)=l  eil^     1 

(—l/^)=-.|,^i— 3^—1.2.3  " 

'  IL    8.  W.  ' 

Gibt  mao  in  ^=(—1/^  ^em  {;  einen  geWocheeen  Werth,  so 
erhält  man  stets  Imagiiiäre  Ordinaten.    Denn  bezeichnen  n  nnd  f 

Zahlen,  die  prim  zu  einander  sind/ so  ist  (OP-r)  stets  einreel* 
ler  endlicher  Werth.    Nun  ist  aber 


n 

0ie  Kurve  y=(—l/%  hat  also  nur  jmIIc  Ordinaten  fflr  {e=0, 
1,  2,  3....  u.  s.  w.    Siehe  Taf.  III.  Fig.  4. 

4)  Welche  Gestalt  die  Kurve  y=(mPt)  für  Werthe  von  m 
■wischen  —1  und  —2  annimtnt^  ergibt  sich,  aus  der  gnq>bi- 
schen  Darstetlung  Taf.  III.  Flg.  5.,  Ö^  und  7.  der  folgenden  drei  Schemata» 

die  Ordinaten  der  Kurven  y5=(—j0/^),  3^=:(— ^Pß  «ndy=(— ™P0 

repräsentirend: 
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Es  liegt  also,  wenn  m  swiscben  —1  ond  —2  liegti  das 
HanptOModiiiiiiii  der  Ordinaten  auf  der  negativen  Seite  der  y. 
Jo  mehr  sich  m  in  y=z(mPi)  den  Gränzwerthen  ms:— 1  und 
«=•—2  nShert>  um  so  mehr  entfernt  sich  dieses  Maximum  von 
der  i'Sx^*  Zwischen  diesen  Gränzwerthen  erreicht  dasselbe  ein- 
mal einen  kleinsten  Werth.  Der  C-Axe  nfthert  sich  die  Kurve 
von  der  negativen  Seite  der  y  asymptotisch. 

5)  Ist  }}i=--'2»  so  erhält  man  wieder,  wie  für  m=— 1^  ein 
fljrtDm'Tfrh  Isolirtei  Punkten,  die  abwechselnd  auf  der  negativen 
«liArjBP^MWMPtSM*  ^er  {•  Aze  liegen.  Diese  Punkte  finden  statt  (Br 

'-1;  0;  +1;  +2....      (Tat in.  Fig. 8.) 


Für  f= — 2  erhält  man  keine  ree)le  Ordinate  mehr,  ebenso- 
wenig als  für  alle  andere  ^nze  negativ^,  und  beliebige  gebrochene 
Werthe  von  f.  --  . 


6)    Liegt  m  zwischen  ~^2  und:  -^3,  so  ergeben  sich  die  ; 

21  ' 

Knrvenformen  Taf.IV.Fig.  9.,  10.  und  U.,den  Kurven  y=(—  jq  Pt),  j 

6  29  "•  •  i 

y  =  (— 2^^^'  iy=(— iO^)  entsprechwid. 

Für  m=: — 3  erhält  man  wieder  ein  System  vonisolirten  Punk- 
ten u.  s.  w.  Verallgemeinem  wir  d^  letzten  Theil  dieser  Dis- 
kussion,  so  ergibt  sich  Folgendes:     , 

TU  } 

1)  Bezeichnet  —r,  einen  beliebigen  positiven  echten  Bmchwerth  i 

und  n  eine  positive  ganze  Zahl«    so    schneidet    die    Kurve:  , 

m' 
y=:(— 7, — nPf)  die  f-Axe  ausser  den  Punkten  auf  der  po- 
sitiven ^-Seite  auf  der  Minusseite  in  9t  — 1  Punkten» 
deren  £  successiv: 

^'-«+1'  ^-"+?'  •••^—«+(«—1)  I 

sind.    Aus  dem  Werthe: 


m'  .  ,     m'         .  „  m' 


m' 


resp.   aus   der   Beschaffenheit   der  beiden    letzten  Faktoren  des 
Nenners  folgt,  dass  für 'ein  bestimmtes  n  das  Hauptmaxi-    ' 
mum  der  Ordinaten  2mal  sich  dem  Unendlichen  nähert, 

einmal  wenn   —7/ nahezu  =Eins  und  dann,  wenn  es  nahe    j 

^  t  *  L)  '  '         '  '  i  tos.  * 

=:*Niill  ist«    Für  zwischen  0  und  1  liegende  Werthe  vp^  zu»  lient    ' 

das  Hauptmaximum'  im  Endlichen  9  fär  — 7/=0  und  izzl-ün  tTnend- 

liehen,  d..  h.  im  letztern  Fall  hat  die  Kurve  y=:  f -^  """^^J    ^ 
g=— n  keine  reellen  Ordinaten  mehr. 

j.     Gibt  man  im  Ausdruck  y  =  ( -7/— •«/^— C)  dem.{  einen  ga» 

ziiti  positiven  ZäMwerth  >n  z.  B.  f=n-|-p,  wobei  jt  leStae  gluJMk.' 
positive  Zahl  ii^,  so  entsteht: 
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(?-■*-<•+»») 


(^-+0  @-^0 ^(S'+O  (=»+')-•&+ ') 


,  DerNennerdiesesAasdnidai bestellt  aus  zwei  Theilen,  Dämlich: 

-^ — w+lj — ^,  welches  fißr  uDgerade 

Werthe  von  n,  die  >  1  sind,  positiv,  fiir  gerade  Werthe  von  n> 
die  >2  sind,  negativ  ausfällt;   und 

2)  aus  den  Faktoren  (~~;7+l} ("n-i-py    Je  grösser  hierin 

p  ist,  um  so  kleiner  wird  der  Werth  von  [-^ — '»^-"(tt-hp))- 

Hieraus  geht  hervor,    dass  die  i;-Axe  stets  Asymptote 
der  Kurve  ^=1— ^ — nPij  ist,  und  dass  für  n  ungerade 

und  ^1  die  Kurve  sieh  von  der  positiven  Seite,  für  n 
gerade  uiird  >>2  von  der  negativen  Seite  derseLben 
nähert 

2)  Ist  in  y=^(mPQ  m  negativ  ganz,   so  erhält  man: 

(-m«))=l 

ond,  nach  der  Formel  (mPS)  =  (iii— ^  +  l)(mjPf — 1): 

(-»!«)  =  (— w-I  +!)(— »II«))=-WI, 

( — mP3)= — m.in+l.m+2,  u.  s.  w. 

Die  Kurve  y^^^ir-mPQ  hat  also  reelle  Punkte  in  Ab- 
tänden  von  je  Eins  von  i;=0  an  bis  ins  Unendliche. 

Auf  der  negativen  Seite  der  i  erhält  man : 


.  »• 


s*' 


«1—1  .m— 2"" 


0^1     Yiid.^|]eh4  iQ4f¥Q  °^^°  £  successiv  den  ganven  Zahlen  von  r-rl 
I      *«  -»  gleich  setzt,  £=  — (m-  1),  so  ergibt  sich:        ,,....: 

IWl  XXL  ^0 


(Das  po^tive  Zeichen  gilt  für  m  uttgerade,  das  iiagativa£arit»geiad«i) 
i^    Dagegen  wird  ßhr  5 *=!-*«»:  \.  \'  .-■         '' 


V 


erhält  also  einen  unzulässigen  Werth»  s*  wie  auch: 

Für  ganze  negative  Werthe  ron  f  von  C=— 1  an  bis 
^^(itf-l)  hat  also  die  KurVe  ^3c:(-*-mA:)  ebefifalis  tMila 
Ordinaten,  darüber  hinaus  aber  nicht  mehr.  Hiermit 
ist  iber  die  Anzahl  der  reetlen  Ordinalen  dieser  Ktirve  er8ch9|)R; 
Denn  für  einen  gebrochenen  Werth  von  z$  gleichviel  ob 

•     I 

positiv  oder  negativ»  erhalten  alle  Ordina^ten  die  Form  j&- 

■  <  • 

Bezeichnen  nämlich  n  und  ^'  Zahlen^    die  |)rim  zu  einand« 

n  ■       ^         ■..■.•••"■'■. 

sind,  so  ist  (OP-7)  stets  ein  reeller  ettdlidierWeidi.  iNnnistabert 

(-1P  ^)=  :^  (0/>J)=ö  iOP^) »  »• 


-8-1-1 


Ebenso 


;!.- 


+- 


(-2P|)=       -2-5^-  (-1P-|)=  OD,  U.  8.  W. 

Ist  also  •— m  eine  negative  ganze  Zahl»  so  redacirt 
sich  die  Kurve  y=:(— mPJ)  auf  ein  System  von  isolirtoD 
Punkten»  von  welchen  avf  der  positiven  Seite  der  {; 
unendlich  viele»  auf  der  negativen  Seite  (m — 1)  ab- 
wechselnd auf  d^  positiven  und  negaliyen  Seit«  ^er 
Ordinalen  liegen.  r    '^- 


flfiNf  ttrtf  JBmfMHunt^  auTs  DtfSeretaHrem  umL  Megriren,     9\ 
Es  bleibt  uns  tiua  noch  na  dtskiitfren  äbrig  die  Funktion : 

Dieselbe  lässt  sich  zurQckfähreii  auf  die  schon  oben  betrach- 
tete: y=(0/^,  indem  man  hat: 

Aus  dieser  Gleichung  folgt»  dass  (SPt)  die  Form  Q=db  ^  erhält 

f&r  {;=  — J,  —2,  —3,....  Das  Zeichen  des  Werthes  ±(X>  hfingt 
davon  ab»  Ton  ^iveldier  Seite  aao  sich  4en  Absdssen  ^=--1» 
— 2,  —3^.  nähert 

Die  Kiirve  y:=(iPQ  hat  dah-er  von  {;=  — 1  an  nach  der 
DegativeS'Seite  der  i  hin  unzählig  viele  je  im  Abstand 
Eids  befisdliche  auf  der  ^-Axe  senkrecht  stehende 
Asymptoten»  an  die  sich  die  Aeste  der  Kurve  ab- 
wechselnd auf  der  positiven  und  negativen  Seite  der 
2;-Aze  anschiiessen. 

Da  weiter  die  Kurv«  y=-(OP— £)  zwischen  f= — 1  und  f=— 2, 
zwischen  f=: — Sund  f= — 4u.  s.  w.  negative»  dagegen  zwischen 
t=0  und  S=  —  1,  zwischen  f=  — 2  und  f=i— 3  u.  s.  w.  positive 
Ordinatenmaxima  besitzt»  so  folgt»  dass  die  Kurve  yzzz^^PQ 
in  den  betreffenden  Fällen  negati^^  oder  positive  Minima  der 
Ordinaten  besitzt. 

Da  endlich  die  beiderseitigen  Maxima  sich  bei  der  Kurve 
gz=z(ßP — Q  mit  dem  Grösserwerdes  des  negativen  ^  sich  immer 
weiter  von  der  i-Axe  entfernen»  se  nähern  sich  die  Minima 
der  Kurve  y=^(£PS)  nm  so  mehr  der  S-Axe»  einen  je 
grSsseren  negativen  Werth  ^erhält. 

Ad  der  Acreehnang  ^er  Werthe  von  (^PQ  bedtent  mm  «irfi 
mit  Yortheil  der  auf  dem  Wege  -A^  Ii»d«ktieD  unmittelbar  sich 
ergebenden  Gleichung: 

«•f  ii»t+i)=(t+i)(t«), 

wie  das  folgende  jSchena  aeigt : 


«(  iBs  bedarf  fcriber  üuinBrong,  dasi  jüe  FmaMmm  (S^O  dtetSlbe  ilC» 
üb  WM^  «eiNühalkh  siU  (!  (Ohn)  oder  1^  ad^r  (CM  hemVkanU 
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8)  Anwendang  der  Ausdrücke  (mP^,  (0P£)  und  (£P0  beim 

Differentiiren  und  Integriren. 

Wir  haben  bereits  zu  Anfang  dieser  Untersuchung  nachgewie- 
sen,  dass  der  Koeflficient  von  ^"^^  in  dem  Ansdmclc  des  {ten 
Diflfierentialquotienten  von  a"*,  so  lange  ^  ganz,  positiv  oder  ne- 
gativ ist,  mit  der  Funktion  (mPQ  übereinstimmt 

Es  unterliegt  nun  keinem  Zweifel,  dass  sich  die  ganzen  (po- 
sitiven oder  negativen)  Differentialquotienten  von  a^  auf  unzählig 
Tiele  Arten  mit  einander  verbinden,  d.  h.  Funlctionen  angeben  las* 
sen,  die  für  ^=....,  «—2,  —1,  0, 1,  2,  3,....  die  successiven  Wertfet 
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•••••<f«+l)(m+2)'  ST+I'    ^'   maf^^,  m.«-.l.a;«-«, 

m.m  — l.m — 2.ä"^',.... 

annehmen;  jedenfalls  ist  aber  die  Funktion  {mP^  die  einfachste, 
durch  welche  diese  Interpolation  vermittelt  werden  kann. 

Diese  Idee  liegt  der  Verallgemeinerung  zu  Grunde ,  welche 
sich  in  der  Formel  (V): 

acC  -    a^    lAW  +  l    g^    Y=rt+     1.2       dx^    +— ' 

ausspricht,  wenn  man  unter  (nicht  nur  eine  ganze  (positive 
oder  negative),  sondern  eine  beliebige  ganze  oder  gebrochene 
Zahl  versteht. 

Da  uns  nun  nach  dem  Vorhergehenden  die  Funktionen  {mPQ^ 
(ßPQ,  dPO  ^^  ihren  Eigenschaften  vollständig  bekannt  sind  und 
wir    die   Fälle    nachgewiesen  haben,    in  welchen    man  fär  diese 

Funktionen  Ausdrflcke  von  der  Form  ^==±00  erhält,  so  sind  da- 
durch zugleich  die  Gränzen  festgestellt,  innerhalb  deren  man  sich 
bei  der  Anwendung  der  Formel  -g-^— =(miPt)a:"»"<5;  zu  bewegen  hat 

Es  ist  hieraus  klar,  dass  die  Formel  -j~^=  (mPO«*""t 
nicht  zum  Ziele  fährt  in  dem  Fall: 

^     ^    =(— IP— l)a:<^JbQP  und  allgemein 

Anderereneits  wissen  wir  aber  auch  direkt,  dass  rieh  die  Ent- 
vHckelnng: 


nicht  mehr  in  Einer  Potenz  von  x  zusammenCeuBsen  läset.    Gans 
^taaselbe  gilt  fär: 


29t  ^*  LmngBUorf:   l'e»er  die  PemuiUUkmmuMem 

/(/bg*8;r)^=/(/(/|)  a*)a* 

=  ^^  [=(^lP-.3)a;«  =  ±Q0]  u.  a  w. 

Es  fiodet  also  die  Formel  ^-^^=(iiiP£)^«-C  fibera 

dann   ihre  Anwendung,    wenn  (mPC)  nicht  die   Form 

erhält,  oder  wenn  man  durch Differentiatian  oder  Int 
gration    eines  Ausdrucks    von    der   Form  yz=:x^  nie 
auf  .solche   Funktionen   geführt   wird,    die  sich  nie 
mehr  in  Einer  Potenz  von  a:  zusammenfasaea   lasse 
Ist  dagegen  im  letzteren  Falle  die  Entwickelung  der  meuen  Fu: 
tion  nach   Potenzen  von  x  bekannt,  so   lässt   sich  deren  ailg 
meiner  Differentialqüotient  sofort  angeben.    Ist  nSmlidi  die  g< 
gi^bene  Funktien  r 

so  ist  der  £te  Differentialquotient  derselben: 
oder  da: 

ist: 

ag(y)     (OPg)         1.6.^     1.2.C.X«      1.2.3.d.a:»  ^ß 

Diese  Gleichung  steht  zu  der  bereits  oben  entwickelten  Formel  (V):        "^ 

In  einer  ähnlichen  Beziehung  wie  der  Maklaurin'sche  zum  Tay- 
lor'schen  Satz,  was  sich  sogleich  ergibt,  wenn  man  statt  a»  6,  c-.. 
ihre  Werthe 

df(!)x)        1    i^flQx) 


"i  <  '.p-  «. 


mx). 


1.8«*   172    aa« 


9««** 


»•  < 


setzt.    Man  erhält  nach  diesen  beiden  Sätzen  die  folgenden  all- 
gemeinen Differentialformeln:-  •    v^..i;-  < 
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) 


^eri 


e  e 


8{(a»)     (OPE).,  .  £loR£     jt«log«a 

-   «{    ' ' + ^T:^"! - C .2-C '  1-C . 2-C. 3-f ""• '  t"^»"^ 

(XXIX) 

y(«nia;)  _  (OPQ  /  «  x»  .  g* \ 

a*C    -   «e    Vl^~l-f  2-5.3H: '  l-C.2-C.3-f4-CÄ-C   "7 

»">* (*+ 1.2.2-; ~  1.2.3.4.4^ + 1....6.6-C  ~ -^ 

8g(coga;)_(0Pg),,  a»  «^ . 

ÄrC     -~5r^*-l_f.2-f+1-£.3-£.3-£.4— £~*--^ 

(0«)  }  '^""^<^+i:2tg  -r±w+ ••>       ,  ^^^^ 


—  «« 


rT:=^~lilS.3-:-j+i:j.3.4.8.6-f"^'^ 


8Clos(ar  +  l)  _  (0-^  I  _£_  l.a:'  1.2.ar».  I 

Sic        -^    |l^t~J-t.2'=|  +  l-(.2-f.3-t     ••"I 

--^»'«8(«+i)+r^+i*i^ — r2"(i+i)*i-t.2-t+""» 

,  .  ^  8C(los(a;+l))  .       at(logx)         .    „ 

oder,  wena  bmui  nicht  — — g^j — '^j  aonden  ■  \jr''   ii«ai  »«^ 

mel   (T)  direkt  entwickelt: 

8C(log;g)_(0P£)  «  t    111  I      ^xXXl^M 


u    tm  m  ■^wwwf-^ww^ 


^  Diese  Gleichnng   dräckt  eine   hochtt    merkvünii^e    Sigencpliait 
des  Milarlichea  Logarithmat  aas. 


i86  ^*  Langtdorfi    üeber  die  PemMtMautMOklen 

Ebenso : 

8C(log^)     (0«) 

—         VJLU{^^-rfc< — ■ 

•J.Ioga     2.2H:.log 

(XXXII)  *) 


Für  gairte  negative  Werthe  yod  £  kann  man  aidi  leicht  durch  ^q. 
mittelbare  Probe  Ton  der  Richtigkeit  derselben  nberzeagen.  Es  ist  i^&ii. 
lieh  nach  ihr:  '  ,i  . 

^8  ist  aber  nach  Gleichung  (XX),  wenn  man  dort  il=l  setzt:    , 

111  '  '^ 

O +0  +  374+"=*' 
?:^=:r(log:.-l)==/loVa^^^^^ 

Durch  Differentiation  hienron  erhält  man  wieder : 

8(j>logg-a;)_.f__ 
^ ='»g*- 

Ebenso  ni|ch  Formel  (XXX):   • 


e-«(logx)      a^     e  /  2        2     V  2  A 


Nach  (XX)  ergibt  sich  aber  für  n=2: 


2        2        2  _  2         C 


Daher 

Daiteh  iiWflimaliget  Differentiiren  erhält  man  wirldiofa  wiaderi 


8a:» 


e 

-zslogj?  u.  s.  w. 


*)  Bei  diesen  sämmtliehen  Formeln  gilt  hinsichtlich   des  Wer^^^ 
▼on  S  nur  die  Beschränkung ,    dass  er  nie  auf  Ausdrucke  Yon  der  Fc^^™ 


-  fähren  darf  (s.  oben)* 


und  iäre  inwenduw0  aurtJH/PtreHtUrtnUMd  inu§riren.     WOt 

Zu  diesen  Gleic|ningeD>  welche  sich  nach  ADleitang  der  For- 
mel (V)  leicht  beliebig  vermehreb  lassen»  kommen  noch  die  be- 
reits öfter  angeführten  Grandformeln: 


■:.:'\'^^    0',;      3)^=-(i«.i  ,.si..o,,.,M>, 

Die  zweite  derselbeo  defekt  aus^dassyon  einer  Konstapten 
nur  die  ganzen  positiven  Differentiaiquotienten  :=j^ull 
sind»  alle  übrigen^aber  nicht.  _  ... 

,1  ^        ■ 

Die  Gleichung  3)  j^rückt  für  ganze  positive  Wertbie  von 
i  eine  ans  den  ersten  -Elementen  des  Differentiirens  sich  ergebende 
Wahrheit  aus;  hier  aber  wird  sie  auch  auf  gebro^h^ne 
Werthe  von  (ausgedehnt    (Für  \  negativ-^anz  fährt  sieb  auf 

die  Form  ±^9  {st  also  fär  diesen  Fall  nnzulüssig.)  . 

Zmii  Schloi»  der  gegenwärtigen  Arbeit  bestimnMm  wir  noch 
den  allgemeinen. Differentiatkoefficienten  des  Trinoms  {Ä^Bx^Cx'^yf 
in  einer  eleganteren  Form/ als  ihn  Gleichung  (V)  unmtttelbfr  gibt 

Nennen  wir  Ä-^Bx-i-Cx'^^rzy,  so  ist  ^-%  mit  den  darauf  folgen- 
den ganzen  DiCerentialkoeflficienten  =:Null  und-  die  durch  (knali- 
ges  Diffeimitiiren  von  yfP  entstehende  Gleichung  hat  die  Form: 


1 
Zuweilen  ist  jedoch  die  Form  -r-  nnr  scheihbar.    So  verdea  in  der 

Gleidmng  (y): 

wenn  (  pocitiv  ganz  =it  ist,  dien  ersten  Werthe  der  Klammer  wegen: 

(Oi^=t-J.  i-  t.3-J:...(n--Ö  (OPf-n)        , 

"1 

alle  =0  and  der  (it-|*l)te  Thellsatz  erhalt  nieht  die  Form  ~,  weil  sich  das 

ProdalEt  1— £.M.it  — {  im  Zähler   und  Nenner   streicht.     Die   folgenden 
Glieder  vom  (ll-f-2)ten  an  werden  Nnll,  so  dass  übrig  bleibt: 

wie  sich  schon  von  selbst  versteht.  '  h-. 
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Daher  erhält  man  mit  GleichsetzuDg  der  in  2)  und  3)  i 
ander  korrespondirenden  Werthe: 


Mtf  Am  Aimtiuhmg  mgT«  DtftmMIttm  «Mf  iiitt§rtt*n,     38!^ 
«i(t+l)-+«,(t+iyÄC+ao+«,t+«,J», 
*^+^  (f +1>  4«itt+l)»+ 6,({:+l)»+64«+l)*= ff-2)  («o+«it+«i« 

0,    8.    W. 

««ni  folgt: 


.—«.5.  M7  925  8»  Ol 

^  2"»  <i=lSi"'  **— ""Ts»  ''«**i|'  *^— ""18'  «*=^5««*-w- 

'^  UbBt  «Id  weiter  folgtm,  das«  «os:^>asc^s....ssO  mId 
«•••*'*•    Uan  bat  demnach; 

,5      137,,    225^85^ 

E«  Usst  akh  Dim  durch  Schlüsse«  die  denen  ähnlich  sind, 
dn^  VI  dem  Bildungsgesetz  der  Koefficienten  in  Formel  (I)  geführt 
liteDj  nachwehen,  dass  die  successiven  Khmmerausdrflcke : 

goeccsslv  die  Werthe  0  und  1;  0,  1>  S  ond  3;  o.  s.  w.  zu  Wur- 
atlii  haben  müssen,  wodurch  die  Gleichmig  4)  folgende  Gestalt 
gsoinimt: 
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Diese  Reihe  ist  d|idi  anwendbar»   wenn  i  iM^^aÜT  ganz  ist;j  I 
w  giebt  si«  dann  stets  ^endliche  Reihen.      "■ 


Ist  i  positiv  ganz,  s.  3*  =a,  so  ist 

l'— a    2  —  «        «r-Ä 


<PP«)=! 


•  ••• 


(«M 


tnfl  es  streidt  sich  (1— a) ....  (a— a)  gegen  däÄüIbe  Produkt  bi 
NiAner  des  (a-t-l)ten  Gliedes  der  Kiammor^  so  i^aa  Bbrig  bleibt: 


Irit.a— 1 


was  Gleichung  (XXXIIQ  anmittelbar  gibt. 

Ist  p  positiv  ganz,  so  bricht  Gleichung  (XXXIV)  an 
ihestimmlen  Giiede  ab.  • 

Au<$  eine  dem'  Ta^lor'sdien  Sa^e  analoge  allgemeine 
rentiirforikiel  kann  mun  tei  unmittelbarer  Anv^igndaiif  der  Kormi 
~  denAßlben  entwickeln.  , 


wij 


S'f 


Die  Äusfähmqg  dieser  E^ntwicIoBlung  würde  4i6  GfStizeu 
ses  Auttttzes  iiberschrftiten,  weshalb  hier  nur  das  Rennltat 
idben  lUgt: 
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Allgemeine  Gleichnngen   der  Loxodromeh  auf  Rota- 

ttonsflächen. 


Von  / 

dem  Herausgeber. 


j   . 


1 


i 


Alle  Winkel   denken  wir  uns  im  Folgenden  därch  mit  einoi  j 
der  Einheit-  gleicl^en  Halbmesser :  be<»chrieböne   Kreisbogen   fgJk  ' 
messen,  ünd^woUenj;;  dies  vora^usgesetzt«  die  Poliu^eichong  del'; 
Curve>  dacch  dereb  Umdrehung  die  Fläche ,   auf  mlcher  wir  nw- 
die  Loxodrome  gezogen  denken»  entstanden  ist»  dbreh  ! 

1)    r=/(9)).,  T  j 

bezeichnen,  tro  bekanntlicb  r  der, Radius  VectQr  heisst»  und 
9  die  cen irische»  ßreite  genannt  wetden  soll»  '^as  Jeder  ver^ 
stehen  wirft-y  wer  weiss ^  was  in  der  Geographie ^-und  Geodbie 
mit  dem  Namen  geoisentrische  Breite  'bezeichnet  wifd. 

Auf  der  durch  die  Gleichtitfg  1)  charakteri^irteii  Fläche  den- 
ken wir  uns  nun  zwei  Putikte,  deren  Längen  *)  vnd  centriscbe 
Breiten  Lq^  q>Q  und  JDi»  ^i  sein  mögen»  wo  Li  grosser  als  L^  selo 
soll »  dagegen  tpi  sowolil  grösser'»  als  auch  kleiner  als  q)^  srä 
kann.  Die  Breitendifferenz  q)^  — 90  theilen  wir  in  »Igleiche  Theiie 
und  bezeichnen  jeden  dieser  Theiie  durch  i»   so  dass  also 

:!  i 


*)  Jedem  wird  ohne  weitere  Kr  lau  ternng  deotlich  sefn,  was  wir  db- 
ter  diesem  Ausdrucke  hier  Yerstehen.  Kben  so  wird  nachher  die  Bedeu- 
tung des  Worts  Aequator  in  dem  Sinne,  in  welchem  wir  es  hier  ge- 
brauchen, Ton  selbst  erhellen. 


der  Loxoäromen  auf  RoiaUmaßäcken,  905 

ist.  Durch  alle  Punkte,  in  denen  die  den  einzelnen  Theilen  ent- 
sprechenden Vectoren  die  krumme.  FlSche  schneiden  ^  legen  wir 
Parallelkreise  des  Aequators,  und  durch  deren  Durchschnitts- 
punkte mit  der  Loxodrome,  welche  wir  uns  zwischen  den  Punk- 
ten (l>o9o)  "1^^  (At'i)  Qu^  ^^^  krummen  Fläche  gezogen  denken 
k«lDnen,  lauter  Meridiane.  Indem  wir  nun  dieLoxodrome  von  dem 
Punkte  (Lq^Pq)  an  nach  dem  Punkte  (£i9i)  hin  in  dem  Sinne 
durchlaufen,  in  welchem  die  Längen  gezählt  werden,  seien  1^  und 
G  zwei  auf  einander  folgende  Punkte  derselben,  welche  durch 
die  vorhergehende  Construction  erhalten  worden  sind ,  und  H  sei 
der  Durchschnittspunkt  des  durch  F  gehenden  Parallelkreises  des 
Aequators  mit  dem  durch  G  gehendeu  Meridiane.  Dann  sind  F, 
G,  H  die  Ecken  eines  auf  der  krummen  Fläche  liegenden  recht- 
winkligen Dreiecks  mit  den  Katheten  Ftl,  GH  und  der  Hypote- 
nuse FGy  welches  desto  genauer  als  ein  ebenes  Dreieck  betrach- 
tet werden  kann,  je  grösser  die  Anzahl  n  der  gleichen  Theile  ist, 
in  welche  wir  die  ßrejtendifferenz  g>i— 9o  gethellt  haben.  Be- 
zeichnen wir  nun  den  constantcn  Winkel,  welchen  dieLoxodrome 
mit  allen  Meridianen  einschliesst,  indem  wir  diesen  Winkel  so 
nehmen,  dass  er  180®  nicht  übersteigt,  und  von  den  Meridianen 
ans  nach  der  Seite  hin,  nach  welcher  die  Längen  gezählt  wer- 
den, von  der  Loxodrome  aus  nach  der  Seite  hin  liegt,  nach  wel- 
cher die  positiven  Breiten  genommen  werden,  durch  C;  so  ist  mit 
desto  grosserer  Genauigkeit,  je  grösser  n  ist: 

FH=FG.B\nC,   GH-±FG.co8C; 

wo  man  das  obere  oder  pntere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
dem  der  180®  nicht  übersteigende  Winkel  C  spitz  oder  stumpf  ist. 

Bezeichnen  wir  nun  überhaupt  die  centrische  Breite  des  Punk- 
tes F  durch  9,  den  nach  diesem  Punkte  gezogenen  Vector  durch 
r,  so  ist,  wenn  wir 

a:=:rco8<jp,  y=:r6inq> 

setzen,  nach  l): 

a!=:f(g>).cos(p,  y^=  f{ip).8mq>; 

also,  wenn  man  differentiirt : 

g  -  =  —  f((p) .  sin  (p+f((p)'  CO»  9» 
dy 

woraus  man  sogleich 
Theii  \\l.  '^^ 
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oder 

8^a  +  ^a  =  { (/"(g)))» + (f'{q>)f  I  Bsp« 

erhSit.  Weil  nun  offenbar  C  spitz  oder  stumpf  Ist,  jenacfadeiB 
fp^ — g>Q  oder  i  positiv  oder  negativ  ist,  so  ist  hiernach  mit  desto 
grösserer  Genauigkeit,  je  grosser  n  ist: 

GH^±i  V(/(9))*+(rc9))^ 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  C 
spitz  oder  stumpf  ist;  also  ist  nach  dem  Obigen  mit  Beziehung 
der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 


+  F(? .  cos  C  =  db  i  V  (A^))*  +  (r(9>))'> 
folglich  in  völliger  Allgemeinheit: 


FG .  cos  C=  tV(/r9))H(/'(9))*. 

Bezeichnen  wir  nun  die  n  einzelnen  Theile  der  Loxodrome, 
Ten  dem  Punkte  (Xö^o)  ^d  ^^^^  ^^^  Punkte  (Xi9i)  hin,  der 
Reihe  nach  durch 

^,   ^1,   Ägj>  ^3»  ••••  *Ä""1  5 

so  ist  in  Folge  vorstehender  Gleichung: 

$0  cos  C=t  V(/'(9^o))*+/'(g)o))^ 

5i  cos  C=  i  V(f((po+i))H(f(<Po+^))^ 


ifecos  C=:t  V  (/•(<)Po+2t))H(r(<Po+2»))^ 

u.    s.    w. 

j«-i  cos  c=  iV(A9>o  +  (« •- 1)0)*  +  (r  (9o  +  («  - 1)0)* ; 

welche  Gleichungen  sämmtlich  mit  desto  grösserer  Genauigkeit 
gelten,  je  grösser  n  ist.  Addirt  man  nun  alle  diese  Gleichungen 
zusammen  und  geht  dann  für  in's  Unendliche  wachsende  n  zu  den 
Gränzen  über,  so  erhält  man  nach  einem  bekannten  Satze  der  In* 
tegralrechnung ,  indem  man  die  Länge  des  zwischen  den  Punkten 
(Lqcpq)  und  (Licpi)  liegenden  ßogens  der  Loxodrome  durch  s  be- 
zeichnet« und  bedenkt,  dass  für  ein  unendlich  grosses  ».offenbar 

*0  +  *1  +  *2  +  *8  +  •—  +  Sn-1  =  S 

ist»  auf  der  Stelle  die  Gleichung: 


dir  iaxoärmnem  muf  Rotatttmfßächen.  8t7 

2)    i  cos  C^f  ^'  dg)  V  (A9>))'+  (T (SP))*. 

BezeichneD  wir  den  dem  Bogen  FH  des  durch  F  gelegten 
Parallelkreises  entsprechenden  Bogen  des  Aequators  darqh  FqH^ 
so  ist,  weil  FH  und  FqBq  gleichen  Winkeln  am  Mittelpiiii]cte 
entsprechen  9  offenbar 

also 

EPH  -  m-FH 

^«"®""/(9).cos9' 
Nach  dem  Obigen  ist  aber 

FH  =^  FG. Hm  C; 


also  ist 


i{(p)' COS  g> 


9  ^^ 

und  folglich  9  weil  nach  dem  Obigen 


ist: 


Fg-»^(Ay))H(r(y))'' 

cosC 


^."o='^'^;:ry''/^--«'^ 


Bezeichnet  wir  nun  die  den  Bogen 

*o*  'i  >  *a»  *3»  ••••  *»— 1 
der  Liozodrome  entsprechenden  Bogen  des  Aequators  durch 

^O*    ^1*    '^2>    '^8  *  ••••  'S»— 1  5 

80  ist  nach  vorstehender  Gleichung: 

;S;,=,V^)!±fe)2.^0).taBgC. 

^      '      A9>o  +  0-co«(9\)  +  »)      '  *^ 

^  /t9^o+2<)-cos(g>o  +  2i)      ^^  -^       «* 

u.    s.    w. 

*--'=•     Avo + («-1)0 •  c«8(9o + in-iyi)     m-^iC.   , 
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Also  ist^  weDD  wir  saipmiren  und  für  in's  UneDdliche  wach- 
sende'n  zu  den  Grenzen  übergehen,  weil  offenbar 

So^^  +  «,  +  «i  + ....  -f  S«-*i  t=  AO).(ii  —Lo) 
ist«  nach  dem  schon  vorher  apge wandten  Satze  der  Integralrech- 


t  ■ '. 


nong: 


a.  ^_x,=..c./":^^^±»».. 


9c 

Die  beiden  Gleichungen : 


«cos 

l  ^    J  •  f(g>)'Cos(p 

«ind  die  allgemeinen  Gleichungen  der  Loxodrome  auf  der  durch 
die  Gleichung  1)  charakterisirten  Rotationsfläehe;  welche  wir  nm 
auf  einige  Beispiele  anwenden  wollen. 

Für  die  Kugel  istr^=f((p)  eine  constante  Grösse,  also /*(9)=rO, 
und  folglich 

t/  f(<p).co8(p  ^    J       rcps9    J       cos9>' 

SP»  5Po  y» 

also  sind  nach  4)  die  Gleichungen  der  Loxodrome  auf  der  Rngei : 

9^1 — 9^o=^c^sC, 


-^         »  ^    /*5Pi    8m 


wie  bekannt.    Bei  der  allgemein  bekannten  weiteren  Entwickeinng 
dieser  Gleichungen  halten  wir  uns  hier  nicht  auf. 

Für  den  Cylinder  ist^  wenn  a  seinen  Halbmesser  bezeichnet» 
offenbar  « 

r =/l[g>)  =  asec  g)= «cos  9"^ 
also 


dßr  Lax0äromem  auf  HoiatUm»ßäcken.  90B 

'  ^^^  ^       ^  cos  9^ 

folglich 

(A9))«+(r(9))*=e-^,  +  ^=  3^ . 

V(A9))«+(/'(y))«=  ^,. 

Also  ist  nach  4): 

scosC=:a/       sa 

^        cos  9* 

9Po 


L,-Lo=taiig  Cy*^'^^. 


9>t 

Aber 


jj^=tang9,y       35i^=tang9i-tang9o=,^y^,^^^^J 
also  sind  die  Gleichaogen  der  Loxodrome: 

5  cos  C= a  (tang  91-— tang  90)  =  ^^»^  ^^„^    * 

"^     ^X,_A>=ta„gatang,.-taog^o)=^51^^^- 

i 

Man  erhält  hieraus  sogleich  die  Relation: 

7)    #  _  y  =acotC,  fsinC=a(L|  — £j 
oder 

'  smC 

Für  den  Kegel  Ist«  wie  leicht  erhellen  wird«  wenn  wir  den 
Halbmesser  der  Grundfläche  durch  a,  die  Höhe  durch  b  bezeich« 
oen,  wobei  man  Taf.  IV.  Fig.  14.  vergleichen  kann: 

a—r  COS  9 :  r  sin  9  ==  a :  6» 
woraus 

ab     

**  "^  asin  9 -f  Acos  9' 

also 


ZMi  ermn^f'ii  Aüt^emHfm  CieUäuntim 

fiip) z=:ab(as\ng>-^  b cos 9)"^- 
folgt    Daher  ist 

ab  (a  cos  y — 6  sin  y) 

rw—  (asintp+beo»^' 

nod  folglich 

v/VT'//    \  \i  \^n  (asiny  +  ocosy)* 

oder 4  wie  man  leicht  findet: 


(Ag»))'+(r(y))'=(,,i„yV7coli)-*- 


also 


V(Ay))'+(/'(y))'=(,,i„;^.Jo7^. 

/(y) .  cos  ^>  cos  y  (a  sin  y  -f  6  cos  9)* 

Folglich  sind  die  Gleichungen  der  Loxodrome: 

(asiny-f  ocosyP 
9)  ^  __     '"  , 

Die  Gleichung   des  Umdrehuogs  -  Ellipsolda    zwischen   recl 
winkligen  Coordinaten  ist  bekanntlich: 

Nun  ist  aber  offenbar: 

;Va?*+y'=rcosy,    z=:rsin9; 


also 


woraus 


^ /cos  OD*  .  sing)*\       - 


o«Ä«  6* 


jr*=     ^    . =— — .^■'    ^    * 


a^siny^  +  Ä^cosy^   ■  ,     a«-6« 

1 ^jr"<508^ 
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also«  wenn  mao  wb  gewSholich 

^=— ^ä~,    6=aVI  — e« 


setzt: 


V  J  —  e*co«<p* 


cos  97' 
folgt     Daber  ist 

/(9)=«(l-e«cos9«)-i, 

and  bieraas 9  wie  man  durcb  DiffereDtiatioD  leicht  findet: 


Also  ist 


Pf  y.^      Äe^sin^cos^ 


~1  — e^cosy«'*"  (l-c^cosy*)» 

fe*(l*-2e*cosy^-f  e^cosy^  +  e^siDy^cosy^) 

■"  (1— c^cosy«)» 

_ft^(l— ge^cosyg-fe^cosy^) 
"  (1  — e«cos9*)3 

__ft»{l--(2— g«)g^cosy»l 
""        (l---c«cosy2)»         ' 


-__ 6  V 1 — (2—  6*)c*  cos  <p«     • 

V wr -r  v/  VW      (i_^«co»y2)\^l-  u»  cos y* 


vod  hieraas: 


V  (/ly))*+  (r(y)?^  Vr=l2"-6*)6«cosy« 
fig>) .  cos  9  cosy(l — 6*  cos  y*) 


Folgiich  sfad  Um  Glsiebongeo  der  Lozodrome : 

V^l— (2— c«)c«cösy« 


^     .  /•>»         V 1— (2— c«)c«cosy« 

J        (l— eacos9)«)V^l— c^coso)«  ^ 
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Wenn  wir  die  Breite,  d.  b.  den  Neigangswinkel  derNoriBal« 
gegen  die  Ebene  des  Aequators,  durch  o  bezeicbnen,  so  ist  be- 
kanntlich: 


tapg9  =  ^tang(D, 


also 


^_N 1 a^cosid^ 

^^®^  -l+tang^«— a4cosö2+64sioS*' 


_6^   cosy? 0^6^85 


und  weil  nun 


6*      «2 +  6* 


also 

^  a*  a*  a* 


ist,  so  ist 


6* 

1  —  (2  -  e«)  6« cos 9« 3=  -z -«>   ,    ,A    *     ^4^ 

^         -^  ^       a*cosö*  +  6*suiö^  • 


endlich  ist 


cos g) (1  —  c* cos 9*) = a^^^cos  ö t-s ^o  ,  , .  .   -^.,> 

^  ^  ^  '  (a*  cos  ü*  +  6*  sin  o*)i 


Hiemach  erhält  man  mittelst  gehuriger  Substitution: 

■    ■     ■ !  V  •  »    r 


•   i" 


1       !2         a      .„««cosü^  +  Ä^sinw^ 

1  — «?cosg)*?=6*-- -»  .   >A  '    -^>  ' 

TT     a*€oaö* +A*fiiino*  ..., 


I 


.   -.♦   ili      'V       •     ii- 


Vi— (2— ga)egcosy^ 0^635 

(l-c^cos 9)2)  V^T-^^cöBtp^  ^  ■" (a2cosöa+«WnS»)l*     .  .  ^ 

Vl>-(2— e^e^cosya     ^^^^ 6^85  ^     . 

cos  9  (1  —  e*  cos  9)2)      ^"^  cos  ö  (a^cosö*+  6*sin5^)  f 

und  bezeicbneDx  wie  nun  die  den  centrischen  oder,  bei  der  Erde, 
geocentrischen  Breiten  tp^,  q)i  entsprechenden  wahren BreUtD  durch 
C$09  ^19  ^o  ist  nach  dem  Obigen: 


II) 
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«cos  C=:  a'6*  /        7-5 =fa  ■'  iW  »    gg4xi » 

,/        (er  cos  ü*  +  6*8in  &*)l 

W  w         i.%  ry    P^*  8Ö 


oder 


aj       (1  -  c««fo  S«)S ' 


icos 

a  ^ 


d.  I. 


12) 


»C08 


008  0(1 — 6*«inö*) 


oder 


13) 


Die  ToUstfiDdige  Entwickelung  dieser  Gleichungen  durch  Inte- 
gration« bei  der  ich  mich  hier  nicht  aufhalten  will»  kann  man  in 
meiper  Lozodromischen  Trigonometrie.  Leipzig  1849. 
$.  17.  und  S*  IS-  nachsehen.  Bekanntlich  beruhet  auf  diesen  Glei- 
changen  der  ganze  nicht  astronomische  Theil  der  ScbiSTahrtskundef 
wenn  man  auf  die  Abplattung  der  Erde  Rficksicht  nim.mt 

Für  f =0»  d.  h.  fOr  die  Kugel,  wenn  man  zugleich  a=6=r 
tmtMt,  erhält  man  ans  den  Gleichungen  10): 

oder 

M  .     '■• 
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L,-L,  =  ^cf^: 


9ü 

ganz  übereinstimmeDd  mit  5),  wie  es  sein  muss. 


lieber  die  kürzeste  Entfernung  zweier  Normalen  ein^^  ^ 

Ellipsoids  von  einander. 

Von 
dem   Heransgeber. 


Eine  in  das  Gebiet  der  höheren  Geodäsie  gehSrende  unter' 
suchnng^  die  bis  jetzt  noch  nicht  zur  Reife  and  zum  Abscbloss 
gediehen  ist^  fOhrte  mich  neulich  auf  die  Frage  nach  der  kürze- 
sten  Entfernung  zweier  Normaleq  eines  Ellipsoids  >  insbesondere 
eines  Rotations-Ellipsoids ,  von  einander.  Den  Ausdruck«  welchen 
ich  fär  diese  kürzeste  Entfernung  fand«  halte  ich  für  so  merkwür- 
dig« das»  ich  ihn«  nebst  der  Analysis»  welche  mich  dazu  führte, 
im  Folgenden  nMttheilen  werde,  was  ich  auch  deshalb  thue«  weil 
mich  die  Merkwürdigkeit  dieses  Ausdrucks'  zu  der  Meinung  yer- 
anlasst«  .das#  iMicb  die  Cntersucbung  der  kürzesten  Entfernungen 
der^ormaleii:  anderer,  krummer  Flächen  zu  gleich  merkwürdigen 
Resultaten  führen  werde  und  daher  der  Aufmerksamkeit  der  6^«' 
nietet  empfohlen  zu  werden  verdient. 

Die  Gleichung  eines  beliebigen  dreiaxigen  Ellipsoids«  welches 
wir  zuerst  in  Betrachtung  sueben  wollen^  sei 


« ©•+a;+(0='- 


und  (fgh)  und  (figi^i)  se|en  zWei  beliebige  Punkte  auf  demselben« 
so  dass  also 


tat. 

Setzen  vHr  fiberbanpt 


(fx+ay+c)'--«- 


«o    Igt 


_2x     dySl_  2y     e,^_2g. 


^^d  da  nuD  die  Gleichungen  der  Notmale  in  dem  Punkte  (^2)9 
^^nn  wir  die  laufenden  Coordinaten  durch  j:,  tf,  }  bezeichnen, 
^^ch  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  bekanttttich 

Sx^  dySt  V»So  < 

da:  By         dz 

sind;  so  sind  die  Gleichungen  der  beiden  Normalen  des  Ellipsoids 
in  den  Punkten  (fyh)  und  (fiffi^t)»  wenn  die  laufenden  Coordina- 
ten wieder  diffcli/J?«  y»  i  bezeichnet  werden; 


7        ""        ff      "^      Ä~* 

fx  ffi  K       \ 

Die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  kürzesten  Ent- 
fernung der  beiden  Normalen,  von  einaodier  mit  den  beiden  Nor- 
malen seien  respective  u,  v,  to  und  Ui,  Vi,  tOi;  so  ist  nach  dem 
Vorhergehenden : 


und  die  Gleichungen  der'ltürzeBten  Entfernung  sind 


816  ürMneri:    Utker  dU  kir%eHe  Ottfinrnwntf 

u—Ug    IV — ViTw  —  iSi 
5)     <  .      oder 

X — Ux y — »1 %—vsx 

U — Ml        V — Vi        W — «Ol* 

'  Nach  einem  bekannten  geometrischen  Elemeiitarsalze  steht  aber 
die  kürzeste  Entfernung  zweier  geraden  Linien  von  einander  auf 
diesen  beiden  Geraden^senkrecht^.welchear  mittelst  des  Vorher- 
gehenden nach  den  Lehren  A^t  ^  analytischen  Geometrie  unmittel- 
bar zu  den  beiden  folgenden  Gleichungen  föhrt: 

I- 

^  («— «i)+ ^  (e— t>i)+ ^  (fo  -  M>i)=0, 

6)  { 

Diese  b^den  .Gleicbungen  kann  man  auch  auf  folgende  Art  ana- 
drücken: 

^  t(«-/)-(«i -/i)!+ ^Kf-j?) -(»1 -i^i)  I +^{  (to-A)- («Ol -*,)! . 
=^  (/i -n + p  (S-i-j?)  +  i  (Ai  -  A) 

a^^b^^c"^      \a)       \b)       Kje}        *" 

m 
f 

=©'+(t)'+e)'-i-M " 

_i     /55[     59i     AAi . 

und  setzen  wir  also  der  Kürze  wegen 

7)    A=^+^  +  ^_l. 
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haben  wir  zur  Bestlnnminf^  der  Ooordinftteii  u,  v^  ft  und  Ui, 
,  tvi  der  Durchschoittspunkte  der  kürzesten  EntfemuDg  der  btt- 
n  Normalen  von  einandc^r  mit  diesen  beiden  Normalen  nach  dem 
ligen  (4)  und  6))  die  sechs  folgenden  Gleichungen: 

^'    \.    8) 

-y—-—T-'^~ir-' 

f\         ~        9\  K        ' 

Aus  diesen  sechs  Gleichnngen  möasen  u,  v,  w  und  Ui»  Vi,  Wj 
er  M  —  /,  «  — -y»  «r— A  und  i^— /i,  P|— ^^i»  Wi — Ai  bestimmt 
rden ;  und  bezeichnet  man  dann  die  gesuchte  kürzeste  Entfer« 
ns  der  beiden  Normalen  von  einander  durch  E,  so  findet  man 
mittelst  der  Formel: 


9)  £;  =  V(M-ti,)«+(»-ri)+(w-wi)2. 

Behufs  der  ÄuflSsung  der  sechs  Gleichungen  8)  haben  wir  nun 
förderst  aus  den  vier  ersten  derselben: 

(»— «/)-(»!  -9i)=fj^(M-f)  —^  («i-A) 

=gjf(«-/o-f(«i-/;)!. 

(tc-A)  -  (tci— Ai)  =  ^  (u  — /■)  —  ^  («1  -  A) 


$\f(n-f)-^^iu,-r,)\', 


cheS;y     in  die  zwei  letzten  der  Gleichungen  8)  gesetzt«   nach 
en   leichten  Reductionen  die  zwei  folgenden  Gleichungep  giebt: 


rr'^^t.^^-t     m  ,991  ,hh\tH^±_k_ 


Ui—A_k_ 
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Aus  diesen  beiitai  GleiehoDgap  erJi&lt  mao  naeb  einigen  Mck 
te»  Reductionen: 

u-f_k  g^       ^         frfc        T         c* 

(r+/i)/^,(y+yi)^  ■(*+*!)* 

g^      ^       6^       "*"       c^ 

Hieraus  ergeben  sich  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  i 
die  folgenden  Ausdrücke: 

10) 
u-f_k^  g*       '♦^       6*       '*'       c*    

(/•+/i)/i  ,  (y+.yi)gi  ,  (A-t-Ai)A, 

v-g_k  a*      ■*"       6*       "•"       c* 


und 


o«6«       "*"        **c*        "*■       d^tfi 

(f-¥fi)fi  ,  (y+.9i)j^  ,  (A+A,)At 
to— A     A  c«      ^'       A*       '<'       «?* 

A    -c^'ifgi-gfx)^  ,(aht-hgx)*  ,  (A/i-/*,)* 

o*6*       +        A*c*        +       3ß» 


U) 

y+A)/  ,  (g+yi)y  ,  (A+At)A 
«t— /,  _  A  a*      "*"       A*       "*"       c*      

(£±/i)/ .  Cy+yi)y  .  (A+A,)A 
^.   ~ s^' (fax  - gfi)*  .  (yAt-Ay,)«  ,  (Vi-/»,)»' 


w  — A      it  fl*      "*"       6*        ■'       c* 


^igr— fr      4»c*     "^     «^ 
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Zv  der  von  mir  hier  beabsichtigten  UntereochiiDg  Ober  das 
Rotations -EUipsoid  reichen  die  bisherigen  Betrachtungen  Ober  das 
allgemeine  dreiaxige  EUipsoid  hin,  und  ich  will  dieselbe  daher 
jetzt  nicht  weiter  fortsetsen,  sondern  nun  stu  dem  RotatioDsEllip« 
8oid  Obergehen. 

Bezeichnen  wir  wie  gewöhnlich  die  beiden  Halbaxen  des  Ro- 
tations-EUipsoids  durch  a  und  6,  so  ist  im  Vorhergehenden  a=a, 
b=:ay  c  =  6zu  setzen;  und  wenn  wir  die  Längen  der  Punkte 
(fgh)  und  (fiffiki)  respective  durch  od  und  cou  ihre  reducirten 
Breiten  *)  dagegen  respective  durch  c5  und  c3|  bezeichnen ,  so  ist 
Wkanntlich : 

( /==acoscocosc)9  ^=cf8ina)cos€5,  A=6sinc5; 
{  /x=:aco8fl9|C08(dx>  ^i=asin(0|COSQ|,  A|^6sinQ|. 

Mittelst  leichter  Rechnung  erhält  man  nun: 


*)  Rficktichtlich  des  for  mathematische  Geographie  and  Geodäsie 
•ehr  wichtigen  Begrifft  der  reducirten  Breite  eine«  Punkts  der  Erdober- 
fläche bemerke  ich  sa  befserem  Verständniu  des  Obigen  in  der  Kürze 
Folg^de«.  Die  Breite  B  eines  Orts  ist  bekanntlich  der  Neigungswin- 
kel eeiner  Normale  gegen  die  Ebene  des  Aequators.  Denken  wir  ans 
nm  in  das  Erdellipsoid  über  der  Erdaxe  als  Durchmesser  eine  Kugel  be- 
schrieben nehmen  auf  deren  Oberfläche  einen  Punkt,  welcher  von  der 
Ebene  des  Aeqnators  eben  so  weit  entfernt  ist,  wie  der  auf  dem  Erd- 
ellipsoid liegende  Punkt,  dessen  Breite  B  ist,  und  ziehen  nach  dem  er- 
tteren  Punkte  einen  Halbmesser  der  in  Rede  stehenden  Kugel,  so  heistt 
dessen  Neigungswinkel  gegen  die  Ebene  des  Aeqnators  die  reducirte 
Breite  93  des  Punkts  aof  dem  Erdellipsoid  too  der  Breite  B,  Zwischen 
der  Breite  B  and  der  reducirten  Breite  S  findet  immer  die  leicht  an 
beweisende  Belatioa 

atang93  =  6tang^ 

Statt,  und  mittelst   der  Formeln  tangS=  -  tang/?,  tang^=  -  tangS 

kam  alae  immer  leieht  93  aus  B  und  umgekehrt  B  aus  93  gefunden  werw 
den.  Man  findet  über  alle  diese  Dinge  nusführliche  Belehrung  in  mei- 
ner „Sphaeroidischen  Trigonometrie. '<  Berlin.  1833.  4®.  Zwei-, 
tes  Kapitel«  und  in  meiner  „Loxodromischen  Trigonometrie*" 
Leipsig-  1849.  8**.  Einleitung.;  auch  in  meinen  „Elementen  der 
ebenen,  aphaerischen  und  sphaeroidischen  Trigonometrie, 
in  analjftiaeher  Darstellung  mit  Ainwendnogen  auf  Astrono- 
mie and  Oeoilala.«*    Leipalg.  1887.    8®. 
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t9i  — 5^/1  =  r—aa  »in  (cd. -r-  g^)  cosq  cos«$i, 
ghi — hgi  ;;=   ,  ab (sia  go.cos  c5  sin  t^i  —  sin  coi  sin  o  coa  i^i), 
^fi  —  /^i  ^ -*-^tt^ (cos  09 cos  c5 sin  Oj  — cos  cdi  sin  o cos Oi) ; 
folglich 

fgi—gfi sin((o  T-ci>i)  eosÖ  cosc3| 

ghi  —hgi sin  o  cos  5  sin  c5j. . —  sin  o^  sin  5  cos  5j 

M\  —  Ai  cos  Q  cos  ö  sin  öi  —  cos  Wj  sin  5  cos  Oi , 

also 

(fgi-fffi)^\  C9^i-%i)^  ,  (AA-AiJ^^sinCo-oQgcosSgcosö,« 

sin  ö*cos  öi^+cos  ö^sin  «1^—2  cos  (© — «1)  sin  ö  cosö  sino^  cosOj 
+  ^äp 

oder 


=  -5  j  sin(w—  (öi)*cos  5* cos  öj* 

+  p(sinü*cosCi)i*+co$Ci)*sinOj2_2cos(c)— (öi)sinöcososinc;i)|Cosöi)^ 
Ferner  ist»  wie  man  leicht  fifidet: 

«*    "^  ..;  Ä«      "*"     t^ 

■  •  -     ,  ^ 

=  -2^c*^®öi(c®s(^i  +cos(ö>--ö>i)cosü)  +  psin(di(sinc5-fsinO|)}, 

« 

(f+fi)f  ,(9  +  9i)9  ,  (A  +  Ai)A 
a*     +        6*       "^        c4 

=  ^i cos o (cosö  +  cos((d — cDi)cos(di)-f  p  sinüCflinto  -|-8>d^i)}; 

und 

Ä=  —  { 1  —  sin  5  sin  «i  —  cos  (©  —  Wi)  cos  5  cos  üj }. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

i 

13)    cos0=sin c3sin <di  +  cos(o)—  a»|)Gos.c3G08S|, 
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so  erhalten  wir  ohne  Schwierigkeit: 


c^a'' 


=  ^|sinÖ»—  (1  — p)(6in62— sin(G>— -C0|)2co80^cos0i?j), 

a*       "^        6*        ■*"        c* 

1  «2  _ 

=  j|{2  CO«  lÖ*  —  (1  —  Tä)  sin  ©1  («in  o  +  sin  ©i)  I, 

(f+fi)f  ,(ff+ffi)ff  Ah+h,)h 
a*      ■*■       6*       ■**       c* 

1  ß^       -  -. 

=  ^(3co8409—-  (1  —  va)sin  o  (sin  c5  +  sin  o,)|. 


Also  ist: 


Ä=— 2  sin  46« 


14) 


a 


•-/•=- ^/sin  je« 


2  cos  i  ©*  —  (1  —  Tj)  sin  öl  (sin  o  -f  sin  »|) 

, , 

sinö«— (1  —  ^2)tsin02-sin((ö— ö,  )«cos5*cos5i«! 


2 


2cosl6* —  (l — 12)^*'°  ^1  (sinü+sinüi) 
f-.^=-2ysinie« ^ ? ^, 

sin  Ö«  -  (1 — jä)lsin  Ö*-«in(o>- Wi)^osö*cosöi«| 


^ 


AsiniA* 


2cos  J0*— (1— r2)sinüi  (siuc5  -|-  sinc5|) 

»^  • 

a* \I IT"' 

sinÖ^l— Tä){sin6*-sin(a)-(o,)*cosci)*cosöi«} 


ood 


15) 


«1-/1=— !Vi»«oi«^ 


2 cos  i 6*— (1  —  p)  sin  w  (sin  o  +  sin  öi) 


sin  6*— (1  — p)|sin6*--sin((ö— (ö,)«cosü*cosöi*j 


*;• 


9i-jh=—^i9in\S^ 


2cosi0*  — (1— p)sino  (sin  g>  4- •< n  Qi) 


8in0>— (1  -  p)tsine>-HBin(i»-o»i)^;o8Q^MM»5i*) 


Theil  XU. 


^a  2  cos  je* — (1  -  p)  sin  25  (sin  5  +  sin  SO 

fOi  — Ai=— 2^AiSin  je«- 


sin©K=(l-g5)|sine«-sin(a)-«i)*cos5*cosCJ>i«| 
Leicht  findet  man: 

/*  +  flr*  +  |i%«c=^(fl28inü«  +  6«cos5a), 

und  bezeichnet  man  nnn  die  Krümmungshalbmesser  unter  den  re- 
ducirten  Breiten  c3  und  c5i  durch  R  und  /^i»    so  ist  bekanntlich 

p  _  (ii^sin  5»  4^  6^ cos  5«)^  (c^sin  Si^+^^cosQ^»)! 

''^  ;S6  '^=  ab  * 

also 

ö2sin5«+6«cos5«=aW/»,  ii«sinöi«+6«^cosOi«=at6»Äit; 

folglich 

Daher  ist 

16)    V(u^/)«+(t>-5r)«+(w-A)2 

^v|  2eosi9^  — (l---r$)sinQi(sin(d-fsinOi) 

sine*-(l— p{sÄi#3»-«in(w-  (oO^oscS^^sQ^^i 


© 


und 


17)     V  («i-A)« + (»,-flr,)«  +  K-A,)« 


<^ 


/«M  2co»J©«— (1  — Tj)8in5^5  +  sinZ5j) 


sihd^^(l-^){8ine*-sin((ö— aii)«cosQ«co«5iaj 


bloss  in  Beang  anf  die  absoluten  Werthe  der  Grössen  auf  den 
rechten  Seiten  dieser  Gleichungen.  " 

SeitEt  man  nmi  der  Kurze  wegen  ferner: 


zweier  Nermaiem  «Ami  Uipeeiät  vem  ekumäer. 


r    so  ergiebt  sich  aus  14)  und  15)  nach  einigen»    keiner  Schwierig- 
'^    keit  unterliegenden  Reductioneu: 


\ 


-a-r^f- 


19) 
COS  Qi  (sin  5 — sin  Ox)  cos  ^p^ 


sin  0*— (1  —  gä)  I  sin  ö*  —  sin  (w— 1»|)' CO«  5*  cos  Si*J 


cos  (dl  (sin  g  —-sin  Si)  cos  6*0,1 


sin  6*— (1 — p)  { sin  ©■  —  sin  (w—  »j)*.  cos  ©•  cos  öi'| 

2    sin(o»— c0|)^oscD^co8a>iH2xi8ini9^sin(di(8inS-f8inSi) 

:    (l-j^)* ^2 1 ' 

sind*— (l—p)t  sin  ö* — sln(oH-»i)*cos€S*cosOi*) 


■ad 


•%=(!- 6S)/i 


<  20} 
cos  ö  (sin  5  —  sin  S|)  cos  9^^ 


sin««— (l—^a)t«"n^*— »*»(•— »i)*cos5«cos5|«| 


o* 


cos5(sln5— sincj|)cos9t,o 


sinö*— (l— -Tä)tsin  ©*— sin((»— c»i)*  cos  c5*  cos  Qi*\ 


^     sin(o»— »i)^os(;;>*cos€S|9'f  2psinl9*sinS  (slntt-fsin^i) 

•i=<* — i^*i ^ ;: ;;: — 

sinö'l— (l  —  .^Isinö'— sta(iD— «i)^  coso*  cos  öi*| 


Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich,  wenn  man  für  f^  g^  h  hmI  fif 
gg9  k^  we^fkA  Dirt  Wertho  ans  13)  einführt: 


•    ^ 


'i'w.    !i:iu 


^rmn^rf:   IMtr  äU  MkF%€9ie  Enifimmm: 


•  <  i  . .  • 


•M   M 


•  '•■Y 


•>  I 


f  ■■ 


>  -■ 
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Nun  findet  liian  aber  leicht 

(COBfOCOfi^l  '{'  cos  (D|  cos  ^tM))* 

+  (sin  G)  cos  6o,i  +  sin  (0|  cos  öj^' 
.   ,  ..  (     sinö*cosöi*+.cosö*siD5i*  | 

»8ni(«  «^  flJl)^  j     :  *      "     _  _         _  _      I 

< — 2cos<e»~Oi)^nucQs^UsipiC>iifiil8jl»^  .' 

.   ,  «.  I     sin  ö*  +  sin  ö.* 

=sin((o  — a>i>)  J  .  _      _        _      _ 

'  — 2sinusinOi(siDa>sinc)|'f  cos(a>- 
=:sin(a> — c»|)*{8inS*-fsinc5i* — t28inc5sinöiCos9), 

und  weil  ferner 


inu*-f-8incS,*— Ssidärinuicoa^  +  -5*ln(ai-^o>i)'cog(3'coaöiJ' 

,, —  (1  —  p)«iB(»  — «|)'cOSO"cOSWi' 

=  siD  e»— (1  —  ^8hl(» -^l)»  C0ll5*CMai» 

fpie  man  mittelst  leichter  Entwickelung  Gudeti  m  erh&lt  man  tat 

£=V(«-».,)«+(p-p,)*  +  (iP-^»Pi)'' 
eist   d«s  Obigen  sogleich  den  folgenden  Ausdrock: 
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Ans  dieser  Formel,  wekbe  Ich  in  mehrereo  BeziehoDgen 
sehr   merkwürdig    halte,    fassen    sfch   verschiedene   T^otgerunge^^  ^ 
zieh«!»,  TOD  denen  ich  nur  «af  einige  der  sich. zuerst  daHMetende^^  ^ 
aufmerksam  machen  will. 

Dass  die  beiden  Normalen  sich  schneiden ,  wird    offenbar  da 
durch  bedingt,    dass   ihre  kOrzeste  Entfernung  von  einander  Ter- 
schwindet.    Nun  flällt  aber  sogleich  in  die  Augen,   dass  E  ?er- 
schwindet   för  sin(a)  — Wi)  =  0,    för  0=90«,    för  öi=90o,   ffii 
slnoc=8in^i,   weichet  alles  leicht  geometri^ich  zu  ^euKiltide  Fel- 
gerungen sind.    Bemerkenswerther  ist  es  al>er,  dass  E  auch  ver 
schwindet,  dass  also  die  beiden  Normalen  sich  jederzeit  schnei 
den,  wenn 

25)    sin  02— ^sin((ö  — G)i)«cosö«cö8üi«=0, 

d.  h.  wenn 

26)    sin6=dh^sin(fi> — Oi)  eos  c3  cos  Q^ 

ist.  Es  fragt  sich  nur,  ob  diese  Gleichung  überhaa^D/ 
exlstiren  kann  oder  zulässig  ist,  was  wir  jetzt  sorgfil^lj^ 
untersuchen  wollen. 

Weil  nach  13) 

cos  6= sin  S  sin  Q^  -f  cos  (ca — t»i)  cos  o  cos  Cx 
ist,  80  ist 

sin  02  —  I  _  sinö*  sin  5i*— cos  (©  —  a)])^cos  Cd^cos  5jj' 
—2  cos  («9 — (Oi)sine5cos€5sinQ|Cosc3|, 


k 
lit 


und  die  Gleichung  25)  wird  daher  nach  einigen  leichten  Verwand- 
lungen : 

(l-*-e^  cosS'coscJi^  cos(g>— Q)i)2-f2sjn  c5  cosS  sinc5i  coaSt^cosffl^-ffi) 

sal — sincj^sinQi^ — e^co^cS^coscd^* 
oder 

2 
cos(o)  —  wi)^  +  j-^— ätangotangOi  cos((o«-c»}) 

1  —  sin  5^  sin  (di^  —  e^cos  ö^cos  c5|  *  I 

(1 — c*)  cos  5*  cos  öl*  *  l^e 

L5st  man  nun  diese  quadratische  Gleichung  in  Beiag  aof 
eo8(co — Ol)  als  anbekannte  Grosse  auf  gewöhnlidie  Wefpe  auf, 
80  erhält  man  zuvorderst  mittelst  leichter  Rechnung: 


u 


mpMt  Jiftrmmim  einn  EU^tM»  vom  eimtmdmr.  3B7 

,  tang  ö  tang  c^i ,. 

tco8(cp  — »,)+        2_g2        > 

__  1 — g*(l — sinS^sinSi^  +  costo'cosSj*)  +  e^  cos  5*  cos  S^* 
^  (1  —  c*)*  cos  5*  cos  5i* 

l  — e^  (cos  5'  +  cos  toi*)  +  g^cos  cS^cos  öj* 


also 


(1— «*)*cos  o^cos  öl* 

lcos(w  — a)i)+ — ^_^a        >' 
_  (1— g^cos  5«)  (1— gacosöi») 

""         (1— ««)*C0SÖ»C08Öi*         ' 

woraus  sieb  die  Formel 


0^  .  ^     — sin  ü  sin  öl  +  V^(l  —  e*  cos  ü*)  (1  —c*  cos  o,^ 

27)    cosico — (Oi)= =7^i — H^ == =-^ *-^ 

'  ^  *'  (1 — e^)  cos  ö  cos  öl  : 

ergiebt»  welche,  da  g*<l  ist«  für  eos(o)  —  (0|)  offenbar  immer 
nrei  reelle  Werthe  liefert,  wobei  nun  aber  ferner  noch  die  Frage 
eitstebt,  ob  diese  Werthe,  absolut  genommen,  auch  nicht  grosser 
ab  die  Einheit  sind«  weil  nur,  wenn  dies  der  Fall  ist,  die  LSn- 
Indifferenz  oo  — »i  mittelst  der  vorstehenden  Gleichung  wirklich 
ans  den  redncirten  Breiten  ö  und  öi  bestimmt  werden  kann* 

Wir  müssen  daher  jetzt  noch  untersuchen,  ob  die  Bedingung 

f  —  sinösinöidb  VQ-^^c^g^^Xl  — g^cosöi^)  ? *= 
t  (1 — e^)  cos  ö  cos  öl  3  ^ 

als  erföüt  betrachtet  werden  kann.    Diese  Bedingung  föllt  aber 
■it  der  folgenden  zusammen: 

h-wnSshiö,  db  V  (1— g«cosö«)(l— c^osöj  «)P~(1  — ^«cosö«  cosSt «, 

d«  h.,  wie  man  leicht  findet,  mit  der  Bedingung 

qpisinösloöi  V(l— e*cosö«)(l  — 6«co«öi«) 
^cosö*cofiOi*— sinö*sinöi*--l+c2(cosö*+cosöi*— Scosö'cosöi"), 

nMtke  Bedingung  sich  ferner  leicht  auf  die  folgende  reducirt : 

=F28inSsinöi  V(l— «*co8ö*)(l-.g«cosöi«) 
^  — »inc5»— «lnöi*+e*(cosö*sinöi*  +  sinö*co8ö,*). 
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also  auf  die  folgende : 

+ 2  sin  5  sin  «i  V(l  —  e^  cos  ö«)  (l  —  c*ccs  ö,«)' 
^  — sin52(i_gacoa5i2)— sinöi«(l— c^cosö*), 

oder  auf  die  folgeirde: 

0^  — sin5«(l— c^cosüi«)  — sin5i2(l— c«cosS«) 
±  2  sin  5  sin  «i  V  (1—  c^cos  ö^)  (1— c^cosöi«), 
welche  Bedingung  offenbar  mit  der  folgenden  einerlei  ist: 
0"^— {sin  5  Vl-c^cosöi«  T  »«««1  V^l-eacosö«}« 

Diese  Bedingung  kann  aber  offenbar  nur  dann  als  erfiilK  bettftcb- 
tet  werden^  wenn 

sin  öV  1— ß^co6öi*=Fs»n  «i  Vi— «*  cos  5^=0 

« 

oder 

sin  5 V^l  — e^cöso*  .   '• 


sin  öl     -y^l— ^«cosüi« 
ist,  und  dann  ist  nach  der  vorhergehenden  Entirickelong 


I  —  sin  5  sin  (5^  ±  V(l  —  e^cos  5^)  (l  —  e^ cos  5i^)|  »_, 
r  (l—i e2)co«öcos5i  I    ""  * 

also  cos(a> — (öi)  =  ±1,  folglich  wieder  sln(fi> — a)i)=0. 

Hieraus  sieht  man,  dass  die  beiden  Normalen  nur  dann  eioe 
verschwindende  kleinste  Entfernung  haben  oder  sich  schneiden 
känneh,  wenn  sln(ß) — g>i)=0,  oder  0=90^,  oder  3i  =±§0*>,  oto 
6inQ  =  sinc5i  ist,  vorausgesetzt  natürlich,  dass  nicht  a=6  oder 
nicht  £=0,  also  das  Ellipsoid  keine  Kugel  ist. 

Zum  Ueberfluss  wollen  wir  schliesslich  noch  analytisch  nach* 

weisen,  dass  der  Menner 

1    ■  1  ■   ■  ■  .  ■  •     ■  ' 

(1  +  €«)  sin  0«— £«sin  (w— «i)«  cos  5«  cos  ©i« 
des  Ausdrucks  24)  von  E  niemals  verschwinden  kann.  Wfire  nSmlicb 

(1  -f  €^sin  ©•  —  ^sln  («  —  (Dx)*cos  0*cos  5i*=0, 
80  wäre 


fmH0f  Nßrmmim  Hnes  iUUßmid^'wom  eümmUr 


•* 


829 


sine« 


sin(fi> — (Di)^cosa>«cos(i)i«      1  +€** 


also 


sin  6^8 


sin  (w  —  ©1  )*  cos  CD*  cos  »i* 


--^<1- 


Nun  ist  aber 


sin  ö* — sin  (w  —  cO]  )*  cos  5*  cos  «i« 
=  1  —  sinoViiiQi^— cosc3*cosc5x^ — ^2co6(g>— 0)i)8inc5cosc5sinQiCOsc5i 
=  siD  cd^cos  5|*  -f  008  cä*sin  c5x« — 2cos  (lo — g)i)  sidc^cosq  sinc^i  coscd^ 
=cos  i(cD — ai|)*tsinc5*cosc5i*-|~cosc5*sinc3i*— 28iDc5cosc5sinc5iCOscdi  I 
-|-  sin  Ken — ai|)*t8inc5*cosQi*-f  cosc3*sinc5i«-f  2sine5cosc5sinc5|Cose5] ) 

=  cos^Cco — ©1  )2(sin  c5  cos  5j  —  cos  c3  sin  öi)* 
+  sin  \  (oo— a)i)*(sin  ö  cos  »i  +  cos  5  sin  öj)* 
=  cosi(co^(Oi)«sin  (5.— «i)*  +  sini((io — Go^j^siu  (5+5i)*, 


folglich  immer 


sin  0* — sin  (eo —  cöi)*cos  co^eos  öi*;r  Öj 
siD©*^sin{»  —  i»x)*cosö*co8  5i*. 


«in  6* 


sin  (o — G>i)*  cos  ö  cos  Oi*  > 


1, 


.  • 


■•.  1 


iras  mi^  ^^™  Obigen  streitet. 
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Ueber  eine  neae  geodätische  Aufgabe. 

Von 

dem  Herausgeber. 


I. 

Die  gewöhnlich  nach  Pothenot  benannte  Aufgabe,  deren 
eigentlicher  Erfinder  aber,  wie  Herr  Professor  V  er  dam  io  Lje)- 
den  im  Archiv  Tbl.  H.  S.  210.  nachgewiesen  hat,  der  berflhmte 
holländische  Mathematiker  Willebrord  Snellius  ist,  zeigt  be- 
kanntlich, wie,  wenn  drei  Punkte  A,  B,  C  m  einer  Ebene  der 
Lage  nach  gegeben  sind,  die  Lage  eines  vierten  Punktes  D  in 
derselben  Ebene  bloss  aus  den  beiden  in  diesem  Punkte  gemes- 
senen Winkeln  ADB  und  BDC  bestimmt  werden  kann,  so  dass 
man  sich  also  bei  dieser  Messung  bloss  auf  die  der  Lage  nach 
zu  bestimmende  Station  D  zu  begeben  braucht,  was  diese  Auf- 
gabe fiU*  die  Praxis  besonders  empfiehlt.  Ich  glaube»  dass  sich 
dieser  berühmten  Aufgabe  eine  andere  zur  Seite  stellen  llsst, 
welche  in  der  Praxis  ähnliche  Vortbeile  gewähren  dflrfte* 

Wenn  nämlich  (Taf.  IV.  Fig.  15.)  B  und  B^  zwei  Punkte  im 
Räume  sind,  deren  horizontale  Entfernung  AA^  und  deren  HShen 
ABy  AiBi  über  einer  gewissen  Horizontalebene  ACAi  als  gege- 
ben betrachtet  werden  können,  und  man  misst  in  einem  dritten 
Punkte  D  die  horizontale  Projection  EDEi  des  Winkels  BDB^ 
und  die  beiden  Vertikalwinkel  BDE,  BiDE^,  wozu  der  Theodo- 
lit das  geeignetste  Instrument  ist,  so  lässt  sich  aus  diesen  ge- 
messenen Winkeln  die  Lage  des  Punktes  D  im  Räume  ermitteln, 
d.  h.  es  können  aus  den  drei  in  Rede  stehenden  Winkeln  die  ho- 
rizontalen Entfernungen  DE,  DE^  oder  CA,  CAi  des  Punktes 
D  von  den  beiden  Punkten  B  und  Bi  und  dessen  Höhe  CD  Aber 
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der  Horizontalebene  JCili  besthnmt  werden.  WSren  alse  in  einer 
Gegend  B  und  B^  etwa  die  Spitien  zweier  Thfirsie  oder  die 
Gipfel  zweier  Berge,  deren  horizontale  Entfernung  und  deren  Hoben 
über  einer  gewist^en  Horizontalebene  au«  einer  anderweitigen  Mes* 
sung  al8  genau  bekannt  angenommen  werden  könnten,  so  wfirde 
die  Lage  jedes  anderen  Punktes  im  Raqme,  aus  welchem  jene 
beiden  Punkte  sichtbar  sind,  durch  Messung  der  drei  oben  näher 
bezeichneten  Winkel  bestimmt  werden  können,  also  nicht  bloss 
die  horizontalen  Entfernungen  dieses  Punktes  von  den  beiden 
Punkten  B  und  JB|,  sondern  auch  dessen  Höhe  fiber  der  ange* 
nommenen  Horizontalebene,  wob<u  man  sich  ähnlich  wie  bei  der 
Potbenot'schen  Aufgabe  nur  auf  diesen  Punkt  zu  begeben  braucht 
Die  aus  diesen  vorläufigen  Betrachtungen  sich  ergebende  Aufgabe, 
die  in  der  Praxis  wohl  hin  und  wieder  zweckmässige  Anwendung 
finden  dflrfte,  will  ich  nun  im  Folgenden  auflösen,  schicke  aber 
der  Anflösung  noch  die  folgenden  näheren  Bestimmungen  voraas. 

Die  Höhen  aller  Punkte  werden  auf  ein  und  dieselbe  Horizon- 
talebene bezogen,  aber  stets  als  positiv  oder  als  negativ  betrach- 
tet, jenachdem  die    betreffenden  Punkte  über  oder  unter  der  in 
Rede  stehenden  Horizontalebene    liegen.    Wenn  ferner  in  einem 
beliebigen  Punkte  M  der  Neigungswinkel  der  von  dem  Punkte  M 
nach  einem  anderen  beliebigen   Punkte  N  gezogenen  Linie  MN 
gegen  die  durch  den  Punkt  M  gelegte  Horizontalebene  gemessen 
wird,  so  soll  dieser,    natürlich  neunzig  Grade  nie  übersteigende 
Neigungswinkel  Immer  als  positiv  oder  negativ  betrachtet  werden, 
jenachdem  *der  Punkt  N  über  oder  unter  der  durch  den  Punkt  M 
gelegten  Horizontalebene  liegt.      Dies  vorausgesetzt,   kommt   nun 
das  Obige  auf  die  Auflösung  der  folgenden  Aufgabe  zurück. 

Aufgabe. 

Wenn  die  horizontale  Entfernung  e  und  in  Bezug 
unfeine  gewisse  angenommene  Horizontalebene  die 
gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  betrachteten  Höhen 
iondA|  zweier  Punkte  gegeben  sind,  und  in  einem 
dritten  Punkte  sowohl  die  horizontale  Projection  a  des 
▼OD  den  von  diesem  dritten  Punkte  nach  den  beiden 
ersten  Punkten  gezogenen  Gesicbtslinien  eingeschlos- 
senen Winkels,  als  auch  die  gehörig  als  positiv  oder 
<tls  negativ  betraehtetea  spitzen  Neigungswinkel  t  und 
K  dieser  Gesichtslinien  gegen  die  durch  den  dritten 
Punkt  gelegte  Harizontalebene  gemessen  werden:  die 
Lage  dieses  dritten  Punktes  im  Ravme  au  bestimmen, 
d.  k.  dessen  horizontale  Entfernungen  x  nnd  Xi  von  den 
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beiden  ersten  Punkten»   und  sein^  gehörig  als  poVi^^e 
oder  als  negativ  betrachiete  Hube  u  in  Bezug  auf  d/^| 
aogenomroene  HerisontalebeDe»  auf  weiche  alle  Hube 
bezogen  werden,  zu  finden. 


Auflösung. 

Zuerst  haben  wir  nach  den  Lebren  der  ebenen  Trigonometrie 
die  Gleichung: 

1)    c*  =  a?*+ari* — ^xscieosa. 

Femer  sind  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordina- 
ten  in  vulliger  Allgemeinheit  h — u  und  h^ — u  die  Hüben  der  bei- 
den gegebenen  Punkte  in  Bezug  auf  die  durch  den  der  Lag^e  nach 
zu  bestimmenden  Punkt  gelegte  Horizontalebene,  so  dass  wir  also 
ferner  die  beiden  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Gleichungen 
bähen: 

2)    h — ic=^tangt,   Ai — tt=:arxtang£|.    • 

Aus  den  drei  Gleichungen  1)  und  2)  müssen  die  drei  unbekann- 
ten Grossen  oc,  Xi,  u  beistimmt  werden,  was  auf  verschiedene 
Arten  muglieb  ist;  die  einfachste  und  eleganteste  Auflösung  die- 
ser drei  Gleichungen  scheint  mir  aber  folgende  zu  sein. 

Die  Gleichung  1)  kann  auf  folgende  Art  geschrieben  werden: 

e*=  (xHa:i^)  (cos  Ja« + sin  i««)  -  2a:xi  (cos  J«« — siq  Je»)  ^ 

also  ' 

c«  =  (afl  t-  2xa:i  +  x^^)  sin  ia«+ (o;«— 2a!Xi  +a:i^ cos ;««, 

oder 

c«=(ar +  ari)2sinia«  +  (a:— a:i)«cos4«» 

Setzen  wir  nun 

ix-{-Xi=Vy    X — a?|=fo; 
a?=i(o+w)»   a:i=4(r— 1©); 
so  wi^d  vorstehende  Gleichung : 

4)    c2=üasinia«+to«cos4aa 
oder 


/pgin  4«y      /w  cos  jcty  _  ^ 


I5J     I  «=*— »wngi, 
f  ic=Ai«-j?itang^; 


wo  die  Uebereinstimnung  der  an«  diesen  beiden  FormelD  abgelei- 
teten "Wertbe  tofi  u  logleich  ale  eine  Prüfung  für  die  Rlcbtlglceit 
der  ganzen  gefShrten  Recbnung  dienen  Icann. 

Ueberbaupt  bat  man  die  Rechnung  nacb  den  folgenden  For* 
mein  sa  filbren: 

tang©=tangl«^5j^^, 

2  (A — hl)  sin  \tt  cos  icoa  U  cos  6 

sin  »  =  -^ — r-ji — JT — * ; 

esin(t— ti) 

16)    {  sm(«je±J^ 

*=« — ^üü^;;; — ' 

sinOaTÖTi«). 

\  u=A— d^tangissAi — a?|tang^. 

Dae«  diese  Formeln  aur  logaritbmiscben  Recbnnng  äusserst 
beqaem  nlnd.  Mit  auf  der  Stelle  in  die  Augen;  scbwerlich  wird 
eine  andere  Auflösung  zu  bequemeren  Formeln  fllbr^n.  Jedoch 
flbersiebt  man  auf  der  Stelle»  dass  dieselben  Ibre  Anwendbarkeit 
verlieren»  wenn  i=ti,  also  8in(£— 1^)=:0  ist  In  diesem  Falle 
geht  aber  die  Gleicbung  9)  in  die  Gleicbung 

2(A — Äi)cost*= r— cos© 

^  *-'  €08  i«  ^ 

oder 

....        .     «ein» 

(a  — Ai)C08t= r-COS» 

^        *^  cosi«       ^ 

tfberj  woraus  sieb 


17)    cos  9  =  — -^  cos  \a  cot  t 

0 


ergiobi    Beaeiclioel  nun  wieder  o  iberbaupt  einen  Winkel«  wel- 
cher der  Gleicbung 

18)    cos  o = ^  cos  \a  cot  i 

6 

gentfgt»   so  ist  bekanntlicb,   wenn  h  eine  positive  oder  nogattre 
Zahl  beselcbnet. 


i.^v  ^A — Ai) si»|« cos t  OM tV CM 9 

ly)     sin  W  =  -^^ — .—71; — r-T — 9 

'  e8in(i— «i) 

so  iftt  wegen  der  Gleichungen  II)  und  12) ,  indem  n  eine  positive 
oder  negative  ganse  Zahl  bezeichnet,  belcanntlich 

also 

j  2n«+(iD-e)        , 

fo%iich  nach  7): 

ssin(«)«"^6)  ,      <cos<»-^6) 

sini«  I  cos^ 

r=  ^  ;    «=  <  ; 

gsin(»4-6)  1     €CQs(fl»-t-6) 

sin  1«  ^  cos  \oL 

also  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander: 

e8in(o»T®)  ,  ecos(c»T®) 

10)      l>53 : — i >     tO=  + ,       "    « 

Dah*r  ist  nach  3): 

^='\     .toi«     ±     cwi«-«'      . 


odei 


also 


•|T 


__    sIp  (<»  j-  ^)  cos  jg  J:  cos  (co  T  ^)  g'P  t« 
^  "^^  (Sinitfcosia  ' 

^  sln((o=F®)cosi<^~Fco^(fi>'F9}^mia, 

^  sin  1»  cos  2« 


sin(oii-@i:itf) 
*^)     )  sin(a)=FÖT4«) 

^1=^ — S^^ — 


Hat  man  auf  diese  Weise  x  und  ^^  gefunden ,  so  eigMiC 

einer  dur  beiden  folgenden^  «nf  3)  <l|C|ff<>»|iffl||fnrf  l»i 


15)      I  »==Ä— «IMg«, 


wo  die  Uebereinstinniaiig  der  au«  diesen  beiden  Formeln  abgelei* 
teten  Wertbe  yon  u  logleicb  als  eine  Prüfung  flir  die  Riebtigkeit 
der  ganzen  gefSbrten  Recbnung  dienen  kann. 

Ueberbaupt  bat  man  die  Recbnung  nacb  den  folgenden  For- 
meln zu  ßibren: 

2 (A — ht) sin la cos t cos U  cos 6 

sin  CO  =  -^ — —7 — TT — ; 

e8in(i— tj) 

16)     {  sin(wTÖ±}a) 

I         a?=#; — ——7 9 

smcr 

•inCwTÖTi«). 
*i  =  ^ Sü^^i ' 

\  tt=A— artaDg{:sA|— XTitangii. 

Dass  diese  Formeln  zur  logaritbmiscben  Recbnung  äusserst 
beqnem  «find,  KHt  auf  der  Stelle  m  die  Augen;  scbwerlich  wird 
eine  andere  Auflosung  zu  bequemeren  Formeln  fllbren.  Jedoch 
übersieht  man  auf  der  Stelle »  dass  dieselben  Ihre  Anwendbarkeit 
verlieren  5  wenn  i=^t  also  sin(i  — i^)=0  ist  In  diesem  Falle 
geht  aber  die  Gleichung  9)  in  die  Gleichung 

B  sin  2t 
2(A — Ai)cosi^= r~cos» 

oder 

/i     IL  \       i     esint 

(Ä — Ä|)  cos  t  =  — ~  cos  q> 


dber^  ifvörans  sich 

17)  cos  q>  =  — --^  cos  \a  cot  t 

ergiebt.    Bestieliaef  nun  wieder  m  überhaupt  einen  Winkel  #  wel* 
eher  der  Gleichung 

18)  cos  0 = ^  cos  \a  cot  t 

genllgt,   «o  ist  bekanndich,   wenn  n  eine  positive  oder  negattve 
gaase  ZäU  beaeichwet,  -U'^^ 


gSS  Gr'mWiff  n  ^Mkgr  Mn«  nm&  ffßodätfKhe  Aunabe, 


^  is  zyt9v  j;;  in>9 

also  nach  7): 

Daher  ist  nach  3) 


.  .     /sin  CO  .   cos  00  \ 

—    Vsinia— cosiof/ 


oder 


'■;■!«•>     \  . 


^         .     sin  (D  COS  4a  4- COS  CD  sin  ia 

2a;  =  iß r^-r= — ^ ^» 

sin  i«  COS  «a 

Q  sin  CD  COS  ^a 7  COS  00  sin  ^cr. 

siniacos^a 


also 


20)    i=  +  e!l!l^±k),   a:,=J:e"'"^'"'^^"^ 
~~  sina      '      *      -^  sino^ 

i|p4xiiW)  bat  folglich  die  Rechnung  überhaupt  «iBch  ^en  fpi|fp9r: 
4er)  :Forniej[q  au  führen: 


'     *  '•  i  .    •  t  » 


'UU,  t    I  ;  ,.  l    C9BCi>= -^UOSlttCOt», 

^^^    sin  (cd' J:^«) 
21)     {  ^~^^       sjna       • 
_,     Bin(c?Tiof) 
*      —         sina  .»««' 

ti=:A-^irtang»=Ax — ^itangi. 

In  dem  allgemeinen  Falle  kann  man  aber  die..  Auflösung  auch 
auf  folgende  Art  anordnen.  Die  Gleichung  9)  stelle  man  nni^r 
der  folgenden  Form  dar: 


I   I '  • .  f     I 


und  bestimme  den  Hülfswinkel  &  mittelst  der  Formel: 


10*)    cotÖ=cbtia-!^^^  . 


sin(i  +  ii)  . 
Dann  wird  die  vorstehende  Gleichung:  :  '■  :cK  <»  .m  .. 
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4lsO 

Man  bestimme  nun  Oberhaupt  den  Winitel  oo  niittebt  der  Formel 
iA*\      s  "^(^ — Ai)co8  4acosicps^sinO 

l£^)     sin  09  = .    /«  ,'i  \: > 

so  ist,    indem  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeich- 
net,    bekanntlich 


also 


<2n»  +  (a)-6) 


Ibiglicb  nacli  7): 


•  4 


esin(cj — #)  .      gcos((o — 8) 

sliil«  I  cos^ä 

6sin(oi-f8)  /      «co8(co-f8) 


in. 


sinl«  ^    •        cos^ff       ' 

•   .  '  ■  ■■■'"■ 

also  lait  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  <^ifi^4^: 

■   «-.  csin(a)TÖ)  .  ecos(wTÖ) 

1  ,       .  •  ■  •       .  •      -  ,  i  ^ 

•  ■  #  .  -  ■     1  (  .    . 

Daber  isft  nach  3):  .     . 

o«.       .  ^sin((oTfi^)  ,  co8(i»Tfi^)> 
^=^^— SiTi^""*      cosi«      5* 

;j-*i     ^^     gj^j^      "^      cosi«      ' 

aLMgana  wie  oben:  .:  . .   j.        . 

sin(caTej:i«)' 
14*)   <  "'"«  . 

TlieiiXXI.  St» 
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Ueberbaupt  bat  man  die  Recbnung  nacb  den  folgeodeii  tit-      j 
mein  za  fiHirent'       •       .      •  :  .  ,  ^ 

i.^         AI    8in(t  — 2i) 

r;.»  '.'    3(A^ A.)cosi||ttcostco6iisia€) 
sin  (0 ?=  — ' .   ,.  ,  v\ '» 


sma 


. :  ( ■ 


■     .1 


■  I 


ii=rÄ — a?taDgt=:Ax — a?itang^. 


i'.-' 


Die  gemessenen  .Winkel  i  vnd^  ftiuss  man  natürlich»  bevor 
sie  in  die  Recbnung  eingeführt  werden »  wegen  der  terrestrischen 
Refraction  corrigiren ;  dazu  ist  aber  bekanntlich  d?&  K^ntnläil  itit 
horizontalen  fntferniingen  des  zu  bestimmenden  Punktes  von  den 
beiden  gegebenen  Punkten   und  eigentlich  auch  der  Hohe  jenes 
Punktes  über  der  Meeresfläche  erforderlich.    Man  wird  also  zuerst 
aus  den  geukefi|seoeD>iiiicorrigirten  Winkeln  ij>'tV;  und  dem  Winkel 
a  die  Grössen  sc.y  aci,  u   nach  den   «b^en  Formeln  berechnen, 
hierauf  die  gemessenen  Winkel  t»  t|  auf  bekannte  Weise  weg^n 
^d^r'%yfVai<:fftoi](  corrigiren   md  nun  aus   deil  corrigiirtett  Wtnkehi 
t,  t'i  und  dw  /^Inkei^  a  die  Grossen  x^.Xi,  u  nach  den  obigen 
Formeln  voifl^ueia  berechnen,    SoUtf^jnan  danp  dfe*  gefundenen 
Werthe  dieser  Grossen  noch    nicht  für  völlig  genau   halten^    so 
müsste  man  das  vorhergehende  Verfahren  wiederhoTefh ,  was  'AtaW 
weiteren  Erläutert^  hif^r^pht  bedajrf,., 

i  :  _  .    ■ .  • 

Im  Allgemeinen  glebt^es»  wie  di^  obigen  Formeln  zeigen»  zwei 
Auflösungen  unsere  A,V%dhe»  ^r^hei  man  jedoch  zu  beachten  hat, 
^  dass  die  Grösseji  ar,ianjij(  Xi  ilrer  Nati^r  nach  positiv  sein  müssen. 
Wenn  es  geometrisch  zwei  Auflösungen  giebt»  sa  kann  man,  wie 
es  mir  scheint,  auf  folgende  Art  in  zweckmSidsigey' Welsen' {Mt^ 
tisch  entscheiden»  vi^elch^  def  beiden  Auflösungen  dem  in  der 
Wirklichkeit  vorliegenden  Falle  enttpricht,'  Ich  setze  voraus,  dass 
man  die  Abweichung  der  horizontalen  l^rojebiion  AAi  (Taf.  IV. 
Fig.  15.)  der  Linie  J(tJB|  von  deiÄ  magRe^schen  Meridiane  mittelst 
einer  Boussole  oder  eines' Cbmpasses  unmittelbar  beobachtet  oder 
aus  anderweitigen  Messungen  und  Beobachtungen  abgelttk^ii 
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was  näherungsweise»  wie  es  in  dem  beabsichtigten  Zwecke  bloss 
nütliig  ist^  einer  Schwierigkeit  nie  unterliegen  wird.  Dann  kann 
man,  wie  auf  der  Stelle  erhellen  wird«  auch  leicht  die  lAbwei- 
chuiigen  der  zwei,  den  beiden  Auflösungen  unserer  Aufgabe  ent- 
sprechenden Linien  CA  von  dem  roagnetiscbeD  Meridiane  berech- 
nen ;  und  beobachtet  man  nun  in  D  die  Abweichung  der  dem  in 
der  Praxis  vorliegenden  Falle  wirklich  entsprechenden  Liilie  CA 
von  dem  magnetischen  Meridiane  mittelst  desselben  Instruments 
wie  vorher,  so  wird  man  leicht  beurtheilen  ktinnen,  welche  der 
zwei  den  beiden  Auflösungen  unserer  Aufgabe  theoretisch  ent- 
sprechenden Linien  CA  die  dem  in  der  Praxis  vorliegenden  Falle 
entsprechende  Linie  ist,  und  wird  also  Immer  ohne  Schwierigkeit 
aus  den  beiden  Auflösungen  die  richtige,  d.  h.  die  dem  vorlie- 
genden praktischen  Falle  wirklich  entsprechende,  auswählen  kön- 
nen. Kann  man  in  einzelnen  Fällen  aus  blossen  geometrischen 
Betrachtungen,  ohne  des  vorhergehenden  praktischen  Hülfsmittels 
zu  bedürfen,  beurtheilen^  welche  der  beiden  Auflösungen  man  zu 
%vählen  hat,  so  ist  dies  natürlich  um  so  besser;  allgemeine  Vor- 
schriften hierüber  scheinen  sich  aber  nicht  geben  zu  lassen. 


IL 

Wenn  man  die  vorhergehende  Aufgabe  fär  die  als  eine  Kugel 
betrachtete  Erde  auflösen  wollte,  so  würde  man  sie  auf  folgende 
Art  aussprechen  müssen. 

Aufgabe. 

Wenn  die  Höhen  zweier  Punkte  By  Bi  flber'  der 
Meeresfläche  oder  deren  Entfernungen  r,  r|  von  dem 
Hittelpunkte  O  der  Erde  und  der  von  ihren  Vertikalen 
am  Mittelpunkte  der  Erde  eingeschlossene  Winkele 
gegeben  sind,  und  in  einem  dritte.n  Punkte  D  der  von 
ien  Projectionen  der  Linien  BD  und  BiD  auf  den  Ho- 
Hkont  von  *Z>  eingeschlossene  Winkel  a,  so  wie  die 
Neigungswinkel  t,  t]  der  Linien  BD,  BiD  gegen  den 
Horizont  von  D  gemessen  werden:  die  Lage  des  Punk- 
tei  Z)  im  Räume  zu  bestimmen,  d.  b.  den  von  den  Ver- 
tikalen der  Punkte  B  und  D  am  Mittelpunkte  der  Erde 
eingeschlossenen  Winkel  9,  den  von  den  Vertikalen 
der  Punkte  Bi  und  D  am  Mittelpunkte  der  Erde  ein- 
leschlossenen  Winkel  tpi,  und  die  Höhe  des  Punktes 
J^über  der  Meeresfläche  oder,  was  Dasselbe  ist,  seine 
htfernnng  ^  von  dem  Mittelpunkte  der  Erde  su  finden. 
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Auflösung. 

Zuerst  liefert  UD$  die  sphärische  Trigonometrie  unmittelbar 
die  Gleichung 

1)    cos«=co89>cos9i  -fcosasin^singTi ; 

und  ferner  ergeben  sich  aus  den  Dreiecken  BOD  und  BiOD,  in 
den^n  die  Projectionen  von  BD  und  BiD  auf  den  Horizont  von 
D  in  D  auf  OD  senkrecht  stehen ,  leicht  die  Proportionen : 

'r:^=sin(90o  +  t):sln{180O-(90o  +  t)-9}, 
ri:^=sin(90o+ii):sin{180O-(90o+ti)— g),};    . 

also  die  Proportionen: 

r :  ^  =:  cos  i:  cos  (t -f  9>) » 
r^ :  p  =  cos  ii :  cos  (ti-f  9i) ; 

ans  denen  sich  die  Gleichungen 

■  »•    • . 

ov       ^rcos(t  +  y)  ricos(ti  +  y0 

^    ^  cosi       '  ^  costi 

ergeben.  Also  hat  man  nach  1)  und  2)  zur  Bestimmung  von  q> 
und  <pi  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

'■-•'■■  '     • 

1  cos  £  ==  cos  ^  cos  91 -f  cos  a  sin  9  sin  9)|  9 

3)      l  rcos(i  +  g)) ri  cos  (i\  +  q>i) 

\         cosi  cosi'i 

Diese  beiden  Gleichungen  lassen  sich  auf  verschiedene  Arten  anf- 
losen,  etwa  nach  folgendem  Verfahren. 

Die  ecste  Gleichung  bringt  man  leicht  auf  die  folgende  Form: 
4)    cos  Icfl  cos  {q>  —  ^i)  +  sin  Ja*  cos  (9  +  9,)  =  cos  e. 
Bringt  man  nun  die  zweite  Gleichung  auf  die  Form 


rcosi\ cos(i|  +  yi) 

ri  cos  i         cos  (i + g>) 


so  erhält  man  leicht: 

rcosti — ricosi  _  cos  (1*1 + 9>i )  —  cos  (t  -f  y) 
r  cos  1*1  +  Ti  cos  i     cos  {ii + yj)  +  cos  (i  +  y) ' 

also,  wie  man  sogleich  findet: 


••  uir»: 


.«.■ 
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Seist  BMtp  4^  Kürze  w^^eo  ,:l  .^ 

*  •  ■  . 

■  .      r !,  ■.  ^  '  .»  ..  i, 

und 

. .  ■  •       ■  ■     .  ■  .■'-.' 

fio  werdiw  ^le  Gleichungen  4)  un4  5):  .  .  -    r ..  . 

j  cos\€i^ cos u-\rs\Tk\(f^ cos v:=i cos Ey 
j  ^=taTigii(/--.ti+«)tangi(i+t*,+r). 

Diese  GleichaDgen  kann  man  aber,  ^epn  id^d  ;dpr  Kurze^weigen  no^h 

9)    ar=:tkngiti,  y=±tangiv  ' 

und 

10)    /-irtangKf-f,)^  i^  =  taog4(i+ j,) 

»  .  '  ■  * 

ifoIgende'Art  ausdräcken: 


oos  ia^  i— : — s  -4-  sin  4a*^  ,   .  ■  ^ = 
""''•H**  1  +  ir*  '  .  r         1  +  y* 


COfi€< 


EVimmirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  y  oder  x^  so 
erhält  man  respective  für  x  oder  y  eine  Gleichung  des  vierten 
Grades 9  deren  Entivickeiung  ich  dem  Leser  überlasse. 

Kommt  man  in  denFiill,  die  vorhergehende  Aufgabe  praktisch 
anzuwenden,  so  wird  man  immer  am  besten  auf  folgende  Art  ver- 
fahren. Man  löset  die  Aufgabe  zuerst  nach  I.  so  auf,  als  wenn 
üer  zwischen  den  Vertikalen  der  Punkte  B^  Bi,  D  liegende,  ein 
sphärisches  Dreicick  bildende  Theil  der  Meeresflflche  eine  Ebene 
wäre.  Dann  wird  man  mittelst  der  nach  I.  gefundeneu  Entfernun- 
gen, die  dort  durch  x  und  Xi  bezeichnet  worden  sind,  und  des 
Itekannten  Erdhalbril^ssers  leicKt  auf  bekannte  Weise  Näherungs- 
werthe  von  tp  und  q>i  berechnen  können.  Mittelst  dieser  Nähe* 
ningswerthe  werden  sich  dann  ferner  ohne  Schwierigkeit  die  ge- 
ttuen  Werthe  von  (p  und  tp^^  welche  den  beiden  Gleichungen 

r  cos  (t  +  y )     ri  cos  (tj  +  yi  j  ■ 

COSl  C08«i  •'  '    '  ' 
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g^nfigen  mfissen ,  finden  lassen.  Lässt  man  nfimlieh  ip  roehrorc  f^  r 
dem  gefundenen  Näheruogswerthe  dieses  Winkels  wenig  vervdiie*  ' ' 
dene  Werthe  durch  laufen»  so  wird  man  die  entsprechenden  Wertht    |^ 

von  <pi  leicht  mittelst  der  Formel  ^ 

V 
rcost\        ...     V 
cos(ii  +  9)1)=  j:^-^^.  cos(i  +  q>) 

berechnen  und  dann  prüfen  können,  ob  diese  Werthe  foh  q>  und  | 
q>i  auch  der  Gleichung 

cos  e = cos  9  cos  9i -f  cos  CK  sin  9  sin  9i 


1 


genügen.  Hat  man  aber  auf  diese  Weise  die  genauen  Wertk« 
Ton  tp  und  (pi  gefunden »  so  ergiebt  sich  auch  leicht  der  genaue 
Werth  von  q  mitteist  einer  der  beiden  Formeln: 

r  cos  (i  +  (p)  rj  cos  (i^  +9)  .  f 

^  COSl  ^  COSIj 


I 


Ans  den  genauen  Werthen  von  tp  und  tpi  und  dem 
ten  Erdhalbmesser  kann  man  aber  endlich  auch  leicht  die  als  Bo- 
gen grOsster  Kreise  auf  der  Meeresfläche  betrachteten  Entfernun- 
gen der  Punkte  B,  D  und  B^^  D  von  einander»    überhaupt  alle    j 
Grossen  berechnen»  weiche  hier  von  Wichtigkeit  sein  können. 


1 
'■I 


Verschiedene   BemerkangenL 

Von 

Herrn    Doctor  Paul  Büttel 

%n  Hamburg, 


Im  „Archiv  Bd.  IV.  Abhandl.  XH.  S.  91.''  ist,  wenn  Fk  die 
Fläche  des  eingeschriebenen,  F'k  die  des  umschriebenen  Viel- 
eckes bedeutet»  für  Fk  ein  von  F'k  unabhängiger  Ausdruck  vom 
Herrn  Professor  Grün  er  t  aufgestellt  und  dann  die  Frage  aufge- 


worfeo^  ob  sich  fär  ^jb  f in  ähnlicher  tw^l^^m  Ausdruck  herstel- 
len liesse«  Ich  bin  auf  demselben  Wege^  wie  in  der  angeführten 
Abhandinng,  zu  dem  im  Folgenden  entwickelten  Ausdruck  gelai}g|^ 
derselbe  lässt  sich  aber  auch  noch  anderweitig  kürzer  finden.  Die 
hierza  nothwendigen  Relationen  eind : 

und 

'.■■    'i    •  ■•.      '  ■■:       •    =  ,_^  .'v.   ■■7'^:—»«    .^«  J»   7;»:i   r«jfl«ji/ 

Nehme   ich  die^ zweite  der  Gleichungen  und  reducire  dieselbe  auf 
Nnll^   so  erhalte  ich: 

i       I 

n«  •    e   \j^         ■     *■        ■•*'     •  .-.I'...:"      'i-'lf      \\\ 

Hierausi  folgt:  .       r         -  , 

Q^^f  ■'■     *       ■         !■     ■.  "■  '.:■»•.-     •    ""s-i   '■\  :••■'   .■(ifi  II-.. u: 


n  '■  iF'k^i-^.F't, 


(3) 


ich  diese  Gleichung  in  (1),  so  erglebt  sich: 

Bilde  ich  mir  hieraus  den  analogen  Ausdruclc  fQr  Fk-i ,  so  ergiMI 
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„'     1'  F't-a-F't-i  ' 
fudglich 

F»K-i  -F'*-a  (aFi-i-F-i)" 
Ans  den  Gleiehijngen  (3)  und  (4)  erhalte  ich: 
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wobei  nur  das  positive  Zeichen  berücksichtigt  werden  darf. 


Berichtigung. 

In  der  Abbandiuug  des  Herrn  Prof.  Dr.  Dienger  in  den 
,, Archiv  Bd.  XI.  Abb.  XL.'*  finden  sich  in  §.  5.  anter  (8)  zwei 
Formeln  för  sna  und  cno,  deren  Wertbe  nnrichtig  sind.  Benutzt 
man  nämlich  zu  ihrer  Herleitung  in  (7)  die  Relation: 

^^ .      cn  %  — sn  *a  d  tfla 
cn2a  =  — -T^ — -^ — 4 9 

so  ergiebt  sich: 


'.1  4ri±dn 


' :     i: 
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;  4.    • 


mid 

.  1  4rm2(l+cn2a)'-(l±dn2fl) 
—  1«  V  l  +  cn2a 

deren  Uerleitung  folgende,  ist: 
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d.  b. 
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V  l-ma+m«cn«2o 


iw2(l+en2a)  ^  m«(l+cn2a) 


■.'.f 


ad«r 


1  4/Ti:dn2a 
""^mf   1-f  CD2a' 


0Da 
ironuis  die  weniger  gefUlige  Form  fBr  cna  folgt. 
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Tafel  zur  Bestimmung  der  CapiUardepreftsion  in  Barometern. 

Die  Herren.  Pohl  und  S&^habus  zu  Wien  haben  zwei  sehr 
wertbirolle  Tafeln  znr  Vergleichung  und  Reduction  der  in 
Terschiedenen  LSngenmaiasse.n  abgelesenen  Baromer 
terstände  und  zur  Reduction  der  in  Millimetern  abgele- 
senen Barometerstände  auf  die  Norroaltemperatur  von 
0^  Celsius  herausgegeben,  die  in  den  Sitzungsberichten  der 
Kaiaerlichen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien, 
aber  auch  >jn  besonderen  Abdräcken  erschienen  sind,  und  allen  Be- 
obachtern des  Barometers  dringend  empfohlen  werden  müssen. 
Ganz  neuerlich  haben  dieselben  Herren  auch  eine  äusserst  werth* 
volle  Tafel  zur  Bestimmung  der  Capillardepression  in  Barometern 
berechnet  Da  diese  Tafel,  wie  es  scheint,  bis  jetzt  rd  keiiiem 
besoDderen  Abdrucke  zu  haben  ist,  und  der  bisher  meistens  ira- 
ner  gebrauchten  Tafel  von  Schleiermacher  und  Eckhardt 
weit  vorgezogen  werden  muss,  so  will  ich  mir  erlauben,  diese 
Tafel  zu  weiterer  Verbreitung  derselben  im  Folgenden  den  Lesern 
^Archivs  mitzutheilen,  wodurch  ich  Manchem  einen  besonde-' 
no  Dienst  zu  leisten  hoffe.  Zur  Erklänmg  der  Tafel  genügt  volP 
oiSndig  die  Bemerkung,  dass  die  erste  Vertikalspalte  den  Roh« 
rendnrchmesser  des  Barometers,  die  oberste  Horizontalspalte' 
dio  Meiiriikiji.shdhe  glebt.  Alles,  so  wie  auch  die  Ca*' 
pillardepressionen  selbst,  in  Stillimeterff  a:usgedrflekt 
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Copillardepression  in  Barometern. 
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Ueber  die  dreiseitige  Pyramide.  

Vom  Herausgeber. 

Wenn  in  der  dreiseitigen  Pyramide  SJBC  (Taf.lV.  Fig. 
die  in  der   Spitze  S  zusammenstossenden   Kanten   SA^  SB, 
respective  durch  a,  b,  c  und  die  von  diesen  Kanten  eingeseh 
senen  Winkel  durch  (ab),  (b^yiicn),  die  Seifenflächen  ASB,  B 
CSA  aber  durch  Ao,  b,  A(.  c^  Ac,  a»  und  die  SeitenflS^he  A 
durch  A  beieicboet  werden»  so  ist  bekanntlich: 

^a,b  =  iabsi\n(ab), 
Aft,  c  =  ibc  sin  (bc), 
A<»,  a  =  IcasiB  (cd) ; 

und  wenn  wir  noch  die  Kanten  AB,  BC,  CA  durch  x,  jf,  z 
seichnen,  so  ist:^ 

0?«  =  tf«  +  6«— 2a6  cos  («6), 
y«  =  6«  +  c« — 26c  cos  (6c), 
«*  =c*  +  a^— 2cacos(cfl). 

Bezeichnen  nun  u  und  v  respective  dieProjection  der  Seite 
auf  die  Seite .  AB  und  die   Höhe  des  Dreiecks  ABC  filr  C 
Spitze  und  AB  als  Grundlinie^  so  ist 

tf24-i>a=z«=c3+tf^-r*2eacos  (ca), 
(x — tt)2  +  t>«=y«= 6«  +  c«  -  26c  cos  (6c) ; 

also,  wenn  man  diese  -Gleichungen  von  einander  subtrahirt: 

,  -  • '  •' 

Ä*  —  2artt  :=  6^  —  a* — 26c  cos  (6c)  +  2ca  cos  {ca), 

und  folglich,  wenn  man 

a:9=a34-6«-2a6cos(a6) 
•inflihrt: 

xu^^a^-^  ab  cos  {ab)  -{■  bc  cos  (6c) — ca  cos  (ca), 

also 

g*  —  ab  cos  (q6)  +  6c  cos  (6c)  —  ca  cos  (ca) 

**""  Va»4-6*— 2a6cos(a6) 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 


und 


ist,     so  ist 
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isii  »0  erb&lt  man,   wenn  man  für  z  und  u  ihre  Werthe  aus  dem 
Obigen  einführt ,  nach  einigen  leichten  Verwandlungen  die  folgende 

Gleichung : 

=  o«Ä«  sin  (a*)2  +  Ä^c^sin  (6c)»  +  c^a«  sin  (co)« 

In  [cos  {bc)  — '  cos  {ab)  cos  (cö)] 
+  b  [cos  (ca)  —  cos  (6c)  tos  (a6)] 
+  c[cos  (ab)  —  cos  {ccl)  cos  (6c)] 

Weil  aber 

!a*  +  6*— 2o6co8(a6)lü2  =  ;r2»«=4A* 

a«62sin(a6)2=4A«.  6*, 
62c«8in(6c)a=4A*,  c*, 

A^=Aa,  Ä*+Aft,  c^+Ac,  «2 

.       a  [cos  (6c)  —  cos  {ab)  cos  {ca)^ 

—  ^ö6c  \  +  6  [cos  (cw)  --  cos  (6c)  cos  («6)J 

'  +c[cos(a6)  —  cos  (ca)  cos  (6c)] 

Bezeichnen  wir  jetzt  die   an    rien  Kanten  SA,  SB,  SC  lie- 
^enden  Neignngswinkei  der  in  denselben  zosammenstossendeii  Sei- 
tenfiächen  der  Pyramide  respective  durch  A,  B,  C;   so  ist  nach 
^«Q  Gnindformeln  der  sphärischen  Trigonometrie: 

cos  (6c)  —  cos  {ab)  cos  (ca)  =  sin  (ab)  sin  (ca)  cos  A, 
cos  {ca)  —  cos  (6c)  cos  {ab) = sin  (6c)  sin  {ab)  cos  B, 
cos  («6)  —  cos  {ca)  cos  (6c)  =  sin  {ca)  sin  (6c)  cos  C; 
^Ist»  nach  dem  Obigen : 

,m   \  /  L\         /     \      4Aa»  b  Ae»  • 

COS  (6c)  —  cos  {ab)  cos  {ca) = «g ♦ 

cos  {ca)  —  cos  (6c)  cos  {ab)  = ^^^ , 

cos  (o6)  —  cos  {ca)  cos  (6c) = — ^^X^sr""^* 
'"'»»«Xl  XXI.  24 
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Sabstitüirt  man  dies  io  den  obigen  Ausdruck  fiSr  A^«  so  erhält  man 

~  2Aa,  h  Ac,  a  COS^— 2A&,  c  A«,  h  COSÄ— 2Ac,  a  A»,  c  COS  C 

Einen  andern  Beweis  dieser  merkwürdigen  Formel  findet  man 
2.  B.  in  Crelle's:  »^Sammlung  mathematischer  AufsStie. 
Erster  Band.  Berlin.  1821.  S.  108. 'S  welcher  auf  den  be- 
kannten Satz  gegründet  ist,  dass  die  (algebraische)  Summe  der 
drei  Projectionen  dreier  Seitenflächen  einer  dreiseitigen  Pyramide 
auf  der  vierten  Seitenfläche  (oder  Grundfläche)  dieser  vierten  Sei- 
tenfläche gleich  ist.  Vielleicht  ist  auch  die  obige  Entwickelang 
nicht  ganz  ohne  Interesse  und  für  den  Unterricht  geeignet. 

Für  ^=£==C=90^  erhält  man  den  bekannten ,  zuerst  von 
Tinseau  (M^m.  presentes.  T.  IX.)  gefundenen  Satz: 

A*=  Aa,  6*  +  Aft,  c*  +  Ac,  a«, 

welcher  bekanntlich  als  ein  Analogen   des  pythagoräiscben  Lehr- 
satzes betrachtet  werden  kann. 


üeber  die  Ellipse. 

Von  deui   Herausgeber. 

Zwischen  der  grossen  und  kleinen  Halbaxe  a  und  b  einer 
Eklipse,  dem  von  einem  Brennpunkte  derselben  nach  einem  ge- 
wissen Punkte  in  ihr  gezogenen  Vector  v  und  dem  von  demsel- 
ben Brennpunkte  auf  die  durch  den  in  Rede  stehenden  Punkt  ge- 
zogene Berührende  der  Ellipse  gefällten  Perpendikel  q  existirt  eine 
bemerkenswerthe  Beziehung  ^  die  sich  auf  folgende  Art  entwickeln 
iSsst. 

Der  gegebene  Punkt  der  EUlipse  sei  {xy)y  so  ist»  wenn  r« 
die  laufenden  Coordinaten  bezeichnen  >  bekanntlich 

die  Gleichung  der  Berührenden  der  Ellipse  in  dem  Punkte  (x^. 
Bezeichnen  nun  «>  0,   wo  e  soll  positiv  und  negativ  sein  kSnoe 
die  Coordinaten  eines  der  beiden  Brennpunkte  der  Ellipse« 
welchem  das  Perpendikel  q  auf  die  durch  die  vorstehende  61c& 
chung  charakterisirte  Berührende  gefallt  worden  ist«   so  ist  nae 
den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  bekanntlich : 
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Ferner  ist  fCir  den  von  dem  in  Rede  stehenden  Brennpunkte  (€0) 
Dteh  dem  Punkte  {xy)  gesogenen  Veetor  e  der  Ellipse : 

tarn  toi  dr^i  Gleichungen : 


(Ü'+(l)'='- 


wollen  wir  nun  die  Coordinaten  Xy  y  ganz  eliminiren«  um  die  ge- 
«neiite  Relation  zwischen  den  Grössen  a,  6>  v^  9  zu  finden^  wo- 
bei man  zu  beachten  hat>   dass  zwischen  a,  b,  e  bekanntlich  die 

^leichang 

Statt  findet 

Weil  wegen  der  ersten  der  drei  obigen  Gleichungen 

b^ 

'^t,  80  ist 

^  die  dritte  Gleichung  ist  also : 

'»'<>'aus  sich 

6«(a«— ear)=:9«(a«+ear), 


a«(6«— i/«)=:car(6«+^«). 


^lich 


ik. 
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und  hieraus 


e 


a»"« 

ereiebt.    Führt  man  nun  diese  Werthe  von  e — x  nnd.«^  in   die 
zweite  der  drei  obigen  Hauptgleichungen  ein,  so  wird  dieselbe: 

Der  Zähler  dieses  Bruchs  ist: 

also  ist  nach  dem  Obigeu: 

welches  zu  den  in  mehrfacher  Beziehung   bemerkenswertben  ein- 
fachen   Relationen : 

2a»«  ^  +  9*      .      Va/« = 

fuhrt. 

Aehnliche  Untersuchungen  über  die  Parabel  nnd  Hyperbel  an- 
zustellen, überlasse  ich  dem  Leser,  glaube  aber,  dass  die  Ent- 
wickeiung  dieser  Relationen  zwischen  grosser  und  kleiner  Halb- 
axe  (oder  Parameter),  Radius >  Vector  und  Perpendikel  von  dem 
Brennpunkte  auf  die  BerShrende  zweckmässig  als  Stoff  zu  Auf- 
gaben in  der  analytischen  Geometrie  für  Anfanger  benutzt  werdes 
kann,  welches  auch  die  hauptsächlichste  Veranlassung  sur  vor- 
stehenden Mittheilung  ist. 
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Zur   sphärischen    Astronomie. 

Von  dem  llerans^eber. 

In  dem  Moment,  wo  ein  Stern  eine  der  Polhöhe  des  Beob- 
achtungsorts gleiche  Hübe  erreicht»  finden  zwischen  seiner  Decli- 
nation,  seinem  Standen winkel,  seinem  Aziniath  üiid  der  PolhOhe 
des  Beobachtungsorts  einige  einfache  Relationen  Statt,  die  ich 
hier  entwickeln  will. 

Zwischen  der  Declino^tion  ö,  dem  Stundenwinkel  a,  der  Höhe 
h  eines  Sterns  und  der  Polhöhe  q)  hat  man  bekanntlich  *)  die 
Gleichung: 

I)    sinA  =  sin6s1if9-|-cos0cosdcos9). 

Ist  nun  die  Höhe  des  Sterns  der  Polhöhe  gleich.». ,alao  h^=q>,  «lo 
wird  diese  Gleichung: 

sin  <p = sin  d  sin  q>  -(-  cos  a  cos^  cos  q) , 
also 

cos0cosdcosg)=:(l  —  sin  6)  sin  g)=r  2  sin  (45^ — j(d)*sing) 
oder 

2cososin(45«— M)co8(45«-4d)cosg)=2sin(450-W)«8ing>;  ' 

folglich : 

2)    cos  <r  =  tang  (45^  —  id)  tang  q>. 

Femer  hat  man  bekanntlich  **)  zwischen  der  DecliniEttion  S, 
dem  Azimuth  od,  der  Höhe  A  «nd  der  PolhOhe  9  die  folgende 
Gleichung : 

3)    sin  6  =  sin  A  sin  9 — cos  od  cos  A  cos  ^, 

also  fiir  A=9: 

.  .     sin  d  c=:  sin  ^^—^  cos  OD  cos  9)^, 

woraus  sich  * 


sing)*  — sind 

cos  09  = ö- — 

cos  9^ 

Also  ist 


i   .  I  • 


cos  g)*  — sin  9*  + sind      cos29-f  sitid 

1 — cos  «^ ö = ■—— — Ä > 

cos  9'  cos  g>^ 

folglich 

.  .  ^   _      2cos(45<>-id--y)cos(45Q^id  +  y> 
*  cos  q>* 

woraus  sich 


«)  Archiv.  Tbl.  VIU.  S.  90. 
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^^      .    ,         V"cos  (460— 4d— y)  cos  (45<>  -  i»  +  g>) 

4)      81D  »CO  = ' 

'  '  C0S9 

ergiebt.    Auch  ist 

,  .  co8op*+sinop*  — siod     1— sind 

1  +  cos  CO  = ^ =   -   ,^a  > 

■  cos  9*  cos  9" 

also 

,   .       2  sin  (450-^43)« 

2cos  Jo)*  = A        > 

*  cosg)' 

folglich 

5)    cosio»=:db — ^^ 2-^. 

'  *        "*-        cos  9 

Aus  der  Gleichung 

sin  GD^— sind 

cos  »= nj — 

cosg)^ 
ergiebt  sich  auch 

cos(0=tang9^— sindsec9)'=(l — sind)tang9'  — sind^ 

folglich 

«      sin  d  -f  cos  m 

Aus  2)  erhält  man: 

tang  9>  =  cos  tf  cot  (45<^  —  «d). 
Also  ist 

coso-cot(450-W).=  -J^^ 

_  sin{450— i(ah-d))cos{4gO— 4(co-fd)t 
■"  sin  (450— 4*)* 

woraus  sich  die  Relation: 

«)    cosö«cos(450— 4a)«=sin{450— i(»— d))cos{450— i(i»+d)} 

ergiebt.    Auch  ist 

cos  0) = 2cos  o^cos  (450  — 4^)* —  sin  d, 

1— cos  CD  =  1  -f  sind— 2 cos  ö*co8(460— ^d)«, 

sin4o>*=(l— costf*)cos(450^4d)»=:sina*cos(450— 4a)S; 

also 

7)    sin4o>=dbsintfcos(4öO— 4d). 
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In  dem  Journal   de    Math^matiqnes   pures  et  appli- 
qu^es,  publik  par  J.  Liouville.    Mai.  1853.  p.  168.  bewei-^ 
set  Herr  Besge  eine  bemerkenswerthe  Transformation  eines  be« 
«timmteii  Int^rals.    Herr  Besge  sagt: 

On  m'a  demandö  la  demonstratio!!  rigoureuse  que  je  dis  avoir 
de  r^quation 

n  n 

9)(8in2ti)costt<2ftt  =  /     9(eos^)costt<?tt. 

o  o 

La  ¥oici  en  peu  de  mots.  Dans  l'int^grale  placke  au  premier 
membre,  je  gronpe  les  Clements  relatifs  auxvaleurs  de  la  variable 
a  ^gaie  distanee  des  deux  iiniites^  moyennant  quoi  cette  int^rale 
deyient 


y 


n 

9  ($ia2tt)  (cos  u  -|-  sin  vi)  du* 


18  je  fais  sin2tf=cos^a;9  d'oü  cos2tM2tt= — sinxrcosjrd'a;;  et 
fobserre  que  u  variant  de  0  ä  j»  x  varie  de  n*  a  0  Je  tronve 
ainsi  notre  integrale  egale  ä  * 


/ 


n 

«^  sin^xosarÄr,  .    .     . 

9(cos«a?)  — ^^^2Ji —  (costt  +  smw). 


Mais 


donc 


(cos  u + sin  «)*==  1  -|-  sin  2tf  =  1  -f  cos  ^x ; 


cos  u  +  sinu=  VT+cös^. 
Tfusk  autre  e^tö 

co82tt=  V^l  —  cos^jr=sina;  V  1+cos*j:. 
L'iot^;rale  dont  nous  nous  occnpons  est  donc  finalement  Mirale  h 


f 


n 

ä" 
9  (cos  ^x)  cos  xdx ; 


ce  qa'il  fallait  dämontrer. 
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In  den  SitaungsbeHchten  der  Kai8erlichen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  zu  Wien.  Band  IX.  Jahrgang 
1862«  ,  U.  Heft,  giebt  Herr  Haidinger  einige  beroerkensfrertlie 
Notizen  über  die  niedrigste  Höbe  der  Gewitterwelkeui  Zncfst 
fuhrt  er  Folgendes  an:  „Für  die  tiefste  Stellung  der  Gewitter* 
wölken  in  Parts  fand  Arago  aus  den  bisherigen  Beobachtongen 
von  De  Tis le  1400  Metres.  Tiefergehende  nach  Le  Gentil  in  der 
heissen  Zone^  nach  dessen  Beobachtungen  in  Isle  de  France, 
Pondichery  und  Maniila^  geben  die  gewöhnliche  Höhe  des  Herdes 
der  Gewitter  auf  900  iVIetres.  *" 

y,  Die  Tobolsker  Beobachtungen  geben  einen  Fall ,  wo  die  Ge* 
witteri^olken  nicht  hoher  streichen  konnten  als  214  Metres 

einen' zweiten^  wo  u.  s.  w 292  „ 

sechs 'Pälle,  wo  die  Höhen  lagen  zwischen  .  400  und  600  „ 
drei  Fälle ,  wo  die  Höhen  lagen  zwischen  .  .  600  „  800  „ 
fünf  Fälle^  wo  die  Höhen  beträchtlicher  waren  als  800  „ 

Diesen  Angaben  fügt  Herr  Haidinger  einige  Angaben  über 
in  Admont  am  27.  August  1827  und  in  Gratz  am  19.  Juli  1826 
beobachtete  Gewitter  bef,  wo  sich  die  Höhe  der  Gewitterwolken 
messen  Hess.  Diesen  Angaben  entnehme  ich  Folgendes.  Bai  dem 
Gewitter  in  Admont  am  26.  August  1827  schlug  der  Blitz  wäh- 
rend des  Goltesdienstes  in  das  Chor  der  Stiftskirche  und  tudtete 
zwei  junge  Geistliche,  wobei  erwähnt  wurde,  dass  der  elektrische 
Strahl  augenscheinlich  zuerst  die  Schnallen  rückwärts  an  der  Hals- 
binde getroffen  hatte  und  dadurch  Veraniassorig  zu  .dem  unglQck* 
liehen  Ausgange  gab.  Hier  war  die  Wolke,  aus  wekher  derBlits 
fuhr,  nicht  dicker  als  vier  Klafter  und  nicht  weiter  vom  Bqdeii 
entfernt  alsvierzehnKlafter  =84  Fuss,  also  in  einer  Schrecken 
erregenden  Nähe  bei  der  Erde. 

Das  Gewitter  zu  Gratz  am  19.  Juli  1826  dauerte  nur  etwa 
eine  Stunde,  dabei  folgte  aber  Blitz  auf  Blitz,  im  Ganzen  ohne 
allzuheftigen  Donner.  Es  schlug  aber  neunzehn  Mal  ein  und  zün- 
dete darunter  fünf  Mal.  Die  zündenden  Blitze  fiej^  'mfflebiiar- 
tem  Krachen.  Hier  liess  sich  die  Höhe  der  oberen  Oberfläche 
der  Wolke  über  der  Fläche  auf  etwa  ..:..'..  320  Fnss 
die.j^ntere  (Xh^^äche  der  Wolke. auf  etwa  .    •    .    .o.«  ;.2}(X>  »> 

die  Dicke  der  Wolkenschicht  also  auf 110    »> 

schätzen. 

Die  Mittheilung  mehrerer  solcher  und  ähnlicher  Notizen  wäre 
zu  wünschen. 
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Gaachy's  Lehrsatz  über  die  Bestiininiing  der  Anasahl 
imaginärer   Wnrzeln    einer    algebraischen   Gleichung 

zwischen  gegebenen  Gränzen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  J,  Dienger, 

an  der  ■  polytechnischen  Schale  sn  Carls  ruhe. 


Der  Lehrsatz  von  Stnrin  bat  bekanntlich  zum  Zweck,  die  Ao- 
labl  reeller,  von  einander  verschiedener  Worzein  einer  algebrai- 
EMshen  GleicboDg,  entweder  im  Allgemeinen  oder  zwischen  zwei 
bestimmten  (reellen)  Gränzen  liegend,  kennen  zu  lernen.  Was  nun 
Starm's  Satz  ftir  die  reellen  Wurzeln  leistet,  das  thut  ein  Lehr« 
•ats  von  Cancby  fSr  die  imaginären.  Ich  kenne  denselben  übrigeos 
bloss  aus  einer  Abhandlung  Moigno's  in  Liouville's  Journal 
(1840)*).  Wie  aus  den  meisten  Schriften  über  die  Bestimmung  der 
imaginären  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung,  die  in  der  letzten 
Zeit  erschienen  sind,  hervorzugehen  scheint,  ist  dieser  Lehrsatz 
wenig  kekannt,  und  ich  glaube  daher  eine  Dicht  ganz  unnothige 
Arbeit  zu  thun,  wenn  ich  im  Folgenden  jenen  Lehrsatz  wieder 
in  Erinnerung  bringe.  Ich  habe  ihn  dabei  vollkommen  besthnmt 
gelasst,  bestimmter  als  diess  Moigno  gethan,  während  der  Rech- 


*)  Die  Darsiellnoi^  von  Moigno  ist  auch  im  Archiv  Thl.I.  Nu. 
V.  S.  19.  zu  finden.  Es  wird  die  Leser  freuen,  diesen  hochwichtigen 
Gfegenttand,  dessen  weitere  Verbreitung  im  höchsten  Grade  sn  wonachen 
ist,  von  einem  so  ansgezeichneten  Mathematilter  wie  dem  Herrn  Terfaa- 
aer  des  obigen  Aufsatzes  einer  neuen  Behandlung  unterworfen  zu  sehen, 
wefor  ich,  und  gewiss  jeder  T/eser  mit  mir,  demselben  %n  besonderem 
Danke  verpflichtet  bin.  G. 

Theil  \%l.  85 
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nangsmecbanismus^  der  übrigens  dem  beim  Sturm'schen  Satze 
ganz  analog  ist,  von  Moigno  herrührt.  Hinsichtlich  einiger  weniger 
Ausdrücke,  die  etwa  vorkomroen,  ronss  ich  u.  A.  auf  die  Darstel- 
lung des  Sturm'schen  Satzes  in  meinen  „Grundzügen  der  alge* 
braischen  Analysis''  (S.  152—159)  verweisen.  Was  die  nähe- 
rungs weise  Berechnung  der  imaginären  Wurzeln  einer  (algebrai* 
sehen)  Gleichung  selbst  anbelangt,  so  hat  Herr  Simon  Spitzer» 
Privatdozent  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien,  in  seiner 
„Allgemeinen  Auflösung  der  Zahlengleichungen  mit  ei- 
ner oder  mehreren  Unbekannten'^  (Wien  1851)  bereits  das 
Hörn  er 'sehe  Verfahren  darauf  angewendet  und  in  dieser  Bezie- 
hung, wenn  auch  noch  nicht  Alles  zum  Abschluss  gebracht,  so 
doch  die  Hauptarbeit  vollendet.  Nach  diesen  kurzen  Bemerkün- 
gen  vrende  ich  mich  nun  zur  Danstellvng  des  Satzes  seUMit. 

§.  1- 

Seien  ü  und  F  zwei  ganze,  stetige  Funktionen  der  Unbe- 
kannten .T  und  y,  die  auf  irgend  eine  beliebige  Weise  sonst  mö- 
generhalten  worden  sein;  sei  ferner  i  die  imaglnSre  Einheit 
(VUl)  und 

17+  Fi=Ä(cosT+isin  T).  (1) 

Denken  wir  uns  nun  weiter  in  einer  £bene  ein  rechtwinUiches 
Koordinatensystem  der  ac  und  ^,  so  werden  zwei  beliebige  Werthe 
von  .T  und  y  immer  als  die  Koordinaten  eines  bestimmten  Punk* 
tes  in  dieser  Ebene  angesehen  werden  können.  Zeichnen,  wir  nm 
in  dieser  Ebene  irgend  eine  geschlossene  Kurve  (die  entweder  uu 
geraden  oder  aus  krummen  Linien  zusammengesetzt  sein  kann)  niid 
lassen  einen  beweglichen  Punkt  den  Umfang  di^^er  Kurve  duroh* 
laufen}  indem  er,  von  einem  (willkuhrlichen)  Anfangspunkte  ans- 
gehend,  diesen  Umfang  dergestalt  durchläuft,  dasa  seine  Drehung 
dieselbe  sei»  als  wenn  man  die  positive  Axe  der  :zr. gegen  die  po- 
sitive Axe  der  5^  hin  dreht,  so  wollen  wir  in  (1)  den  Grössen  of  und 
fß  bloss  diejenigen  Werthe  uns  beigelegt  denken,  welche  die  Ko* 
ordinateo  der  auf  einander  folgenden  Lagen  des  befi^eglichen  Punk* 
Üb  angeben«  Dabei  wollen  wir  T  als  eine  kontiBuIrlicfae  (d.  h.  also 
sich  stetig  oder  durch  unendlich  kleine  Stufen  ändernde)  Funktion 
von  w  und  y  ansehen.  Letztere  Annahme  ist  allerdings  willkuhr- 
lieh,  da  man  T  um  4:2n7c  sich  ändern  lassen  kann  (n  eine  ganze 
2ähl),  ohne  dass  die  Grosse  cosT-f  tsinT  sich  ändert.  Unsern 
folgenden  Betrachtungen  liegt  nun  aber  wesentlich  dieses  AufTas* 
sen  von  T  als  einer  stetig  sich  ändernden  Funktion  zu  Grunde, 
und  namentlich  wird,  diese  Auffassung  im  Endresultate  nochmals 
deutlich  hervortreten. 
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Ai8  der  Gleichung  (1)  folgt: 

tgy=^.     T=arc(^  =  ^)+n«;  (2) 

wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  oder  Null  ist»  und  das  Zeichen 
tK(%:sa)  die  bekannte  Bedeutung  bat.  (Siehe  »»Grundzfige 
Btc''  Einleitung  S.  VlI.) 

,  $191  nun  A  der  Punkt  der  geschlossenen  Kurve,  von  dem  aus 
dffbewegliche  Punkt  seinen  Lauf  beginnt;  l7o,  V^,  Tq  dieWerthe 
t*  r,  F  und  T  in  diesem  Punkte;  17,  F,  T  die  Werthe  dieser 
ftSisea  in  einem  (beliebigen)  Punkte  M  der  Kurve,  so  ist  nach  (^: 

ro=arc(tg=^dbno«,  T=arc(tg=^±n«;       (3) 
«0  Rq  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  Ist.    Aos  (3)  folgt  offenbar: 

r-ro-[arc(tg=^)-arc(tg  =  ^]=p»r,       (4) 

WO  p  eine  (pqskive  oder  negativa)  ganze  Zahl  Ist,  Null  mit  inbe- 
griffeD. 

Lassen  wir  nun  den  Bogen  der  durchlaufenen  Kurve  in  einem 
kestimmten  Punkte  anfangen ;  sei  «o  ^^^  Bogen  bis  zu  A,  s  bis  zu 
if>  BD  wird  man  offenbar  Üq,  Fq»  also  auch  7^,  als  Funktionen 
^^;  allgemein  ü,  F,  also  auch  T,  als  Funktionen  von  s  an- 
i^tiläinnen,  und  2war  werden,  unserer  Annahme  nach,  diese 
Fnktloneo  kontinuirlich  sein.  Ist  nun  $  wenig  verschieden  von 
ki  80  muss  auch    T  wenig   verschieden    von    7\)  sein,   so  wie 

irc(tg=r  j^J  von  arcftg=W^j;    mithin  kann  die  zweite  Seite 

fe  Gleichung  (4)  bloss  p  =  0  geben«  und  för  ein  sehr  kleines 
*-*ife  ist  also 

T-  5ro=arc(tg=~)-  arc  (tg=^-^-  (5) 

Wichst  nun»  bei  fortdauernder  Bewegung  des  die  Kurve  durch< 
lüfcBd^n  Punktes,  5,  so  wird  auch   T  sich  und  zwar  stetig  än- 

'vn,  wiediess  auch  mit  arcf  tg=yTj  geschieht.     Die  Gleichung 

(i^iifrd  also  gelten,  so  lange  die  Stetigkeit  ron  ^^^(^S^^^Jjj 

V 
kätkl    Diese  h5rt  aber  plötzlich  auf,  wenn  jj  durch  oo  geht  und 

p 
dabei  sein  Zeichen  wechselt.    Geht  nämlich  dabei  yj  ^^^  —  ^^'^ 
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dber^  so  springt  arc(tg==-^J    pl5tzlicb  von  — ^  zu  -|-q-  über, 

V 
Sndert  sich  also  unstetig  und  zwar  um  n\  gebt  dagegen  -jj  yoq 

+  zu — ,  so  springt  arcftgss-^J  von  -{-^  va  — 5-     und  indoft 

sich  also  abermals  plötzlich  um  tt.    Sobald  man  also  an  die  erste 

V 

Stelle  gelangt  ist^  bei  der  -jj  durch  od  gebt  und  dabei  sein  Zei- 
chen wechselt*) 9  darf  die  Gleichung  (5)  nicht  mehr  als  zu  Recht 
bestehend  angenommen  werden,  während  sie  galt  von  ^  ao  bii 
zu  diesem  Punkte  (etwa  B).  Von  B  an  zunächst  nun  wird  man 
zu  (4)  zurflckkehren  müssen,  und  man  übersieht  leicht»  dass  T 
sich  nur  dann,  von  A  aus  bis  über  B,  stetig  ändert,  wenn  man 
von  B  an  setzt: 

f 

V 

1)  wenn  yj  von  —  zu  +  Obergeht: 

5r-5ro  =  arc(tg=^)-arc(tg=^^»; 

V 

2)  wenn  -^  von  +  zu  —  übergeht: 

5r-.To=arc(tg=^)-arc(tg=^  +  «. 

Man  kann  diess  auch  offenbar  so  ausdrücken:  Sei  $1  derWerth 

von  9,  fär  den  -^das  erste  Mal,  von  a=io  ^^^  durch  od  geht  ttod 
sein  Zeichen  wechselt,  so  ist 

*^  von  a=«o  ^*s  5=^1: 

3r-3r„=an.(tg=Q-arc(tg=^); 
von  a=<i  an: 

r-ro=arc(tg=^)-«rc(tg=^±«;  (6> 

je  nachdem,  ob  der  Durchgang  von  -|-  zu  ^,  oder  von  —  zu    '^ 
geschieht. 

Gesetzt  nun,  im  weitem  Verlauf  der  Bewegung  gehe  jj  €^^ 

s^=zs2  zum  zweiten  Male  durch   od  und  wechsele  dabei  sein  Z^* 
eben,  so  wird  die  Gleichung  (6)  nur  gelten  von  «  =  <i  bis  zu  tts^H' 

*)  Ohne  den  Zeichenwechsel  wäre  die  Stetigkeit  nicht  nnterbrorJttfi'« 
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Dort  macht  SLTc(tg=Y]j  abermals  einen  Sprung  um  n,  und  man 

fibemieht  leicht,  dass  fär  f  >  f 9  man  der  zweiten  Seite  von  (6) 
wird  n  luHlgen  müMen,  wenn  der  Durchgang  durch  od  von  -f  su 
—  geschieht,  dagegen  n  abziehen,  wenn  er  von  —  zu  4-  vor 
•ich  geht 

p 

Ffihrt  man  so  fort,  bis  s=s'  geworden  ist,  und  ist  dabei  jf 

nehnnals  durch  od  gegangen  und  hat  sein  Zeichen  gewechselt, 
md  swar  geschah  dieser  Durchgang  n  mal  von  4~  su  —  und  n' 
aud  Ton  —  zu  4-«  so  wird  man  für  s>s'  setzen  müssen: 

r-ro=arc(tg=Q-arc(tg=-^+(n-n')«.    (7) 
Bezeichnen  wir  mit  e  die  Zahl,  die  angiebt,  wie  vielmal  mehr 

y 

jjf  indem  es  durch  od    ging  und  sein  Zeichen    wechselte,    von 

— -  zu  -f-  als  von  4-  zu  —  übersprang,  während  $  von  Sq  bis  s' 
ging,  so  ist  n — n'= — e,  also 

r-  ro=arc(tg==^-arc(tg=-^-€7r.  (7') 

liäBBt  man  nun  den  beweglichen  Punkt  die  ganze  Kurve  durch- 
iaabn  und  ist  «^  der  ganze  Umfang,  sind  üi,  F\,  T^  die  Werthe 
▼OD  U,  F,  T  in  diesem  Punkt,  hat  e  die  so  eben  angegebene 
BodeutuDg  für  s=:«i,  so  ist  üo=Ui,  Fo=:Fi,  also 


arc 


('«=©=•"('»=©• 


und  also  ^rgiebt  sich  aus  (7'): 

T^-To=-en,  (8) 

V 
wo  mithin  e  angiebt,  wie  viel  mal  mehr  jj»    indem    es   durch    od 

ging  und  sein  Zeichen  wechselte,  von  —  zu  4-  &ls  ^on  4~  zu  — 
übersprang,  indem  man  ftlr  x  und  y  bloss  die  Werthe  der  Koor« 
disaten  der  sftmmtlichen  auf  einander  folgenden  Punkte  der  ge- 
sclüossenen  Kurve  wählte. 

F  V 

Betraehten  wir  nun  die  zwei  Brüche  jj  und  -y,  so  wird  der 

sweite  Null»  wenn  der  erste  unendlich  ist  und  umgekehrt  Bezeich- 

V  V 

net  flian  darum  mit  e'  den  Werth  für  -p»  den  e  fiir  y^  so  eben  be- 
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deutete,  so  wird  e'  offenbar  angeben ,  wie  vieimtl  mehr,  indett 
'^.  durch  0   ging  und  sein  Zeichen  wechselte^  dieser  Wechsel 

van  —  zu  -f  als  von  -f-  zH  •—  geschah;  woraas  folgt«  das«  «-fe* 

F 

angiebt,  wie  vielmal  mehr,  indem  yj  ^^"^  Zeichen  wechselte,  die- 
ser Wechsel  von  —  zu  +  als  von  +  zu  —  vor  sich  ging«  Legt 
man  s  seinen  letzten  Werth  (si  =  dem  ganzen  Umfang,  wenn  Jo=0 

w9re)  bei,  so  sind  yf-  und  7^  einander   gleich,    und   wenn  also 

V 

-Tj  von  «=5o  bis  «=«1  auch  sein  Zeichen  wechselte,  so  musste 

dieser  Wechsel  eben  so  vielrial  von  —  zu  +  als  von  +  zw  —  ge- 
schehen, so  dass  offenbar  ß-|-6'=0,  also  6'=: — e  ist.  Vergleicht 
man  diess  init  (8),  so  erhält  man  folgenden  wichtigen  Lehrsatz: 


i9* 


»Sind  17,  V  zwei  ganze  Funktionen  von  x  und  y,  welche  letz- 
tere Grossen  als  rechtwinkliche  Koordinaten  der  Punkte  einer  ge- 
schlossenen Kurve  (wie  immer  zusammengesetzt  diese  auch  sein 
mag)  angesehen  werden  sollen;  ist  l74-Ft=/2(cosT-}-t8in7)  aod 
wird  T  als  stetige  Funktion  von  .rund^  betrachtet;  legt  man  fer- 
ner X  und  y  die  Werthe  aller  Koordinaten  der  auf  einander  fol- 
genden Punkte  der  Kurve,  von  einem  bestimmten  Punkte  A  aos 
bis  wieder  zu  Ihm,  bei,  indem  man  Sorge  hat,  die  Kurv»  so  zu 
durchlaufen,  dass  die  Drehung  in  derselben  Richtung  vor  sich 
geht,  als  wenn  man  von  der  positiven  Aze  der  x  sieh  gegen  die 
positive  Axe  der  y  dreht*);  sind  endlich  Tq  und  7|  die  Anfai^ 
undEndwerthe  von  T  und  zeigt  e  an,  wie  vielmal  mehr  dabei  der 

17 
Bruch  -p;  indem  er  durch  od  ging  und  sein  Zeichen  wechselte, 

von  —  zu  +  als  von  +  zu  —  übersprang»  so  ist 

7^-^0=6«;."  (9) 


Der  «o  eben  ausgesprochene  interessante  Satz  gUt  im  Gmndi 
iüx,  alle  stetigen  Fanktioaen  ü  und  V  von  x  und  y,  weiao  ^ 
auch  nicht  gerade  ganze  Funktionen  sein  sollten. 

Seien  nun  v,  9;  ti',  v'\ ....  eben  solche  Funktionen  von  x  und 
y%  bedettten  r,  t;  r',  f ;....  dasselbe  für  diese  Fnnktieiien,  wie  R 


*)    Es  ist  4ie«e  Bestimminig  hior  zonächat  wilLkuhrlich ,  sie  ist  es 
aber  nicht  niehr  für  das  Hanptresii|ta(  in  §.  3. 


der  AmmMi  imagimarer  Wuneln  eHtet  mige^,  Gieiektmg  ete.    367 

«id  f  für  ü  QBd  r,  d.  h.  ist  tc-f  9J=r(coal4-tMii<),  ,  tind 

i,  f,  M.-  ebsDfalls  stetig  und  ist  endlich 

ü+^Vi=(u+  vi)  (u'  +  v'i) ..... , 

M  ist  bekanntlich 

r^<+f+ , 

ibo 

^>*ui  l|>,  ^o>  -»^  diQ  Wertbe  von  t,  tf für  den  Ausgangspanist 

Mh>  ^1»  diese  Wertbe  für  den  Endpunkt  (wieder  A)  sind. 

Bedeuten  nun  £, «,  e^,  ..^  wie  vielmal  mehr  die  Brüche  -p»  —» g»  •••< 

Mem  sie   oo  wurden  und  ihr  Zeichen  wechselten,  von  —  zu  + 
ib  von  -f  zti  —  übergingen,  so  folgt  aus  (9)  nun  leicht,  dass 

£=<?  +  €'  + ,  (10) 

«iSats,  der  in  vielen  Fällen  die  Berechnung  von  E  erleichtern 


§3. 
Sei  u=a:  —  a,  t?=y — jS,  ti-=:x  —  a\  v'^-y — jS*,  u.  s.  w.,  also 

C/+Fi=[^-«  +  (y-./3)i][^-a'  +  (y-iy)t] (") 

>D  werden  sich  die  Wertbe  von  e^  e\  direkt  angeben  lassen. 

^ir  wollen  nar  den  ersten  betrachten,  da  die  anderen  in  dersel- 
^  Weise  gefonden  werden. 

tt      x—-tc 
Es  ist  —  ==—— -^.  Setzt  man  nun  a:—o-|-(^ — j?)i:=r(cos/-|-tsinf), 
^      y     r 

Wirt 3  =  cotfft,    und  r  und  t  werden  die  Polarkoordinaten 

'Hies  Punktes  der  geKeichneten  Kurve  sein,  wenn  der  Pol  in  den 
^Vb  verlegt  ^t,  dessen  rechtwinklicbe  Koordinaten  a  und  ß  sind, 
vri  dftbei  die  Bewegung  des  die  Kurve  durchlaufenden  Punktes 
iB  dei  mehr  erwähnten  Richtung  geschieht.    So  oft  nun  dabei  cotgt 

^i  00  gebty  geschiebt  dies«  auch  bei    ^^  =  — .    Es  ist  diess 

der  Fall  für  <=180o  und  t=:360o  (oder  0,  wenn  man  lieber  will), 
/lodert  sich  stetig.  Ist  diese  Aenderung  nun  der  Art,  dass  t 
Arivibrend  wächst,  so  wird  der  Durchgang  durch  180^  und  360^ 
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höchstens  einmal  geschehen  und  dabei  wird  Hnner  cotgt  von.^ 
zu  +  überspringen.  Ist  die  Aendenmg  von  t  aber  der  Art^  dM 
bei  18(K>  oder  360^  ein  Schwanken  Statt  hat,  so  dass  t  mehrmals 
1809  oder  360^  wird  (wenn  die  Kurve  sehr  unregelmSssige  Bie- 
gungen hätte,  wie  etwa  in  Taf.IV.  Fig.  13.)»  so  wird  beim.Zuriick* 
gehen  von  t  durch  180^  oder  360^  allerdings  ein  Uebergang  von 
-t-  zu  —  Statt  finden ;  allein  es  ist  leicht  zu  fibersehen,  dass  wenn 
t  überhaupt  über  180®  (oder  360®)  wegkommen  soll.  Immer  ein- 
mal mehr  der  Durchgang  von  —  zu  +  &ls  von  -f  zu  —  geschah. 
Wir  müssen  nun  hiebe!  drei  Fälle  unterscheiden: 

3)  Der  Punkt  (a,  j9)  liegt  im  Innern  der  geschlossenen  Kurve. 

In  diesem  Falle  muss  t  die  sämmtlichen  Werthe  von  0  bis 
360®  durchlaufen,  also  wird,  wie  auch  immer  t  schwanken  mOge^ 
im  Ganzen  ,ein  Durchgang  mehr  direkt  durch  180®  und  einer 
direkt  durch  360®  Statt  finden,  so  dass  hier  6=2,  (was  auch  dar« 

aus  geschlossen  wird,  dass  (o=0,  <i=2jr,  also  e=:— =2}. 

2)  der  Punkt  (a,  ß)  liegt  im  Umfang  der  geschlossenen  Kürre. 

In  diesem  Falle  ist  der  Spielraum  für  t  nur  ISO®,  und  es  mag 
das  Schwanken  von  t  sein,  welches  es  will,  es  kann  nur  einroil 
mehr  ein  direkter  Durchgang  durch  180®  Statt  finden.  Also  ist  hier 

3)  Der  Punkt  (cc,  ß)  liegt  ausserhalb  der  geschlossenen  Kurve. 

In  diesem  Falle  wird  t  entweder  nie  360®  oder  nie  180®;  und 
wenn  es  t  das  eine  oder  andere  Mal  auch  wird,  so  muss  es  so  vielmal 
direkt  als  rückläufig  geschehen;  also  ist  hier~e=:0.  .(to=^0,  ^=0| 

7t 

Dass  dasselbe  för  e',....  Statt  hat,  liegt  klar  vor  Augen. 

Wir  schliessen  daraus  nun  folgendem  wichtigen  Satz: 

„Liegen  von  den  Punkten,  deren  rechtwinklicbe  Koordinaten 

a,  iß;  a',  ß*; sind,  ihrer  m  im  Innern  der  geschlossenen  Kurve, 

ihrer  m'  im  Umfange  derselben,  die  übrigen  a:usserhailb,  und  ist 

l7+Fi=[^-««  +  (y~/J)»][a:-«'  +  (y^(50q , 

so  ist. 

£5=2m  +  m'«.  (12) 


der  AmuM  imaginärer  Wurneim  einer  ni§ekr,  Gleieknn§  eie, 

^  Dabei  ist  za  bemerken^  dasl^  wenn  einige  der  FalitoreD  x—et 
'i-(jß—ß)i,  X— a' -{-{y —§')%,.,...  einander  gleich  aeio  sollten,  jeder 
in  m  oder  m*  so  vielmal  zu  rechnen  ist,  als  er. vorkommt;  so  dass 

wenn  die  Punkte  {(B^»ßi)y  (o^»  ft^«^ (o^»  /^  im  Innern«  {'0^*^)9 

(«^9  /^ ......  {c^y  ß^  im  Dmfang,  die  übrigen  ausserhalb  Bogen  und 

man  hat: 

Sei  F(z)=0  eine  algebraische  Gleichung«  z=:arr|-yi  und 

so  werden  a+ßi,  a'-i-ß'i,....,  in  Folge  von  (11),  die  (imagInXren) 
Wurzein  der  Gleichung  F{7j)  sein.  Denken  wir  uns  ferner  fär  die 
geschlossene  Kurve  ein  Rechteck«  dessen  Seiten  parallel  den  Ko- 
ordinatenaxen«  und  sind  (in  der  erwähnten  Richtung  gegangen) 
die  Koordinaten  seiner  Eckpunkte:  Xq  und  t^o»  ^1  und  ^q,  Xi  und 
yi,  Xq  lind  yi,  (a?o<^if  yo<yi)»  so  werden  die  Punkte  («,  /3), 
(er'«  ß')f'»9  die  im  Innern  des  Rechtecks  liegen,  Wurzeln  andeu* 
ten«  deren  reelle  Theile  zwischen  otq  und  x^  und  die  imaginSren 
zwischen  yji  und  y|t  liegen.  Durchläuft  aber  der  bewegliche  Punkt 
das  Rechteck«  so  wird«  so  lange  er  auf  der  ersten  Seite  bleibt« 
yssy^  sein«  während  x  von  Xq  bis  Xi  geht;  auf  der  zweiten  x:=2Xi, 
während  y  von  yQ  bis  y^ ;  auf  der  dritten  y=yi »  und  x  von  ^| 
bis  a?o;  auf  der  vierten  x^^Xq^  und  y  von  yi  bis  y^  Bezeichnet 
man  nun  mit 

El  das  vielfach  erwähnte  Mehr  des  Bruches  -p»  wenn  y^=^yo  und 

X  geht  von  ^0  ''is  Xi; 

E^  das  vielfach  erwähnte  Mehr  des  Bruches  -ps  wenn  «=ar|.  und 

y  geht  von  y©  bis  yi  ; 

jE||  ^^^  vielfach  erwähnte  Mehr  des  Bruches  -p-^  wenn  y=yi  und 

^  geht  von  ^|  bis  ^; 

£4  das  vielÜEurh  erwähnte  Mehr  des  Bruches  -p*  wenn  xz=Xq  und 

y  geht  von  y^  bis  y©; 
so  ist  oienbar  '• 
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wobei  maq  freilich  Aclit  bähen  mu^,  dass  jnaii  nicht  in  den  Eck- 
poiilteQ  einen  Durchgang  verliert.  Pasat  man  nun  alles  .Gesagte 
a^aammeD^i  so  ergiebt  sich  der  föfgende  Lehrsatz  von  Caucbyv 

,«Um  zu  untersuchen,  wie  viele  imaginäre  Wurzeln  a-{-ßi  eioe 
algebraische  Gleicbung  jF(2)=rO  habe,  deren  reeller  TfamI  er  swi- 
acbefli'a?5  und  spi,  der  imaginäre  j3  zwischen  go  und  3^  liege  (o^ 
"^^19  yo^ffi)»  vorausgesetzt,  dass  nfcht  zugleich  ß  =  yf^  und  a 
zwischen  Xq  und  Xi,  oder  a=a?i  und  |3  zwischen  y^  und  yi«  oder 
ß=^yi  und  tt  zwischen  ir^  und  :v|,  oder  a^=:ao  und  /3  zwischen 
ffQ  und  yi*),  sei  jF(a:+yi)=  C7+  Fi,  und  man  bestimme  nun,  wie 

vielmal  inel^lr  der  Bruch  -p»    indem    er  durch   od   geht   und   sein 

Zeichen  wechselt,  er  von  —  zu  -f  als  von  -f  zu  >—  übergeht, 
viißi  swar; 

a)  wenn  y=yo  und  x  geht  von  x^  bis  zu  ^1, 

b)  ^     qi^Xi    i»   y.     «      >»    yo    >>    «    Jfi» 

.    )     d):     w    ^ÄTsiajr^    i,' y   ;^  -  „    y,    „    „    y^, 

geb^  darauf  Acht,  dass  nicht  für  die  Anfangs-  und  Endpunkte 
sofctifi  Uebergän^e  Qberseb^ii  werden,  addire  sämmtliche  Mehr, 
so, ist  di9  Btäüle  dieser  ^umme  die  gesuchte  Zahl,  wobei  jedoch 
zii  mierken  ist,  dass  inehrfaclie  imaginäre  Wurzeln  innerhalb  die- 
ser  Grenzen  auch  als  mehrfache  eingerechnet  sind.'^ 


;>■  (I 


iDw  was  hier  jeweils  hinslehtiieb  der  Eckpunkte  gesagt  ist, 
wird  im  Folgenden  keine  Schwierigkeit  machen,  da  wir  gerade 
diesen  Fall  ausschliessen  werden. 

*'Da,  Vie  bereits  in  §.  1.  gesagt,  die  vielfkch  erwähnten  Mehr 

Vofii  -^' uttd  von  jT  von  entgegengesetztem  Zeichen  sind,, so  wird 

dlsn,.  je  naeh  der  Bequemlichkeit,  das  eine  oder  das  andere  be* 
stimm.en« 

Unsere  Aufgabe  ist  nun  bloss  noch,  eben  jenes  Mehr  zu  h^ 
slfmmen^  Wobei,  wie  inan  sieht,  btoss  Funktionen  einer  einzigen 
GvQsse  in  Rechnung  kommen.  Wir  folgen  dabei  nun,  wie  bereits 
gesagt,  dem  Rechnungsmecbanismus  von  Moigno,  der  dem  von 
SfüFm  durchaus  analog,  tfehneht  nachgebildet  ist. 


•)  d.  h.  wenn  a=^o  oder  =Xi   darf  niclit  ß  zwischen  p^  und  ffii 
und  wenn  ß=^Po  oder  Pi  darf  nicht  a  zwischen  ^o  und  Xi  Mfo. 
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'    Seien  tp{a^  und  ^(j?)  nvei  gwiie  FanktieiKlB  töq  üßimowoVL 
die  ZaM^  welche  ancriefot.  wie  riehnil  der  Bracht  tt^»   tndÄnf'er 

darch  od  gebt  und  sein  Zeichen  wechselt,  nvenn  x  wächst  von  x^ 
hi£i>;flri,  Ton  -^^-^-nk^  von  -f  sn  — •  ilbei^i|t|  lUriOob^r^chfline 


«•1  ^'  >« 


jenes  Bruches  zwischen  den  genannten  Crränzen  h^iss^n.     Ist  E 
dieser  Ueberschuss,  so  ist  offenbar  -^C  der  Ueberschuss  von 

— -TT-r»   Ist  ferner  E'  Jjer  l^eberscbüss  V<¥i  '^-r '  Innerhalb   de^ 

Grätisen,  so.  f iebt  (wie.in  §.1.)  £>|^£f  ady  wU  viebutlsNlir,  indem 

.  y  V  sein  Zeichen  wechselt  von  a;=j?^  bis  x=^Xi9  dieser  Wech« 

sei  von  —  zu  +  als  von  -f .  wi  —  geschieht     ist  nun  ?7-^  ««• 

gati^  und  ^^^  positiv,  so  ist  dieses  Blebr  •eHenhar  1;  ist  erste- 

rer  Bruch  positiv,  der  zweite  negativ,  so  ist  es  ~1;  sind  beide 
positiv,  oder  beide  negativ,  so  ist  es  0.    Setzt  niaü  abö 

JE+JE'^e,  (13) 

so  ist: 


.\      -S.    :..;   .    r 


et=rO,  wenn  9>(^o)  ^"^^  ^(^o)  :^ip^  Zeichenfolge,  9)(4fi)  nnd  ;iff(>Vk> 

eine  Zeichenfolge  bilden; 

e=0,  wenn  9(^0)  ^^^^^  V'C^o)  einen  Zeichenwechser,  9(^1)  nnd 
•  1.  '^'(^i)  einen.  Zeichen  Wechsel  bilden; 

«=1,  ,^epn  9(^0)  und  if^CfTo)  einen  Zeichenwechsel,    9^(^i^  und 

^(o^i)  eine  Zeichenfolge  bilden  ; 

6=1^  wenn  9(^0)  ^^^  '^'(^o)  eine  Zeichenfolge,  ^>{x^  und  ^(o^i) 

einen  Zeichenwechsel  bilden. 

Im  Allgemeinen  wtrd  man  annehmen  dfirfen,  tp(pc)  sei  von  nie- 
dererm  Grade  als  if^(j?).  Ist  dlei^  nicht  der  Fall,  se  ^ividire  man 
ifi^  in  ^^9  bis  ein  Rest  9/'(a^>  «rsehdnt^  der  von' niederenn 
Grade  Ist  als  der  Divisor.  Ist  Q  der  Quotienti  so  Ist  dieser  irfiie 
ganze  Fnnktien  von  x  und  man  hat 

Daraus  folgt,  dass  wenn  ^t-t  gegen  od  geht,  diess  auch  mit 
^-,  J  der  Fall  sein  muss,  indem  Q  immer  endlich  bleibt.  Da  aber 


dann  das  Zeichen  des  zweiten  Gliedes  obiger  GleichaDg  offeobar 
bloss  von  ^/'  ■  abhädfft»  so  werden  ^t-t  und  ^^r^  «u  gleicher 

2ieit  d^ch   od  gehen  ond  dort'idleselben  Zeichen  haben^  so  dass 
der  Uebers^chüss  des  einei[i  Bruches  gleich  dem  des  andern  is^  es 

mithin  |reniigt#  bloss   v>  s;    'statt  -^^-4  zu  untersuchen,  was  ebei 
unsere  Behauptung  rechtfertigt 

Sei  also  tp(ai)  von  niedererm  Grade  als  ^(o:)^  und  man  divi — 
dire  nun  <p(x)  iu/^(x)/tehre  aber  in  dem  bleibenden  Reste  slmmt-^ 
liehe  Zeidien  um,  wodurch  er  zu  q>i{a)  werde;  ist  Qi  der  eshal — 
tene  Quotient  so  ist  demnach: 

Ist  nun  E'  der  Debet'schus»  des  Bruches  ^7-r»    E   der    Toot 
^7-T»   SO  ist,  wjle  bejreits  in  (13)  gezeigt: 

E+E=ey 

wo  e  die  oben  angegebene  Bedeutung  hat.  Ist  weiter  jEi  derüe— -^ 
berschuss  von*  •/  /  >  so  Ist  — Ei  der  von  —  ■  /  }  und  ans  fl4)f -< 
folgt,  dass  E'  =  —Ei,  wodurch  man  endlich  erhält: 

£— J5i=e,  (15) 

während  e  immer  die  bereits  angegebene  Bedeutung  behält. 


§.  5. 

■'.■  A«fidie  Funktionen  9(4;)»  tf;(a7)' wollen  wir  nun  dieltelben  Ope* 
T^tioDem  anwenden»  als  wenn  man  den  grOssten  gemeinschafUicbeii 
Theiler  derselben  suchen-  wollte,  dabei  aber  Sorge  tragen,  jeweils 
das  Zeichen  des  Restes  umzukehren  („Grund züge''  S.  152«)» 
Seien  die  so  erhaltenen  Reste  g>i(x),  9>2(^)  »••••»  die  Quotienten 
Qi9Qs>*«M  so  hat  man: 
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'     I 


*  •  •     ff 


9>i 

ViW     ^*     %(«)■       V  (16) 

I 

I  • 


^^-t{x)__  yr(^) 

9r-i(a?)  ""•^''     ^-i(ar)' 

.•»»•»11     ;  ."■ 


'/ 


^'frOr)'eiii«  kein  x  enüttaltende  Zahl  ist^  wem  9>(ir)f'^üO  kei- 
Qeo  gemeinschaftlitlicii  Theiler  hab^-;  lin  andern  Falle  dIeM« 
SemeiDschaftlichen  Theiler  yoTstellt.    (9o(^)  ^äre  hiernach  =9)(a:). 

Seien  nun  IE,  Ei,  E^  ....,  Er,  Er^i  die  tJebergchflsse  der  nrffcne 

S2fe)  9i(^)   2a^  yr(J?)     g>r-i(x)  ^  «,«-«,„ 

^(«)     9(a?)     9i(^)  9i>^i(^)      yr(a:)  '  . 

analog  den  e  in  §.4.,  sieh  beziehend  auf  ?7^,2«^, ,J?d^; 

80  ist  nach  (15)  und  (13): 

j  f  t 

Da  aber  9r(^)  in  g>r-^i(a:)  aufgeht,  so  ist  jedenfalb  jEr-fi  =  t^» 
also  2^=  er  und  folglich,  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  addirt: 

E=e  +  ei  +  e^  +  ..:..  +  er.  (17) 

*  ■  *   ■    • 

Setsen  wir  nun  in  ^(^).  q>ix),  q>i(x) ,....»  9r(^)  zuerst  ^=^0» 

^  xssxi,  so  Ehalten  wir  folgende  Werthenrelhen: 

.  -.i 

^(^o)»  9(^0)»  9i(^o)* >  9>rQrQ>f  (f^:< 

^Xi),  q>(Xi)s  q>iM,f y  9>r(Xi).  (O) 

Nun  ist  allgemein : 

^=0,  wenn  ffn-iixo),  g>n(xo)  eine  Zeichenfolge ;  ^-1(^1)9  ^Xi) 

eine  Zeichenfolge; 

^^0,  ^enn  qn^^i^o)»  9n(^o)   einen  Zeichentv^ielchsel ;  ^.1(^1), 

9n(xi)  einen  Zeichenwechsel; 


■i, 
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ea=:l,    wenn  9>ii-i(:ro),  q>n(sto)  einen  Zeichenwechsel;   qfm~^(xi), 

tpn(xi)  eine  Zeichenfolge; 

««= — 1,  wenn  9«-i(a:o)*  9ii(a?o)  eine  Zeichenfolge;  9b-i(^i)>  911(^1) 

einen  Zeichenweehsel  bilden. 

Bedeutet  nun  fF<die  Anzahl  von  Zeichenwechseln  der  ersten 
Reibe»  die  beim  Uebergange^on  der  Reihe  (I)  zur  Reihe  (ü)  sich 
in  Zeichenfolgen«  umgekehrt  F  die  Anzahl  Zeichenfolgen»  die  bei 
diesem  Uebergange  sich  in  Zeichenwechsel  verwandeln,  so  ist 
demnach  aus  (17)  offenbar: 

Die  Differenz  W—F  giebt  aber  effenbar  an,  wie  viele  Zeieben- 
Wechsel  die  Reihe  (I)  mehr  habe^  als  die  (II);  zählt  man  also 
die  Ainahl  Zeicken Wechsel  «^  der  Reihe  (I),  die  t«^  der  JMbe 
(II),  so  ist  W^  Fgz  fOi-^w^\  und  also  endlich  . 


I , 


JB=:w^  — tr„  (18) 


welche  Gleichung  den  zu  erweisenden  Satz  einschliesst,  den  wir 
nochmals  in  Worte  fassen  wollen. 


1 :  I 


Man  fiberzengt  sich  leicht  (wiö  diess  beim  Sturm' sehen  Satse 
der  fall. ist, .  siebe  „Grandsüge''  ^ä.  155.)  dass  es.Niobts  ikmt, 
wenn  eines  der  Glieder  der  Reihen  (I)  oder  (II)  verschwindet,  nur 
darf  es  jeweils  nicht  das  erste  sein. 

Der  Stürmische  Satz  selbst  #ftre  eine  ganv  einfkche  Folge- 
rung dieser  Lehren,  wtedi^ss  auch  leicht  erhellt,  wenn  man  9(0?) 
die  ersten  Differentialquotient^n  von  tf;(a:)  sein  iSsst  Doch  gehurt 
diese  jetzt  niclit  hieher.  "'-'•■ 


I  *  ■ 


J)iess  Alles,  zusammengehalten  mit  §.3.,  wird  nun  zur  L5sang 
der  gestellten  Aufgabe  genügen; 


1 1  ' 


Dass  man  bei  den  yorKommenden  Divisioaen  die  bekannten 
Erleichterungen  (Grundzüge  S.  148.)  anwenden  darf,  versteht 
si4h  von  selbst. 

'  Wir  wollen  tiun  das  Gesagte  ahif  einige  BeUplele  anwenden. 


«■■•"•■  ■       ■      J.'  6.    • 

.1)  Sei  ,die  Gleichung 

<*  +  lssO  (19) 


der  Am^tM.imagt^ärtr  mumettk  einer  mkuh-,  GJ^rtm^f  ^^c.   3S 


liegen,  das»  op  zwischen  0  und  1,  y  eberfallf'än^iaäiei  Onnd  tflsL 
Ist  2=a?+yt,  so  ist  ,1.  .^^^, 


,      .fi":   » 


■vi.      .» 


. .  J»:. "•'•,«»  ' 


vJ     .:■.:! 


wobei  man  den  Faktor  4  in   F  füglich  weglassen  kann. 

Wir  wollen  jeweils  -g  untersuchcfi,  da  immer   F  vtm  .^iede- 
reim  Grade  Ist,  als  U. .  .v    ,  i 

a)  Erste  Seite.   y=0,  a:  von  0  bis  1.  ü^a^-^h  FS^O,  eAdö 

V 

7r=0^  und  mithin  der  Ueberschuss  0.     .  ., 

b)  Zweite  Seile.    or^U  r  ^^^^^  0  bUt  I.     O±ä:^^0y«49^ 
F=-.y'+y. 

1* 


.<• 


=0:+-+     1 


'      «  -1  I 


\. 


,■.»■ 


c)     Dritte  Sfite.l  y  =  l,  4?  von   1  bis  0.     f7  =  j:* -&!:•  + 2, 


•  •;•?.' 


ar=0:+  — +  +! 


'6s  =  -^lt 


r 


:n 


i) 


g?j4(j:)  =  +  a:, 
d)  Vi^te  Seite,  ar^sO»  y  von  1  bis  0.   CZsif^^l,  FcrQ^  ^g 


1 1  «•  * 


iii 


1^=05  mithin  der  Ueberschnss  0. 


V  w . 


Also  endlich 


i> 


JB=^(*,  ^^ftB-f  <^-|-^4)»2» 
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fe^ieh  die  gesachte  Anzahl  iHMgiiiirer  Worzelii  1,  wie  mmn  eich 
aach  flonat  leieht  überaeogt. 


2)  Sei  die  Gleichung 

«»— 2iz+3il=0  (20) 

vorgelegt»  and  man  fragt,  wie  viele  imaginäre  Warzeln  a;-fyl  der- 
selben 80  liegen»  dass  x  zwischen  0  and  5^  y  swisehen  0  and  6 
liegt.    Für  zz=zx-\-ijf  ist  hier: 

t7=a:»— aiy«-«2Lr  +  344,    F=3iP^  ~y»— 21y. 

ä)  Erste  Seite.  y=0,  F=0,  also  5^=0. 

b)   Zweite  Seite.    x=6,   y  von  0  bis  6.     r=r— ]5y^-f384» 
Fs=^y»+54y. 

V 

Da  wir  jj  nntersuchen»  lind  V  von  niedererm  Grade  Ist,   Ho 

aiüssen  wir  auetst  dividiren.  Der  Rest  ist  446||f  oder  küner  y. 
Also 


^(y)  =-15yH364, 


y=0:  +  - 
y=6:-+- 


c)   Dritte  Seite.  y=6,  x  von  5  bis  0.    I7=««— 12ftv  +  3U 

F=:l&r«— 342= 18(a:2  _  19). 


-^(a?)  =a:»— 129a: +344, 


a?=5: — |-  ++ 


a?=5:-.+  ++7 
a;  =  0:  + +3 


ip{x)  =a:*— 19, 
9i(^)=65a:— 172, 

9>«(^)=+l 

d)  Vierte  Seite.  x=Q,  y  von  6  bis  0.  (7=344,  F=— y*— 21y, 

F  . 

j;  ist  eine  ganze  Funktion,  £4=0. 

also  liegt  eine  imaginäre  Wurzel  von  (20)  der  Art,  wie  verlangt 
(Die  Wurzeln  von  (20)  sind  4+V27.t,— 8.). 

3)  Die  Gleichung 

«*-&»  + 27»?— 382+26=0  (21) 
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hat  die  Wurzeln  1±f^  Sdb^t-  kt  nan  oi:Q=hehps3^'igo*^  Jfi=3> 
8o  tritt  der  in  §.  3.  ausgeschlossene  Fall  ein^  indem  auf  der  zwei- 
ten nnd  vierten  Seite  Wurzeln  liegen.  Man  wird  also  £=2  er- 
halten^ während  doch  2  Wurzeln  innerhalb  der  angegebenen  Gran- 

zen  liegen,  also  E=z4  herauskommen  sollte.  Die  folgend«  Recibniing 

wird  diess  nachweisen« 


Setzt  man  z=j?-f '^^  ^^  erhält  man  : 


\. 


I7=ta«— 6aV + y*-  &c»+24a!y»+ 27a:«^27^-3&r  +26, 
F=4r^— 4ary*— 24«^ +%»  +  54ay — aejy} 

wo  man  in  F  fäglich  den  Fajctor  2  ausfallen  lassen  kann. 

'  a)  Erste  Seite;  y:=0,  als«  F=:0 'und  mitbin  «1=0. 

b)  Zweite  Seite.    a;='i,   y  von  0  bis  3.     (7=20-%*-f  9«, 
F=:-2y»-8y = 2(- jf»+ 4y). 

C7_20^  V+y*  ^  (y'-  S)(y»r-.4)_  y'^Br 

V       — y'+4y  — y(y*— 4y         — y 


y=0:-  + 
y=3:+-+ 


6,=  — 1: 


c)  Dritte  Seite.   y=^3,  a:  von  3  bis  1. 

P=a:4-.&i:3— 27ar«+17&r— 136,    F=:2i»— 12»«+«ar+17. 
*(a:)  =::r4_8a?»-^27a:«+17&i?-136, 
9W=ar»— 12a:«+9a:+17,  "^"^  ^-f— r-+.+ 

!Pi(a:)=:87ara— 39Iar  +238, 

%(a:)=7573ar— 191029, 

9>8(ar)=+l  I 

d)  Vierte  Seite.    a:=  1 ,  y  von  3  tts  0. 


a:=l:  +  +. -+ » 


2^  =  3:  +  ++; 


2^=0:-  + 


^4=— 1. 


9i(y)=+l» 

£=— (ci+ei+«B  +  «4)=2,  wie  angegeben. 
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fol-.     .1      I.  .    ,, 


-.i  +3j-— i  +  l=0 


(21) 


k  j .  /  jede  zweimal;  Ist  nun  Xq^=Q,  ^i  =1, 
L.L^s  Z:  =  S  erscheinen. 


>v.:o.    1= — 1,  X  von  0  bis  1. 


1        :      I       *       • 

:  :   ,  l. 


ar=0:-  +  +  +, 


->i..v-  Soiio.    :— l.  ^»  von  —  1  bis  +1. 

,=—!:-+  +  + j 


=-2, 


i  l 


i 


V    Nv-.;i-.    ..   -  1.  .r  von  1  bis  0. 


»       i 
•  I 


ar=0:  — +~t 


i-= 


—2. 
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d)  Vierte  Seite.  ar=0,  y  von  1  bis  — 1. 

=  1:-+  +  + 


y=*-— +  +  +     I 


9>(y)  =y^—y» 

Dass,  wenn  die  Gränzen  von  y  (y^  nnd^i)  die  Null  einscblie^- 
sen,  man  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  mit  erhält,  ist  klar.  Wir 
wollen  zu  dem  £nde  die  einfache  Gleichung: 

2^  —  22+1  =  0 

wählen«  welche  die  Wurzel  1  zweimal  enthält»  und  setzen.  oTq  "^O, 
a;i  =  2,  yo= — 1,  yi  =  +  l*  so  muss  jE=4  erscheinen. 

Für  z^ac-i-yi  ist 

a)  Erste  Seite.  y=-~l,  l/zsa?^— 2a:,  F=: — ^-|-1;  x  von 
0fai8  2. 

i\f{x)  =a:«— 2^,      I 


9i(^)  =  +l 


ar=2:+-+i 


^1  =  -- 1, 


Allerdings  ist  hier  fp{x)'=(i  für  a:=0,  was  nicht  sein  sollte; 
man  muss  desshalb  statt  x^^O  im  x  eine  unendlich  kleine  positive 
Zahl  sich  denken  (wie  das  im  Folgenden  auch  geschehen  muss), 
alsdann  ist  i\f{x)  negativ. 

b)  Zweite  Seite.  a:=2,  y  von  — Ibis +1.  t7=— y^+l,   F=y. 

9(y)  =y 

Aach  hier  ist  i/;(y)=0  fiir  y=l  und  —I;  man  denkt  sich 
desshalb  die  Gränzen  von  y:yo=-'l  +  P*  yi  =  +  l+e»  ^^  p  eine 
rniendlich  kleine  positive  Zahl  ist. 


C    ^2=— 1- 
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c)  Dritte  Seite.  y=l,  x  von  2  bis  0.  l/=4?*— Sar.   F=«-l. 
^(ar)  =0:«— 2ar, 

ar=0  +  p: +' 


q>(a:)  =j: — 1 

9>i(«)  =  +  l 
d)  Vierte  Seite.  a;=0,  y  von  1  bis  —1.  17=— y«+l,  F=-3f. 


9>(y)  =— y* 

£  =  — (tl  +  €a  +  68  +  «4)=4> 

wie  behauptet. 

Obiges  Beispiel  zeigt  zugleich,  wie  man  sich  helfen  moss, 
wenn  if;(ar)  oder  ipiy)  zu  Null  wird.  Naturlich  hätte  man  sich  auch 
helfen  können,  indem  man  andere  Gränzen  gewählt  hätte.  Der  Bmck 

Yj  geht  in  unserm  Falle  durch   oo,  wenn  der  bewegliche  Punkt  in 

den  Ecken  des  Rechtecks  angekommen  ist,  und  daraus  schon  hätte 
man  £=4  ableiten  können. 

Obige  Beispiele  mögen  zur  Erläuterung  genfigen«  Wie  man 
vermittelst  des  obigen  Theorems  die  imaginären  Wurzeln  trenneB 
kann,  ist  leicht  zu  übersehen  und  bedarf  hier  keiner  weitern  E^ 
örterung.  In  jedem  Falle  ist  das  bewiesene  Theorem  der  einzige 
wissenschaftliche  Weg,  die  ersten  Stellen  (Ganzen)  der  imaginä- 
ren Wurzeln  zu  erhalten. 


I      r- 
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Untersuchungea  über  die  wahre  oder  scheinbare  Un- 
bestimmtheit der  Grossen,  welche  unter  der  Darstel- 
lungsform ^  erscheinen. 


Von 
Herrn  Dr.  Chr.  fViener 

in  Giessen. 


Bei  den  bruchförmigeD  FuncHonen»  deren  Zähler  und  Nenner 
zugleich  für  einen  bestimmten  Werth  der  willkürlich  Veränderli* 
eben  Null  werden  und  somit  die  Function  unbestimmt  machen 
können,  hat  man  bisher  stets  den  meist  zugleich  bestehenden  be- 
stimmten Werth,  welchen  man  leicht  durch  Differentiation  findet, 
als  den  wahren  Werth  der  Function  für  jenen  Werth  der  willkür- 
lich Veränderlichen  betrachtet  und  die  eintretende  Unbestimmtheit 
eine  nur  scheinbare  genannt.  Ist  die  Function  eine  solche  von 
Einer  Veränderlichen^  so  kann  allerdings  stets  ein  bestimmter 
Werth  gefunden  werden ;  aber  diess  berechtigt  uns  noch  nicht,  den 
unbestimmten  als  nur  scheinbar  zu  verwerfen.  Im  Gegentheil,  die- 
ser unbestimmte  Werth  muss,  wie  im  Isten  Theil  des  Folgenden 
geaseigt  werden  soll,  im  Allgemeinen  als  zur  Function  gehurig  be- 
trachtet werden;  und  wenn  wir  uns  die  Werthe  der  Function  als 
die  Ordinaten  einer  Kurve  vorstellen,  deren  zugehörige  Abscissen 
durch  den  zugehörigen  Werth  der  willkürlich  Veränderlichen  aus- 
gedrückt werden,  so  tritt  anschaulich  hervor,  dass  die  Grosse  jener 
fraglichen  Ordinate  nicht  nur  durch  den  gefundenen  bestimmten 
Werth  der  Function,  sondern  auch  durch  den  unbestimmten  aus- 
gedrückt wird,  d.  h.  dass  die  ganze  Ordinate  einen  Ast  der  Kurve 
bildet.    Drückt  aber  die  Gleichung  die  Abhängigkeit  zwischen  an- 
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deren  Grussen,  z.  B.  körperlichen  oder  mechanischen  ans,  so  ist 
allerdings  der  unbestimmte  VVerth  häufig  zu  vervierfen ;  und  es  ist 
in  jedem  Falle,  wie  an  einzelnen  Beispielen  gezeigt  werden  wird, 
zu  untersuchen  >  ob  die  Unbestimmtheit  in  der  Natur  der  Sache 
liegt,  oder  nur  durch  mathematische  Operationen  hereingebracht 
wurde. 

Hat  man  eine  Function  zweier  Veränderlichen,  so  ist  es  im 
Allgemeinen  unmöglich,  statt  des  unbestimmten  Werthes  einen 
bestimmten  zu  finden;  nur  in  besonderen  Fällen  bekommt  man 
statt  der  vollkommenen  Unbestimmtheit  Grenzen,  zwischen  wel- 
chen die  Werthe  der  Function  liegen  oder  auch  einen  einzigen 
bestimmten  Werth.  Es  ist  nun  sehr  interessant,  die  Gestalt  der 
Fläche  zu  untersuchen,  deren  3te  Coordinate  als  Function  yon  den 
zwei  willkürlich  Veränderlichen  durch  die  gegebene  Function  aus- 
gedrückt ist,  und  zwar  besonders  in  der  Nähe  jener  Stelle,  wo  die 
3te  Coordinate  unbestimmt  wird.  Diese  Ordinate  liegt  dann,  wie 
wir  im  Uten  Theil  des  Folgenden  sehen  werden,  entweder  ganz 
in  der  Fläche  oder  nur  ein  Theil  oder  ein  Punkt  derselben.  Wir 
werden  aber  finden,  dass  auch  in  letzteren  Fällen  der  übrige  Theil 
der  Linie  als  ein  Ast  der  Fläche  betrachtet  werden  muss,  sowie 
ja  auch  ein  Punkt  ein  Ast  einer  Kurve  sein  kann. 

Die  Aufgabe  des  Folgenden  ist  daher,  auf  analytischem  Wege 
zu  beweisen,  dass  der  In  einer  Function  eintretende  unbestimmte 
Werth  ein  durchaus  wirklich  bestehender  und  nicht  nur  scbeio- 
barer  ist,  diese  Wahrheit  durch  Anwendung  auf  Kurven  und  Fis- 
chen zur  übersichtlichen  Anschauung  zu  bringen,  und  durch  einige 
specielle  Beispiele  aus  der  Geometrie  und  Mechanik  zu  zeigeo, 
wann  di^  eintretende  Unbestimmtheit  für  diese  Begriffe  der  vo^ 
gestellten  Grossen  eine  wahre  und  wann  eine  nur  scheinbare  ist. 
Es  wird  dabei  hervortreten,  dass  diese  Untersuchung  keine  gleich- 
gültige ist,  indem  durch  Unklarheit  über  diesen  Punkt  sehr  leicht 
falsche  Resultate  erzielt  werden  können.  So  hat  2.  ß.  Eulerin 
seinen  Untersuchungen  über  die  Vertheilung  eines  Drucks  auf 
mehr  als  drei  Stützpunkte  ohne  Rücksicht  auf  die  Foniiverände- 
rang,  welche  bei  jedem  Korper  unter  dem  Einflüsse  irgend  einer 
Kraft  eintritt,  ßllschlicher  Weise  gewisse  Grenzwertbe  als  währe 
bestimmte  Auflosung  hingestellt,  während  sich  aus  der  Isten  Auf- 
gabe des  Uten  Theils  im  Folgenden  ergeben  wird,  dass  die  Un- 
bestimmtheit für  die  hypothetischen  vollkommen  starren  Körper 
Eulers  wirklich  besteht,  und  nur  bei  wahren  stets  elastischen  Kdr- 
pem  Bestimmtheit  eintritt,  deren  Werth  aber  dem  Resultate  Bulers 
nur  unter  bestimmten  Bedingungen  gleich  ist. 
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L 

fx  0 

Wenn  ein  Ausdruck  y=:-4^  für    a;  =  aro   die    Form  -x 

anDifflmt,  so  ist  die  hierdurch  dargestellte  Dnbestimmt- 
keit  Dicht  nur  scheinbar;  obgleich  sich  auch  noch  ein 
besonderer  bestimmter  Werth  für  y  finden  lässt. 

A.  Wenn  in  dem  Ausdrucke  ^=4,- fOrdenbeMonderenWerth 

x^Xq  sowohl  fx  als  auch  Fx  zu  Null  wird ,  so  erscheint  y  =  7{ 

mter  der  Form  der  Unbestimmtheit    Um  einen  bestimmten  Werth 

fx 
Rlr  yQ  =  -4r^  zu  erhalten,  geht  man  von  zwei  wesentlich  ver- 
schiedenen Grundbetrach tungen  aus,    die  aber  beide  zu 
kvelben  Methode  führen. 

1)  Da  Xq  für  X  eingesetzt,  fx  und  Fx  zu  Null  macht»  so  ist 
es  eine  Wurzel,  und  daher  x — Xq  ein  Factor  beider  Functionen; 
nao  kann  daher  auch 

_  fx M{X — Xq) 

^"Fx^^Nix-^Xo) 

setzen,  worin  M  und  N  andere  Functionen  von  x  sind.  Reducirt 
aan,  indem  man  im  Zähler  und  Nenner  den  gemeinschaftli- 

M 

cheD  Factor  streicht,  so  erhält  man  ^=«^  und  hieraus  für  :r=;aro 

(iiMii  bestimmten  Werth  von  y^.     Enthalten  M  und  j^T' nochmals 

leo  gemeinschaftlichen  Factor  x  — or^,  so  dass  für  x=ao  audb 

Jf    0 

^=Q  wird,  so  ist  im  Allgemeinen 

fx  __  P(x—XqY* 
Fx'^  Qix—x^y 

^^^PundQ  wieder  Functionen  von  x  sind,  die  aber  den  Factor 

P 

*"~aro  nicht  mehr  enthalten,  so  erhält  man  aus  ^=^(« — ^o)*""" 

^  ^^Xq  den  bestimmten  Werth  von  yo,  welcher  Null,  endlich 

•^r  unendlich  wird,  je  nachdem  fii>w,  mzzin  oder  ni'^n  ist.  — 

"tt  nim  diese  gemeinschaftlichen  Factoren  x — Xq  zu  entfernen  und 

U      p 

I^^uer  g  zu  erhalten,  bedient  man  sich  mit  grossem  Vortheil  der Diffe-  i 
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rentialrechnung,  indem   tct=  v,,  "    ist,   d.  h.  gleich  dem  VeiliSIt- 

niss  der  Differentialquotieuten,  worin  man  x=Xq  gesetzt  hat  Es 
ist  nämlich 


dM 


f'x_d 
F'x~2 


Mx—Xo) 


daher  v,/  ^  =  ^j  was  man  suchte.    Wird  -^   för  xzzzxq  wieder 

|r>  so  findet  man  nach  n  maliger  Differentiation  des  Zählers  uod 
.   des  Nenners 

d"[Pfa — ^a^o)*"] m  (m — 1) ....  (m — w-t-l)P(a?— j?o)**~* 

d^lQix—Xo)*]^  w(w— l)....2.1.Q  »       ■ 

was  fiSr  :r=aro  gleich  0,  q    oder    od  wird,  je  nachdem  fii>ii9 
m==fi  oder  m<ii  ist. 

fx 
2)  Nimmt  man  an,  dass  y=zjr  für  0?==^^  coBtinniriidi 

und  setzt  statt  a:,  Xq  +  h,  so  bekommt  man 

,,_/(^o  +  *)  ^  /'a:o  +  Ara?o  +  iAy%  +  .... 

hf'xp  +  4A V^o  + .... 
~'hF'xo-\'\hH'"xQ  + .... ' 

da  fXi^  und  Fa;o=:0  sind,  und  es  wird  für  A  =  0  wieder  y= g* 

Reducirt  man  jedoch  vorher,  indem  man  Zähler  und  Nenner  dur ch 

h  dividirt,  so  erhält  man 

_Ao  +  iAr^o+>> 


was  för  A=0,  »o=4^«gibt.   För  /'a:o=0  und  JF'av>=0  erli^ftiUt 


man  auf  ähnliche  Weise  ^o  =  ptt  ^  u*  ^*  w* 

3)  Die  letzte  Methode  kann  noch  durch  folgende  geomet  ^^ 
sehe  Betrachtung  erläutert  werden.  Sei  tt=:/a?  durch  die  Kn^v'^e 

ifiV  (Taf.  V.  Fig.  1.),    IJzzzFx  durch    PQ  und  y  =  ^darcfi 
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iZi$ dargestellt»  und  sei  för  x=Xq=^OA,  /2c und  Fa: =0,  so  müs- 
sen MN  und  PQ  die  Abscissenaxe  in  A  schneiden.  Die  Karte 
HS  verzeichnet  man»  indem  man  für  irgend  eine  Abscisse  Oa, 
tat  welche  die  Ordinaten  der  ersten  Kurven  an,  aq  bekannt  sind. 

Oft 

die  Ordinate  iis=:I. —  construirt.     Auf  diese  Weise  lassen  sich 

aq 

alle  Ordinateo»  ausser  der  bei  A  finden.    Nähert  mau:.  $ich  jedoch 

diesem  Punkte  und  denkt  sich  bei  A  selbst  zwei  Tailgeuten  MN 

und  PQ  gezogen,  so  geht  -jj  immer  mehr  in  das  Verhältniss  der 

Ordinaten  der  Tangenten  fiSr  dieselbe  Abscisse  über  und  erreicht 

u       du       f  HC 
es  endlich  bei  A,  oder  es  wird  77=Tp=fv~«     Diese  geometri- 
sche Betrachtung  gibt  für  besondere  Fälle  noch  weitere  Ueberein- 
sÜmmung  mit  der  vorigen  analytischen  Entwickelung.    Tangiren 
nämlich  beide  Kurven  MN  und  PQ  bei  A  an  die  Abscissenaxe, 
so  kann  der  unbestimmte  Grenzwerth  ^o  nicht  unmittelbar  als  der 
gleichbedeutende  Werth  für  die  Tangenten  gefunden  werden,  weil 
letzterer  selbst  unbestimmt  ist.    Betrachtet  man  nun  u'^=fx  wie- 
der als  Kurve,  deren  Ordinate  die  trigonometrische  Tangente  des 
Neigungswinkels  der  Abscissenaxe  und  derjenigen  Tangente  dar- 
stellt, welche  an  die  ursprüngliche  Kurve  tt  =  /a;  in  dem  dersel- 
ben Abscisse  x  entsprechenden  Punkte  gezogen  *  wird,  so  schneidet 
diese  KuTve  in   unserm  Falle  ebenfalls   in  A  die  Abscissenaxe^ 
ebenso  wie  die  Kurve  V'^=Px,  welche  der  ursprunglichen  Kurve 
Vr:zFx  entspricht.    Man  ist  so  auf  den  firuheren  Fall  zurückge- 

^rt  und  findet  nun  yo=  i^//      ^1^  bestimmten  Grenzwerth  für  jene 
Tangenten,  also  auch  fiir  die  ursprunglichen  Kurven.     Ist  auch 

3!b=W~^=j7'  ISO  geht  man  durch  ganz  dieselben  Betrachtungen 

«>yo=p^öber. 

Veranschaulichen  wir  uns  das  Letztere  durch  ein   einfaches 
Beispiel. 


Es  sei 


2— V(4~a:«) 
y= ^ 


^  wird  aro=0,  yo=ft«     ^'^^  bekommen  weiter 


X 
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was  aber  (Qt  Xq=^0  wieder  za  yo=n  ^ird;  endlich  ist 

was  yo = s  :2=:i  liefert.  —  Es  bedentet  nun  t<=2  (^  V(4-- «>)  d« 
Ki«i8ilfJV(Tar.V.Fig.2.),  dessen  Mittelpunkt  in  C,  wofifr  COsS, 

and  I7=sir*  die  Parabel  PQ.   Wir  finden  femer  uf^=f(g = ^(A^'Jt\ 

dnf 
ab  die  Gleichung  der  Kurve  FG,  für  weiche  im  Ursprung  -jZ'^^ 

ist;  ebenso    V^^  Pxzzz^  als  die  Gleichung  der  Geraden  fTJ. 
Für  9^  =  jt;^  aber  ist  nach  dem  Früheren  für  :ro=0  der  besUmmte 

f"x     4 
Werth  y^sp;- =2  =s==^i^  leicht  zu  finden.     125  stellt  den 

Lauf  der  Kurve  y  = -g ^^« 

B.  Nimmt  man  ^o=q  als  den  Ausdruck  von  nicht  nur  schein- 

barer,  sondern  wirklich  bestehender  Unbestimmtheit  an,  so 
sagt  er,  dass  für  j:=^o»  y  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  kann. 

Ausserdem  gibt  y^^-p^ —  noch  einen  bestimmten  Werth  als  Grenze 
ftir  die  benachbarten  y,  wenn  x  in  Xq  übergeht,   welcher 


0  fx- 

aber  in  yo=Q   einbegriffen  ist.     Denkt  man  sich  durch  y  =  -7t-- 


wieder  eine  Kurve  dargestellt,  so  soll  im  Folgenden  gezeigt  wer* 
den,  dass  fSr  x=Xq  nicht  nur  der  bestimmte  zum  Aste  125  (Taf.V.  ' 
Fig.l.)  gehurige  Werth  yQZ=:  AK  stattfindet,  sondern  auch  der  WertHK^^ 

y=:^.    Diese  letztere  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  x  =  x^^^^mT^o 

stellt  aber  die  Gerade  AL,  welche  mit  OY  parallel  ist,  dar.  Di*  .V  ic 
Kurve  besteht  also  aus  zwei  Aesten^  nämlich  der  Kurve  125  un..^cnd 
aus  AL,  der  Ordinate  in  A  in  ihrer  ganzen  Ausdehnun; 


in  K  findet  daher  ein  Doppelpunkt  statt.     Wir  wollen  diese  B< 
hauptung  aus  verschiedenen  Cresichtspunkten  betrachten  und  a*^     fa 
richtig  beweisen. 

1)  Von  dem  Ausdrucke 

P(x-Xo)  /  _  krx  +  lkT'^  +  ....\ 
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P 

,/  sagt  Lacr 01X9  man  müsse  ihn  =g  setzen,  da  die  Gesetze  des 

llecbnens  verlangten»  vor  Allem  ihn  auf  seine  einfachste  Form 
zuruckzufShren.  Wollte  man  dieses  Gesetz  anerkennen,  so  mCIsste 
man  aach  die  Gleichung  yQ{x — ^o)=P(j? — ^Tq)  sogleich  auf  die 
eiofacbste  Form  yQ=zP  bringen,  während  doch  hierdurch  eine 
Wurzel  a:=XQ  entfernt  wird.  Es  muss  vielmehr  der  Gruodsatu 
gelten,  dass  nur  solche  Formveränderungen  mit  einer  Gleichung 
vorgenommen  werden  dürfen,  durch  welche  keine  der  aus  ihr  mög- 

lieben  Folgerungen  verändert  wird.    Der  Gleichung  ^=7^7 ^' 

wird  aber  Genüge  geleistet  durch  x^za^^,  welchen  Werth  auchy 

p 
annehmen  mag,  während  bei  9=  n  ^^^^^  nicht  mehr  stattfindet $^ 

setzt  man  andererseits  in  P  und  Q,  a;=aro9  so  gibt  9=^0  ^^^ 
ebenfalls  geltenden  bestimmten  Werth  von  yQ  an.  Mach  diesem 
Grundsätze  müssen  also  die  beiden  Gleichungen 

als  ganz  identisch  angesehen  werden,  so  dass  sie  beide  und  nicht 
tinr  die  letzte  die  Wurzel  Xq,  wofür  y  unbestimmt  ist,  haben.  — 
Hierfür  spricht  auch  Folgendes :  Bei  einer  Gleichung  mit  Gliedern, 
^Icbe  Functionen  der  Veränderlichen  zu  Nennern  haben,  bringt 
man  diese  Nenner  durch  Multiplioation  der  Gleichung  mit  densel- 
ben weg,  um  ein  Glied  zu  vermeiden,  dessen  Nenner  =0  werden 
kann.  Denn  die  Bedeutung  eines  solchen  Gliedes  als  unendlich 
wird  erst   durch  jene  Multiplication    deutlich.     Dass  nämlich  in 

da 
9^A-|-6  die  Grosse  jt  unendlich  ist,  gegen  welche  die Constante 6 

▼erscbwindet,  ergibt  sich  erst  aus  yO:=za•^^bO=zay  woraus  a  'l~6=7{'* 

(dasselbe  muss  in  einer  Gleichung  geschehen,  wenn  der  Zähler 
sogleich  mit  dem  Nenner  Null  werden  kann.    Denn  die  Bedeutui^ 

^  Ausdruckes  tt  als  unbestimmt,  ergibt  sich  ebenfalls  erst  dureh 

Hnltiplication  der  Gleichung  mit  dem  Nenner;  aus  ^=/7  muss  erst 

90=0  abgeleitet  werden,  um  an  letzterer  Gleichung  die  Unbe- 
stimmtheit von  y  zu  erkennen.  —  Es  folgt  also  hieraus  und  aus 
^em  obigen  an  und  für  sich  klaren  Grundsatze,  dass  der  Factor 

Z — ;r  ^ur  «o  lange  =1  gesetzt  werden  muss,  als  a?  —  ;&k  nicht 
=^0  ist 


3B8    Wiener:  üfUenuekumgen  üb.  die  Ondetitmmfkeit  A  Criseen, 

2)  Ganz  eng  und  übereinstimmend  schliesst  sich  hieran  fc 
gende  geometrische  Betrachtung  an.    Die  Gleichungen 

worin  Xi^  x^^f  ....  constante  Grössen,  und  welche  eine  Reihe  ▼ 
Punkten  auf  der  Abscissenaxe  darstellen  sollen,  lassen  sich  dur^ 

die  einzige  Gleichung 

I 

(jf — a?i)  (^ -r  arg)  • .  •  •  =  0 
ausdrücken,  welche  alle  jene  Punkte  darstellt    Ebenso,  wenn 

d&e  Gleichungen  von  Kurven  sind,  so  besteht  die  Kurve 

aus  jenen  einzelnen  Kurven;  wie  z.  B. 

(ar—- aro)(^+ar)  =  ar* —  a^o^zzO, 
a?=-taro  gibt,  d.  i.  die  beiden  Geraden  x=^Xo  und  x=z — Xq 

Hat  man  so  die  Gleichungen 

welche  mit  den  Axen  OX  und  OF  in  den  Abständen  ^o  ^^^ 
parallel  laufende  Gerade  darstellen,  und  vereinigt  sie  in 

so  umfasst  diese  Kurve  die  beiden  vorigen  Geraden.     Entwick« 
man  die  Gleichung  in  Bezug  auf  y,  so  wird 

^ypix-xp) 

^  X Xq     * 

fdr  welches  die  beiden  Werthe  y=yo  ^^^  y^^H  ^^^  x^=^Xq  d 

Gestalt  der  Kurve  zufolge  als  wirklich  bestehende  und  nicht  n- 
scheinbare  anerkannt  werden  müssen«     Ebenso  gibt 

ar=    ^^    ^    »    ar  =  aro  und  a;=:n   für  ^=:vo* 

3)  Gehen  wir  auf  die  Betrachtung  von  A.  3)  zurück,   wor" 

fx 
wir  uns  unter  y=4r-,  u'=^fx  und  17=  Fj?  drei  Kurven  RS^lT- 

und  PQ  vorstellten,  nehmen  wir  aber  an,  dass  in  fx  statt  x^  X'-^ 
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gesetzt  werde,  sodass  nicht  x^zx^y  sondern  a;=aro-|-6  eine  Wurzel 
ist,  so  wird  die  Kurve  MNnmAB=b  (Taf.V.Fig.l.)  zur  Rechten 
gerückt,  schneidet  also  die  Abscissenaxe  in  B  ffir  ^==:0J?r=aro4*6; 
PQ  aber  echnieidet  sie  noch  in  A  för  a?=(Ll^=:aiö.  Wir  bäkom- 
meo  hierdurch 

und  dieses  wird  för  ar=aro+6=0jB  zu  y=  jv — Zm^^^»  dagegen 

ISr  a:=aro=02l  zu  i/= — ^ =  x;  die  jetzt  dargestellte  Kurve 

JRL'y  HS'  schneidet  also  In  J?  die  Abscissenaxe  und  hat  die  In 
^  errichtete  Ordinate  zur  Asymptote.  —  Nähert  sich  nun  b  immer 
ehr  dem  Null,  rückt  also  B  immer  näher  an  2I,  so  nähert  sich 


ffx^b)  fx 

auch  -^-p — -   immer  mehr  dem  ursprünglichen  4?-  und  die  hier- 

^tirch  dargestellte  Kurve  KU^  L'S'  immer  mehr  der  Kurve  RS 

und  der  Geraden  AL^   welche  seioe  Asymptoten  sind.    Für  dif 

Grenze  6  =  0  geht  die  Kurve  in  die  beiden  Asymptoten,    die 

fx 
Gleichung  in  die  Form  y^^p     über,  welche  also  jene  beiden 

Asymptoten,  also  auch  die  Ordinate  AL  darstellt;  daher  ist  der 
filr  x=iXq  gefundene  Werth  y=A   ein  wirklich  bestehender. 

Wir  wollen  zwei  Beispiele  dieses  interessanten  tJeliergangs 
betrachten: 


Es  sei 


80  ist  hi»in  u==x  die  Gerade  üftV  (Taf.V.Fig.3.),  und  U—'-x  die 
^rade  PQ9  welche  beide  durch  den  Ursprung  0  gehen.  Bei  jf=z  -— 

0 
^^  ist  0^0=0  und  hierfür  y^z^^i   ferner    nach  Entfernung   des 

S^meinschaftlichen  Factors,  y=: — 1.  Die  Gleichung  stellt  also  das 
System  der  beiden  Geraden  y=— I(jB<S)  und  x=0(AL)  dar.  — 

B^  man  statt  dessen  «/  = und  setzt  dabei  &  =  !,  so  steili 

^        —X 

^^x-^l  die  Gerade  ilf'iV^  und  y=^^^  die  gleichseitige  Hy- 
P«Hbel  A^L^  L"»'  dar»  ivelcbe  jene  Geraden. jBä^  mA  4t*:m 
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Asymptoten  hat.     Für  b^-Q^l  wird  t«=ar  — 0,1  und  y=— ^ 


welche  Gleichangen  die  Gerade  MN'  einerseits  und  aoderers«^^;/;^ 
die  Hyperbel  R'L\  L'S  darstellen.    Man  sieht,  wie  sich  die  IBy. 
perbel  immer  mehr  den  Asymptoten  nhbert  und  wie  die  Gleichui^ 

wenn  sie  die  Grenze  y  =  -^--  erreicht,  auch  das  System  der  b  ei- 

den  Asymptoten,  welche  die  Grenze  der  Kurve  sind,  darstei/eo 
muss. 

Die  Gleichung  der  Quadratrix  ist 

X 


9= 


worin  der  Radius  des  Kreises  als  Längeneinheit  gilt.  Dabei  stellt 
u=a!  die  GeradeJ«liV^(Taf. V.  Fig.  4.)  und  I7=tg^a:  |)  die  Tangentiolde 

PQ  mit  ihren  verschiedenen  Aesten  dar;  die  Quadratrix  selbst 
besteht  aus  dem  Aste  RS  (mit  noch  einer  unendlichen  Reihe  von 
symmetrischen  Nebeuästen)   und  der  Ordinatenaxe  selbst,  da  ja 

flir  aro=0,  yo=Q   *st.    Fär  6=— 1  stellt  u=^x^l  die  Gerade==^ 

M'N"  und  y=     ^.^^v   die  zweiästige  Kurve  Ä"i",  X"S"  vor,-«= 

tg(^2V 
welche  die  Quadratrix  und  die  Ordinate  zu  Asymptoten  hat;  ebensc^a 

flIr  6=— 0,1  gibt  tt=a:+0,l  die  Gerade  MIS'  und  y=:-^  +  ®'*    ^ 


(4]C 


die  Kurve  R'L',  L'S\  welche  sich  den  Asymptoten  genähert  hat 
und  für  6=0  in  dieselben«  nämlich  in  RS  und  AL  übergeht. 

fx 
4)  Transformirt  man  in  der  Gleichung  y=4r-  die  CoordL  — 

Daten,  indem  ihan  auf  ein  neues  rechtwinkliges  Coordinatensysteisx 
A'OP  übergeht,  das  mit  dem  alten  denselben  Ursprung  hat,  abermi-f^ 
demselben  die  Winkel  IOX'=cc,  T0X'=:90—ct  bildet,  setzt  sAi^o 

x^^x'coää — ysina  und  y=:a:'sina-f-Sf^cosa; 

so  erhält  man  die  neue  Gleichung  der  Kurve: 

.    ,  f(x'co8a — y'sma) 

Ä^Sm«+y  COS«=  XTT-T I    '      '» 

■^  jr(a;'cosa — ysiaa 

vnd  entw^ickelt  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  y,  so  efbätt  aiao 


aii 
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6)  Wir  haben  in  den  letzten  vier  Nummern  nur  nachsuweisen 

gesucht,  dassyo=(r  ^i"   wirklich  bestehender  Werth  sei,    wenn 

fx 
|=:|r-  eine  Kurve  darstellt;  es  ist  daher  jetzt  noch  die  Frage  zu 

erOrtem,  ob  dieser  Werth  yo=A   auch   dem   durch  y  he- 

leichneten  Begriffe  angemessen  sei,  wenn  die  gegebene 
Gldchuiig  die  Relation  zwischen  anderen,  als  linearen  Grössen 
darstellt.  Hierauf  lässt  sich  antworten,  dass  es  darauf  ankommt, 
ob  in  dem  Ausdrucke 

—  ^(^ — ^0) 

die  Fm^toren  s — Xq  dem  Gegenstande  angemessen  sind,  oder  nur 
bei  dem  LGsen  der  Aufgabe,  y  durch  eine  Formel  auszudrücken, 
datch  mathematische  Operationen  in  dieselbe  gebracht  wurden,  dem 
Gegenstande  selbst  aber  fremd  sind.  Es  muss  diess  in  jedem  Falle 
besonders  untersucht  werden,  wie  es  jetzt  an  einigen  hervorleuch- 
tenden Beispielen  geschehen  soll. 

Beispiel.  Es  sei  das  Dreieck  ABC  (Taf.  V. Fig. 6.)  in  sei- 
nen drei  £cken  unterstützt  und  bei  P  durch  die  Last  P  belastet; 
^■^elchen  Druck  Q  hat  der  Stfitzpunkt  C  auszuhalten,  wenn  das 
Dreieck  in  die  gerade  Linie  ADß  Gbergeht? 

Nehmen  wir  die  Seite  AB  als  Drehaxe  an,  und  sei  der  senk- 
rechte Abstand  des  Angriffspunktes  der  Last  und  des  Stützpunk- 
te« von  ihr  PE^p,  CDzzig,  so  ist 

Nehmen  nnn  p  und  q  sugleich  ab,  sei  aber  stets  p^=x  and  q=:'2x, 
*o  ist  Q  =  PiJZ>  oder,   so  lange  x  nicht  Null  Ist, 

Sobald  aber  a;=0  wird,  nimmt  Q  neben  diesem  Werthe  auch  den 

u,  oder  es  wird  unbestimmt.    In  diesem  Falle  ist  Q=:Qeinwah- 

^  Werth,  denn  in  der  Formel  Q=z^P  ist    das  Verhältniss  gj 
^  dem  Gegenstande  zugehöriges,    und  wirklich  gehen  auch  für 
^heU  XXL  ^^ 


_  y(g>y) 

laben»  da  nar  diese  för  x=:ao  und  y=yo  d^>^  bierl&r  nothvrer^«/^ 
ikeatehenden  Werth  2o=a    annehmen  kann;    und  wenn  man    mit 
dieser  die  Gleichang  jener  auf  XY  senkrechten  Schnittebene 

y—yo^mix—xo), 
werfai  m  beliebig  ist,  verbindet^  erb&lt  man 

als  Gleichung  der  Projection  der  Durchschnittslinie  axktXZ,  wekhe 
für  x=:xq  in  ZQ=:jr  übergeht»  und  von  der  zugleich  gewiss  ist, 

dass  sie  die  zugehörige  Ordinate  als  Ast  enthält.   —   Also  aoeh 

aus  diesem  Gesichtspunkte  betrachtet,  begreift  die  gleiche  Kurve 

fx 
y=p    jene  Ordinate  tn  sich. 

Beispiel.    Eine  Kegelfläche  durchschneide  die  Ebene  XFi 
dem  Kreise  OA  (Taf.  V.  Fig.  5.),  dessen  Gleichung  y«+(av-l)«= 
ist;  die  Spitze  derselben  liege  iii   K,  dessen  Coordinaten  y= 
x=2,  2=1  sind,  so  ist  ihre  Gleichung 

y^+^x-^l  — ;t)«=(l-2)«. 

Wird  dieselbe  durch  die  Ebene  XZ  durchschnitten,  so  setzen  / 
iy=0,  und  erhalten  die  Durchschnittskurve 

(a;-1^2)a=(l^z)a, 

oder 

22(2— 0?)=  2a:— a:«, 

woraus 

x(2^x) 


2= 


2(2— jr)* 


Däei  Dmrchschnittskärve  besteht  aber  aus  den  beiden  Geraden.  OX 
vaOidALf  welche  daher  beide  durch  die  letzte  Gleichung  dargestellt 

sein  mfisseh;  es  ist  also  nicht  nur  der  Werth  i=K>  sondern  and 
-^'  für  ;r=2  gültig.       ' 
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6>  Wir  habM  in  den  letztön  vier  Nammern  nar  nacbsaweis^ 
gesach.t»  dassjfo^n  ^'^^  wirklieh  bestehender  Werth  »eij,  wenn 
}I^=^'pZ  ®>°<)  Kurve  darstellt;  es  ist  daher  jetzt  noch  die  Frage  zu 

er5rtem,  ob  dieser  Werth  yo=n  ^^^^  dem  durch  y  be- 
zeichneten Begriffe  angemessen  sei»  wenn  die  gegebene 
Gleichung  die  Relation  zwischen  anderen,  als  linearen  Grössen 
darstellt.  Hierauf  lässt  sich- antworten «  dass  es  darauf  ankommt, 
ob  in  dem  Ausdrucke 

—  ^(^ — ^o) 

die  Fmstoren  4? — x^^  dem  Gegenstände  angemessen  sind,  oder  nur 
bei  dem  Lösen  der  Aufgabe ,  y  durch  eine  Formel  auszudrficken, 
dorch  mathematische  Operationen  in  dieselbe  gebracht  wurden»  dem 
(Gegenstände  selbst  aber  fremd  sind.  Es  muss  diess  in  jedem  Falle 
besonders  untersucht  werden,  wie  es  jetzt  an  einigen  hervorleueh- 
tenden  Beispielen  geschehen  soll. 

Beispiel.  Bs  sei  das  Dreieck  ABC  (Taf.  V. Fig. 6.)  in  sei^ 
nen  drei  £cken  unterstützt  und  bei  P  durch  die  Last  P  belastet; 
weichen  Druck  Q  hat  der  Stützpunkt  C  auszuhalten ,  weiin  das 
Dreieck  in  die  gerade  Linie  ADD  übergeht? 

Nehmen  wir  die  Seite  AB  als  Dri^haxe  an»  und  sei  der  senk- 
rechte Abstand  des  Angriffspunktes  der  Last  und  des  Stutzpunk- 
tes von  ihr  PE^^p,  CDzzig,  so  ist 

Nehmen  nun  p  und  q  sugleich  ab,  sei  aber  stets  p=x  und  ^=2^;, 
so  ist  Q=:P;j-,  oder»   so  lange  x  nicht  Mull  ist» 

Sobald  aber  a;=0  wird»  nimmt  Q  neben  diesem  Werthe  auch  den 

«=> 

an»  oder  es  wird  unbestimmt.    In  diesem  Falle  ist  Q=Qeinwah- 

X  X 

rer  Werth,  denn  in  der  Formel  Q  =  s^P  ist    das  Verhältniss  ^ 
ein  dem  Gegenstande  zugehöriges»    und  wirklich  geben  auch  för 
Theil  XXI.  27 
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jßzsOs  P  uod  C  10  die  Punkte  E  ood  D  fibcr^  und  die  Last  wird 
durch  eine  gerade  Linie  getragen ,  welche  an  drei  Punkten  unter- 
stützt ist;  hierbei  ist  aber  bekanntermassen  der  Druck  auf  jeden 
Punkt  unbestimmt^    wenn  man  nicht  das  noch  bestehende  anderd 
Bestimmungsmonient ,    uSniiich  die  Elasticität  der  Linie,  zu  HOlfe 
nimmt.  —  Von  diesem  Standpunkte  aus  rouss  auch  die  bestimmte 
Auflösung  dieser  unbestimmten  Aufgabe  von  Herrn  Kossack  im 
mathematischen  Journal  von  Grelle  (I.  Band,  Seite  37)  beurtbeib 
werden  9  welcher  nämlich  jene  unbestimmt  machenden  Factoren  nath  • 
dner  fihnlichen  willkChrlichen  Annahme,    wie  die  9=2fi  ist,  ans 
Zähler  und  Nenner  entfernte.    >Jan  kann  so,  je  nach  dem  Wertfaa, 
welchen  man  dem  Verhältnisse  q:p  .eibt,  ehe  beide  Null  werden, 
beliebig  viele  bestimmte  Grenzwerthe  för  Q  finden,  wenn  die  drei 
Stützpunkte  in  eine  Gerade  fallen.    H.  Abel  und  Crelle  wiesen 
denn  auch  in  demselben  Bande  (S.  117  u.  1 18  ff.)  die  UnbestlDiiit- 
heit  dieser  Aufgabe  auf  anderem  Wege  nach ,   und  letzterer  be- 
stimmte die  Grenzen,  zwischen  welchen  die  Belastung  jedes  Dur 
terstützungspunktes   schwanken   kann,    wenn  man  die  Linie  ib 
vollkommen  starr  betrachtet. 

Beispiel.  Es  ist  der  Inhalt  eines  abgestutzten  K^els  iif 
bestimmen  9  wenn  er  in  einen  Cyliuder  übergeht. 

Seien  /Z  und  r  die  Radien  der  beiden  GrundiSSchen«  h  die 
H8he  des  abgestutzten,  a:  die  Hohe  des  £rgänzungs-  und  H^h-^-x 
die  Höhe  des  ergänzten  Kegels,  so  ist 

//=Ä-yi und  xzzzh 


daher  der  körperliche  Inhalt  des  ergänzten  Kegels 
der  des  Ergänzungskegels 


und  daraus  der  des  abgestutzten  Kegels 

K — r 
Geht  derselbe  in  einen  Cylinder  über,  oder  wird  r=A,  so  wird 


r 


II 
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oder  anbestimmty  während  wir  dock  wi886D«  daos  der  Inhalt  ein 
f^ani  bestimmter  ist.    Da  aber 

Ä»-.r»=(Ä— r)(/P  +  Är+r«), 
M  nimmt 

'^=^^1^ ä:^;; 

firrs=/2  auch  den  bestimmten  Werth 

II.  —  In  diesem  Falle  war  es  dem  Gegenstande  angemessen,  dass 
iviit  der  rvi'eiten  Potenz  einei*  Länge  multiplicirt  wurde,  um  die 
Mte  Potenz  einer  solchen  oder  einen  Körper  tn  erhalten.  Durch 
ie  Formel  erhatten  wir  aber  erst  eine  vierte  Potenz,  die  wir 
lirch  Division   auf  eine  dritte   herabbringen  müssen.    Der  onbe- 

stimmt  machende  Faktor  t; —  rfihrt  nur  daher,    dass  wir  in  der 

Foraielentwickelung  K  als  die  Differenz  zweier  Kegel  ansahen,  die 
firr=/2  beide  unendlich  wurden,   und  dass  dann  oo-^x  unter 

der  Form  a  erschien;   oder,    wenn  wir  noch  weiter  snrückgehen, 

R  r 

dther,  dass  die  Verhältnisse  n und  -« ,    welche  zur  Be- 

MC  —  r  H  —  r 

fHmmong  von  H  und  a:  dienten,    unendlich  wurden,    so  dass  die 

Difmoz  der  Kegel  unbestimmt   werden    musste,  —  Ein  hiermit 

R—r 

dherelnstimmender  Beweis,  dass   m^ ein  dem  Gegenstande  nicht 

sogehSriger  Faktor  ist,   ist  der,  dass  man  die  Formel 

K=i7ch(R^  +  Rr  +  i^) 

nnmittelbar  erhalten  kann,  wenn  man  von  der  abgestutzten  drei- 
seitigen Pyramide  ausgehend,  diese  als  aus  drei  ganzen  Pyrami- 
den von  der  gemeinschaftlichen  Höhe  h  zusammengesetzt  betrachtet. 

Beispiel.    Die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswin- 
kels der  Tangente  einer  Kurve  y=fa:  gegen  die  Axe  0^  zu  Onden. 

LiCsen  wir  erst  diese  Aufgabe  für  eine  Sekante,  wiefiche  durch 
die  Punkte  x,  y  und  x-\-k^  y-\-k  Rcht,  so  finden  wir  aus 


••*  • . 


^     A/'a!  +  ^r«  + 


«n 
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k     f,     h 


was  die  zwei  Werthe  hat: 


j=g  und  jz^fx, 

I 

^       - 

und  wirklich  ist  die  Sekante  unbestimmt,  wenn  nur  ein  Punkt  ge- 
geben ist  9  durch  welchen  sie  gehen  soll.  Da  aber  die  Tangente 
die  Grenze  ist^  welcher  sich  diß. Sekante  bei  abnehmendem  A  immer 
mehr  nähert«  nicht  aber  die  Linie»  ip  welche  die  Sekante  fiber- 
geht»  wenn  ihre  zwei  Durchschnittspunkte  in  einen  zusammenfal- 
len» weil  di^se  Linie  plötzlich  unbestimmt  wird»  so  ist  n^rdier 
Grenzwerth 

*     0 
gfiltig»  und  der  andere  t^a  rflhrt  von  der  Definition  <der  Tan- 
gente als  einer  Sekante  her» 


IL 

Von  der  Gestalt  der  durch  die  Gleichung  zssvy  *^"\ 
därgeiaiellt'ett  FlSchien*  bei  welchen  för  den  besonderen 

Werth  a?=iro  und  y=:yo»  ^~n  ^^^^' 

Wenn  der  Ausdruck 

...■.'■•  ■■'.■■  *" 


2=i= 


fitr  a;=:d^  und  y==yo  ^^^  Werth  2o=  A  annimmt»    so  sucht  man 
den  bestimmten  Wertb^   indem  man  Ton  dem  bestimmten  Wertbe 

^(^0  +  Aa?,  yo  +  Ay) 
zur  Grenze  >     .     -. 

äbergelit»  und  findet»  wenn  man 
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Btzt, 


i.  / 1 1 


■         :  '  j 

der  wenn  man  den  dem  JToHnd.^^  entsprecheiideii  Werth  von  ^ 
'tt  ^o'  bezeicbnet»   auch 

o  lange  nun  hierin  ^o'  selbst  unbestimmt  bleibt,  und  es  ist  das 
illkührliche  Verhältnisse  welches  man  den  unendlich  . kleinen 
awachsen  dy  und  dx  unter  einander,  gibt,  so  lange  ist  im  AUge- 
leinen  auch  Zq  unbestimmt  und  kann  zwischen 

2q=0  und  2o=db^ 

Ir 

yo'  =  -^nndy'o=-g 

diwanken. 

Wir  wollen  nun  dieses  Bekannte  mir  geometrisch  vorzu. 
teilen  suchen.  —  Denken  wir  uns,  Shnitch  wie  in  I.  A.  3.)  und 
;.  3.),  durch  u=:f(x,  y)  eine  Fläche  MNDE  (Taf.V.  Fig.  7.)  und 
arch  ü=F(x,  y)  eine  andere  PQDE  dargestellt,  welehe  die 
;bene  J^F  in  den  Kurven  MN[/(x,y)=zO]  und  PQ[F(ar,y)=0], 
nd  sich  unter  einander  in  der  Kurve  DE,  deren  Projection  auf 
iV,  D'E' \ßa:,y):=zF(x,yy]  sei,  schneiden;  denken  wir  uns  fer- 
er  an  einer  beliebigen  Stelle  auf  XY  eine  Senkriechte  errichtet, 

on  welcher  jene  zwei  Flächen  zwei  Stficke  u  und  ü  abschneiden 

ti 
'erden,  und  denken  wir  uns  endlich  die  Länge  z=l.jj   berech- 
et und  auf  derselben  Senkrechten  von  JTF  an  aufgetragen;   so 
aben  wir  im  anderen  Endpunkte  einen  Punkt  der  Fläche  ags^^J^y 

on  der  alle  anderen  Punkte  auf  gleiche  Weise  construirt  werden, 
^ii  woll^  die  Flächen 

u  =  A^r,  3^),  U=F{x,  y)  und  *=^^, 

Gnftig  der  Kürze  halber  die  Flächen  ti»  ü  ond  z  nennen. 
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Suchen  wir  uns  nan  einen  allgemeinen  Begriff  von  der  Q 
st  alt    der    Fläche   z  zu   machen.      Vorerst   wird    dieselbe   f 
f(a:,y)  =  0  oder  in   MN  die  Ebene  XY  schneiden,   dagegen  fi 
F(x9  y)=0  oder  in  der  durch  P0  gelegten ,  auf  XV  senkreclite 
Cylinderfläche  unendlich  sein,  und  zwar  im  Allgemeinen  -Jto:,  di 
auf  den  beiden  Seiten  von  PQ  ü  von  Null  aus  im  Allgemefoen 
verschiedene  Zeichen  annimmt.    Ferner  wird  z  in  der  durch  DE 
oder  D'E'  gelegten,  auf  JJTFsefikrecbten  (Gylinderfläche  den  Werth 
1  annehmen.    För  den  Punkte!,  den  Durchschnittspunkt  vonJfiV, 
PQ  und  DE   finden  so  schon  vier  Werthe  von  z  statt,    nSmlich 
z  =  0,  db<^  und  1.    Es  ist  aber  für  A,  dessen  Coordinaten  Xq  md 
^0  seien,  u=0  und   17=09  daher 

^  __/T^o*yo)— <> 

oder  unbestimmt.  Geht  nian  von  A  aus  auf  MN  vorwärts,  so 
bekommt  man  2=0«  auf  PQ  z=J:qd  und  auf  den  zwischenlie- 
genden Kurven  im  Allgemeinen  alle  Werthe  für  z  zwischen  0  ond 
±00.  Geht  man  von  A  in  solchen  Kurven  vorwärts,  welche  fiber- 
all  einen  constanten  Werth  z=c  liefern,  deren  Gleichung  ako 

ist,  und  errichtet  auf  denselben  Cyli nd erfläch en,  so  sind  dfo  l" 
denselben  liegenden,  mit  XY  parallelen  Kurven  Elemente  der 
Fläche  z.  Geht  man  auf  einer  anderen  durch  A  gelegten  Eorw 
oder  Geraden  vorwärts,  so  erhält  man  keinen  constanten  Werth 
fifir  z.  Der  Grenzwerth  Zq  f&r  A  ist  aber  demjenigen  gleich,  vd- 
chen  die  der  früheren  Cy linderflächen  gab,  an  welche  die  nene  in 
A  tangirt;  er  hängt  von  der  Ausgangsrichtung,  d.  i.  von  y^\  •^ 
Betrachtet  man  die  Reihenfolge  der  ersten  Cylinderfläehen»  0o  ksiv 
man  sich  die  Fläche  z  auf  folgende  Art  entstanden  denken.    f\^ 

die  Gestalt  ändernde  Kurve,  deren  Gleichung  <?=  Cy       v  ist,  nt> 

typCf  y) 

welche  Anfangs  als  MN  in  ^F  selbst  liegt,  entfernt  sich  n^^ 
der  positiven  und  negativen  Seite  hin  von  XYj  stets  mit  die^' 
Ebene  parallel  und  stets  die  in  A  errichtete  Senkrechte  dur^ 
schneidend,  bis  sie  für  0=4: oo  die  Gestalt  PQ  annimmt.  Taf. 
Fig.  8.  gibt  in  Verbindung  mit  Fig.  7.  ein  Bild  dieser  Fiäc^ 
Hierbei  und  bei  den  folgenden  ähnlichen  ist  die  Fläche  stets  diE^ 
eine  kreisförmige  Cylinderfläche  begrenzt  gezeichnet,  deren  ^ 
die  Ordinate  in  A  ist. 

Beispiel  1.    Als  einfachstes  Beispiel  diene  die  Fläche 
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X 


as  hyperbolische  Paraboloid.   FOr  Xo=Ound  ^o=0  wird  2o=q; 
liflerenxirt  nian,  so  wird«  da 


l?^=0,  ^0=1.   ^0=1.  öo=0 
it: 


^=^'  =  yo' 


nd  kaon  also  mit  dem  beliebigeD  y^  jeden  Werth  annehmen.  — 
^nn  die  Gestalt  der  Fläche  näher  zu  bestimmen,  finden  wir,  dass 
=y  eine  Ebene,  welche  XY  in  ^=0,  d.  i.  in  der  Aze02L(ilfZV) 
Caf.  V.  Fig.  9.)»  die  Ebene  YZ  in  der  Geraden  ti=^  schneidet, 
Iso  den  Rechten  FOZ  halbirt.  Ferner  ist  ü^=x  ebenfalls  eine 
•bene,  welche  JIlF  in  ;r=0,  d.  i.  in  der  Axe  OY(PQ)  schnei- 
et und  den  Rechten  2lOZ  halbirt  —  Um  DE  zu  erhalten,  setzt 
lan  z=l,  wonach  j:=^  die  Gerade />'£'  gibt,  welche  den  Rech- 
m  XdY  halbirt.  Wir  geben  ferner  z  nach  und  nach  verschie- 
ene  constante  Werthe  c  und  finden  y=:€Xy  die  Gleichung  einer 
reraden,  welche  die  Axe  OZ  schneidet  und  dabei  für  c  =  0 
's:0  wird,  also  mit  MN  zusammenföllt,  für  c  =  l  x=y  mit 
>*£',  für  c=10,  y  =  10ar,  ftir  c=oo  0=0:  wird,  also  mit  PQ  zn- 
ammenfallt.  Ebenso  finden  wir  för  c= — 1,  c=  — 10,  c=— od: 
= — x^  y=— -lOar,  — 0=ar.  Die  Fläche  entsteht  also,  indem 
ine  Gerade,  welche  stets  durch  OZ  geht  und  mit  XY  parallel 
it  (Taf.  V.  Fig.  10.)»  sich  so  von  dieser  Ebene  aut-  und  abwärts 
ewegt,  dass  sie  im  ersten  Falle  Ton  dem  positiven  Theile  der 
.xe  0^  zu  dem  positiven,  im  zweiten  zum  negativen  Theile  der 
iXe  OF  übergeht,  und  so  die  Ebene  YZ,  welche  sie  stets  in 
Z  schneidet,  zur  Asymptote  hat  und  für  £  =  ±00  mit  ihr  zusam- 
lenföUt.  Ebenso  hat  diese  Fläche  auch  die  Ebene  XY  zur 
tsymptote. 

Beispiel  2.    Es  sei 

_  loR£+jogy 

9  ist  fiir  :ro=l  und  yti  =  h  ^=^R'    Differenzirt  man.  so  wird 
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was  för  yo'  =  — 1  2^=0  und  för  yo'  =  — i  =0=+»  gibt  Ebeo 
so  tritt  für  Xq  =  2  und  yo=0*5  Unbestimmtheit  ein.  —  Um  die 
Fläche  z  näher  zu  untersuchen ^  finden  wir  vorerst,  dass  die  FlSebe 
t«=  log.  a:-f-log^ r=  \of^,xy  mit  XT  die  Durchschnittskurve  O=log. jy 
oder  l=^a:y  hat,  also  die  gleichseitige  Hyperbel  JHJS  (Tat.  V.  ; 
Fig.  II.),  deren  einer  Scheitel  in  A  liegt.  Alle  anderen  mit  JF 
parallele  Schnittebenen,  für  welche  tc=c,  geben  ebenfalls  gleidi- 
seitige  Hyperbeln,  deren  Gleichung  xy=ze^;  ihre  Axe  wächst  alio 
mit  c  und  wird  <1  (tir  c<0.  Die  Projection  der  DurchscbDltti- 
kurve  der  durch  OZ  gehenden  und  den  Winkel  ^OF  halbirenden 
Ebene  dr  =  ^  mit  dieser  Fläche  u  auf  XZ  hat  die  GleichiiO|( 
7i=iog.^2,  ist  also  eine  logarithmische  Linie  mit  den  zwei  Aesten 
CD  und  EF  (Taf.  V.  Fig.  12).  Man  kann  sich  daher  die  FiScbe 
durch  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  Teränderlicher  Axe  eneogt 
denken,  welche  sich  parallel  mit  XY  so  bewegt,  dass  ihre  beides 
Scheitel  jene  doppellastige  logarithmische  Linie  heschreibeo,  sie 
selbst  aber  die  Ebenen  XZ  und  YZ  zu  Asymptoten  hat.  —  Fe^ 
ner  ist  die  Fläche  ü=x  +  2y — 3  eine  Ebene,  welche  die 
Ebene  ^F  in  der  Geraden  PQ  (Taf.  V.  Fig.  11.),  deren  Gleichmig 
a;  +  2y  — 3=0  ist,  die  Axe  OZ  aber  im  Punkte  t/=— 3  schnei- 
det. Die  Linien  MN  und  PQ  schneiden  sich  in  den  Punkten 
2l(aro  =  l,  yo=l)  und  a(xQ=z2,  yo  =  0,5),  und  es  gehören  daher 
die  in  beiden  errichteten  Ordinaten  zur  Fläche  z.  —  Die  Fläche 

2=       19  \  endlich  liegt  nur  in  den  Bäumen  XOY  und  X'Q^* 

Geben  wir   :   nach   und  nach  verschiedene  constante  Werthe  ^i 
so  erhalten  wir  ffir  c=l  die  Gleichung  der  Kurve  D'E':x+^'^ 
=  log.^y,  welche  aus  zwei  Theilen,   nämlich  einer  geschlossene^*» 
durch  A   gehenden  Kurve  und  einem  offenen,   hyperbelähnlicti^^ 
auf  der  anderen  Seite  des  Ursprungs  liegenden  Aste  besteht.    »^' 
c=<x  ist  a:  +  2^  — 3=0,    welche   Gleichung    die  Linie  PQ  3^*'^ 
drückt,  aber  auch  log.a:y=:Qo,  welche  beide  Axen  XX'  und  'f^^ 
darstellt.    Von  diesen   beiden  Linien   gilt  nur  die  erste  för  :^^ 
die  zweite  dagegen  vertheilt  sich   zu   Stucken  für  +  oo  und  -^  ^ 
Taf.  VI.  Fig.  13.  soll  eine  muglichst  deutliche  perspectivische   ^^ 
sieht  dieser  Fläche  geben,   bei  deren  Entstehung  die  erzeuge^^ 
mit  XY  parallele  und  die   Ordinate  in  A   (sowie   auch  die  if  ^ 
stets  schneidende  Kurve   auf  folgende  Art    ihre  Form  nach    uO 
nach  ändert.     Der  positive,    in  XOY  liegende  Ast  ist  fflr    z  ^ 
der  Hyperbelast  iüfiV,  welcher  ffir  2>0  sogleich  die  Gestalt  e/i^^ 
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geschlossenen  Kurve,  tür  2=1  die  Gestalt  D^E'  und  filr  i^+<» 
die  des  Dreiecks  POQ  als  Grense  annimmt;  fllr  z<0  dage^cen 
nähert  sich  dieser  Hyperbelast  rasch  den  beiden  Asymptoten  und 
hat  fär  z=  — OD  die  Gestalt  der  fi^ebrochenen  Geraden  XQPY  inr 
Grenze.  Der  negative  in  Jl'OF'  liegende  Ast,  welcher  ftir  z<— 0,2 
imaginSr  ist,  bildet  für  2  =— 0,2  einen  Punkt  (ar=-5Ä  .v=— 2,0); 
bei  zunehniehdem  z  geht  derselbe  in  eine  wachsende  geschlossene 
Kurve  und  diese  für  z=0  in  den  zweiten  Myperbelast  ItlN  Aber. 
Dieser  schliefst  sich  dann  immer  mehr  an  seine  Asymptoten  an 
und  hat  filr  2=  -f  od  dieselben ,  nämlich  die  gebrochene  Gerade 
X'OT'  zur  Grenze.  —  Die  durch  OZ  gelegte  und  den  "^Vinlcel 
JtÖF  halbirende  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  der  in  A  errich- 
teten Ordinate  und  der  aus  zwei  Aesten  bestehenden  Kurve« 
welche  in  Taf.  V.  Fig.  12.  durch  die  punktirten  Linien  11  darge- 
stellt sind.  .: 
•  i  ■  t 

Man  sieht  an  diesen  Beispielen,  wie  man  fflr  verschiedene 
Werthe  von  2  auf  verschiedenen  Kurven  zur  Ordinate  in  A  ge- 
langt; also  auch,  wie  umgekehrt  för  dieselbe  alle  Werthe  von  x 
gelten,  dieselbe  ganz  in  der  Fläche  liegt. 

Geben  wir  nun  wieder  in  der  Theorie  und  zwar  querst  auf 
den  analytischen  Wege  weiter.  Cournot  in  seiner  Theorie  der 
Functionen  sagt,  dass 

unabhängig  von  dem  willkfihrlichen  gj,  also  bestimmt  sei,  wenn 
p^  und  P^  oder  q^,  und  Q^  gleich  Null  seien.  I>iese  Bedingung 
ist,  wie  man  leicht  siebt,  zn  eng;  es  findet  vielmehr  schon  Be« 
stimmtlieit  statt,  wenn 

Po— V« 
ist,  welcbes  VerhäHoise  s«  sein  woge.    Dann  ist  uänrfieb 

p^=mPo.  qo=«Qv  on<*    ""       P~-fQ,^'~ 

Die  oUgeu  Bedineungeu  sind  nur  zwei  speclell«  Fälle  von  letzte- 
rer. Dabei  ist  2^  l^estimuit,  wricben  Werüi  auch  3^/  aunebiuen 
nSge,  nv  füi 
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und  es  tritt  wieder  UDbestimmtheit  ein. 

Die  geometrische  Betrachtung  fShrt  uns  zu  demselben  Re- 
sultate. Denken  wir  uns  an  die  Flächen  u  und  V  in  A  Taugen- 
tialebenen  gelegt ,  so  geben  diese «  wenn  man  ihre  Ordinaten  statt 
der  der  ursprunglichen  Flächen  betrachtet»  dieselben  Grenzwerthe 
von  2  für  den  Punkt  A  von  0  bis  J^co.  Ihre  Durchschnittslinieo 
mit  XY  sind  Tangenten  der  Durchschnittskurven  ^iV  und  PQ  im 
gemeinschaftlichen  Punkte  A,  Tritt  aber  der  Fall  ein»  dass  die 
Tangentialebenen  dieselbe  Durchschnittslinie  TT  (Taf.  VI.  Fig.  14.) 
mit  XY  haben  und  nur  verschiedene  Winkel  mit  derselben  bil- 
den, so  ist  för  alle  Stellen  das  Verhältniss  ihrer  zwei  zusammen- 
gehörigen Ordinaten   dasselbe»    nämlich  =a»    und  alle  Grenzve^ 

hSitnisse  Zo==-|j  fifr  die  beiden  ursprünglichen  Flächen»  aof  wel- 
cher Kurve  man  sich  auch  dem  Punkte  A  nähern  möge,  nehmen 
denselben  gemeinschaftlichen  Werth  a  an.  Da  jedoch  die  Tan* 
gentialebenen  für  ihre  gemeinschaftliche  Durchschnittslinie  TT  mit 

XY  den  Werth  2=  a  geben»  da  ferner  die  Kurven  MN  und  PQ, 

welche  bei  A  an  TT  tangiren,  überall»  also  auch  bei  A,  z=dO  tmd 
z=:4:(x>  liefern,  so  wird  man  hier  die  verschiedensten  Werthe  von 
Zq  erhalten,  je  nachdem  man  sich  diesem  Punkte  auf  irgend  einer 
aber  stets  an   TT  tangirenden  Kurve  nähert. 

Die  so  entstehende  Fläche  z  unterscheidet  sich  nur  dadurch 
von  den  früheren»  dass  die  erzeugende,  mit  XY  parallele«  ihre 
Gestalt  ändernde  Kurve  sich  so  an  die  Ordinate  in  A  anlehnt, 
dass  sie  immer  an  derjenigen  £bene »  welche  XY  senkrecht  in 
TT  schneidet»  tangirt.  In  jeder  nicht  in  dieser  Ebene  liegenden 
Richtungslinie,  in  welcher  man  sich  ^nähert,  erhält  man  ein  und 
denselben  bestimmten  Werth  a  für  z^. 

Für  diesen  Fall  fallen  also  die  Tangenten  an  den  Durchschnitts- 
kurven  MN  und  PQ  in  A,  für  welche  zur  Bestimmung  von  y«' 
die  Gleichungen 

Po  +  9vl^o'=0  und    Po+QoSJ=0 
gelten»  zusammen»  wonach 
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gleich  sein  mössen,  woraus 

folgt.  Ist  diese  gemeinschaMiche  Tangente  TT  mit  der  Axe  OX 
parallel,  so  ist  y^'—O,  also  auch  p^z=0,  P^=0;  ist  sie  dage- 
gen mit  OF  parallel^  so  ist  ^^'=od,  also  9^0=^^  Qo=0;  was  also 
mit  den  obigen  speciellen  Fällen  übereinstimmt,  nie  das  vorher- 
gehende mit  dem  allgemeinen. 

Beispiel  3.    Hat  man 

Z—  9 

so  wird  för  ^»=^0,  2^  ^A'  zugleich  tritt  aber  auch  der  bestimmte 

Werth  2y=: — 1  ein,  welchen  man  ohne  zu differenzireu  findet,  da 
hier  die  gemeinschaftlichen  Factoren  y  —  x  deutlich  hervortreten. 
Die  FlSche  u=^y — x  ist  aber  eine  Ebene,  welche  XY  in  y=^x 
und  XX  in  «= — x  schneidet;  ebenso  ist  Ü=X'-y  eine  Ebene, 
weiche  XT  in  derselben  Geraden  y=^x,  XZ  aber  in  ü=^x  schnef- 
deit.  Beide  FISchen  schneiden  also  XY  in  derselben  Geraden 
yz=x  unter  gleichen,  aber  auf  verschiedenen  Seiten  liegenden 
Winkeln»  weshalb  das  Resultat  £  =  —  1  leicht  zu  libersehen  ist. 
Zu  dieser  Ebene  2= — 1  gehört  aber  noch  die  Ebene  y=x  als 
zweiter  Ast  der.  FlSche  z,  was  noch  deutlicher  hervurtritt,    wenn 

iMui  ähnlich  wie  in  I.  B.  3.)  die  FuoctioD  2  =  ^^ ai»  -der   im 

Beispiel  h  discutirten  zas'^  entstehen  lässt,  indem  dabei  die  bei- 

den  Flächen  u  upd  U'  (Taf.  V.  Fig.  9.)  ihre  Lage  nach  und  nach 
so  ändern,  dass  die  Geraden  MN  und  PQ  in  die  D'E'  zusam- 
menfallen. Hierdurch  schliesst  sich  das  dort  entstandene  hyper- 
bolische Pafabploid ,  (Taf.  V,  Fig.  10.)  immer  enger  an  seine  Asymp- 
totenebenen .2'==0'  und  z=0  an,  bis  es  endlich  mit  denselben  zu- 
sammenfallt, wenii  diese  zugleich  selbst  ihre  Lage  io  die  x=:y 
und  z= — 1  umgeändert  haben.  —  Statt  des  Punktes  A  haben 
wir  hier  eine  Linie  x=y. 


Beispiel  4.    Ist 


_  logg  +  logy 
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so  wird  fiSr  ;ro  =  l  und  ^o=l>  ^o^n*    I)^<6r®<^i^™A0»  so  wird, 


^o         •"    y 


o 


Hierbei  ist 


daher 


«0 

1  +».' 

=??.-=■• 

«o=i; 

ßlr  .Vo'= — 1  >s^  ^^^^  ^<>^n'  —  ^™  diese  Resultate  an  der  Ge- 
stalt der  Fläche  bestätigt  zu  finden^  bemerken  wir»   dass  wir  fast 
das  Beispiel  2.  wieder  haben.    Hier,  wie  dort»  ist  t<=Iog^-flogjf 
jene    logarithmische    Fläche   (Taf.  V.  Fig.  11.  und  12.),    hier  ist 
I7=|(:r4-y—- 2)  ebenfalls  eine  Ebene»   welche  wie  dort  die  Axe 
OZ  in  z= — 3    schneidet;    ihre  Durchschnittslinie  P'Q'  mit  XT 
jedoch  hat  die  Gleichung  0  =  0:4-^—2,  geht  also  auch  durch  den 
Punkt  A,    ftir  welchen  a:f^  =  l  und   yo==l»   tangirt  aber  hier  die 
Kurve  MN.    Es  tritt  also  der  Fall  ein»  dass  ilfi¥  und  P'i^  eine 
geroeinschaftiiche  Taogeote  in  A  haben ,  oärolich  die  Gerade  P'Q! 
selbst.    Dem  entsprechend  ist  auch  die  Gestalt  der  Fläche  z  bei 
der  Ordinate  in  A  beschaffen.     Nimmt   man   mehrere   höriiontale 
Schnitte»  gibt  also  z  verschiedene  constante  Werthe  c,   so  erhält 
man  Kurven »  den  entsprechenden  in  Beispiel  2.  sehr  ähnlich»  aber 
mit  dem  Unterschied,    dass  hier  diese  erzeugende  veränderliche 
Kurve»    welche  mit  JTF  parallel  sich  aufwärts  bewegt»   stets  bei 
dem  Durchschnittspunkte  mit   der  Ordinate  in  A   an   die  Ebene 
^  +  9 -'2  =  0  tangirt.    Für  2=3  wird   dieselbe  zu  einem   Punkte 
und  geht  dann  bei  wachsendem  z  auf  die  andere  Seite  jener  Or- 
dinate   und    endlich  für  zsr^-oo  zu    dem  Dreiecke  Q'OP    über. 
Die  Gestalt  der  Fläche  ist  daher  der  in  Taf.  VI.  Fig.  13.  darge 
stellten  sehr  ähnlich»  nur  dass  der  dort  schon  enge  Hals  hier  für 
z=|  die  Weite  eines  Punktes  annimmt 

Beispiel  5.    Hat  man 

_V2y^-jr 


weleke  wUer  der  DenMiim§9flmn  g  enekeimn.  406 

«o  wird  für  a^^^O  nod  yo=0:  ^o^n*    '^^^^^^  ^^ 

p,=-l,   ,,=2v%o=0,  Po=2a;o=0,    ©o=%o=0. 


daher 


'0 


-l  +  0.y.'_ 


je  nachdem  yo~0  Grenzwerth  vob  iy>0  oder  von  iy<0  ist;  nur 

p  0  * 

far*y/  =  — ^-^  =  +00  i8tz„=:A*    •—   Untersuchen    wir    nun    die 

Flächen.  Vorerst  schneidet  die  Fläche  u  die  Ebene  XY  in 
^=  -r^o;  {MN\n  Taf.  VI.  Fig.  15),  einer  Parabel  vom  Parameter  -tö» 

die  Ebene  XZ  nach  der  Geraden  u=  — o;  (t<ti  in  Taf.  VI.  Fig.  16.) 
und  fär  z  =  e  erhalten  wir  als  mit  XY  parallele  Schnitte  die  Pa- 
rabeln f/^=T7a{^  +  c),  von  dem  constanten  Parameter—^.  Diese 
Flftche  tf»  eine  parabolische  Cylinderfläche,  entsteht  also,  indem 
die  Parabel  y*=--rä^9  welche  in  der  Ebene  JTF  liegt,  deren  Schei- 
tel der  Ursprung  und  deren  Axe  OX  ist,  sich  so  an  der  in  der 
Ebene  XZ  liegenden  Geraden  u=—ap  hinbewegt,  dass  ihr  Schei- 
tdl  die  letztere  beschreibt,  ihre  Fläche  und  Axe  aber  in  stets  pa- 
latteler  Lage  bleiben.  —  Die  Fläche  U  hat  mit  der  Ebene  XY 
die  Kurve  0=zy^  +  a!^(PQ)  gemein,  welche  aber  der  Punkt  :c=Üf 
ffzsiO(AJ  ist.  Sie  schneidet  die  Ebene  XZ  in  der  Parabel  ü=^a^ 
(üü  in  Taf.  VI.  Fig.  16.),  und  jeder  mit  XY  parallele  Schnitt  gibt 
flir  x=c  den  Kreis  c=^^-f  o:^.  Die  Fläche  ist  daher  ein  Rota- 
tioDsparaboloid,  das  durch  Drehung  der  Parabel  ü=za:'^  um  die 
Axe  OZ  entsteht;  sein  Scheitel  berührt  die  Ebene  XY.  —  In 
diesem  Falle  ist  also  die  Axe  0  Y  die  gemeinschaftliche  Tangente 
von  JUN  und  PQ,  da  jede  durch  den  Punkt  A  gehende  Gerade 
als  Tangente  der  zu  einem  Punkte  gewordenen  Kurve  PQ  betrach- 
tet werden  kann.  Es  tritt  also  hier  für  z^  ein  bestimmter  V^erth 
(±00)  ein;  nur  wenn  man  sich  in  Kurven,  die  an  die  Ebene  YZ 
tangiren,  diesem  Punkte  A  nähert,  bekommt  man  für  Zq  alle  Werthe 
zwischen  -f  oo  und  —  oo.  —  Um  die  Gestalt  der  Fläche  näher  ken- 
nen zu  lernen,  geben  wir  wieder  z  constante  Werthe  c  und  er- 
halten die  Kurve 
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oder 


y'(«-v2)+«(^+2^y=i 


ein  Kegelschnitt,   dessen  Hauptaxe  die  der  x  und  dessen  .einer 
Scheitel  der  Ursprung  ist.    Diese  Kurve  Ist  für  6*=0  die  Parabel 

MNiiß:=:^^x',  für  c=  1  eine Hyperhel  ]>£' :  - 0,6yHfar+t)«=i, 
deren  zweiter  Scheitel  in  a;=  —  1  liegt;   för  c  =  V2  =  l,4  ist  sie 

\  2a;^-f  ;r=0,    ein  Paar  von  awei  Geradeq  a::r=0  und  i2:=^— twö 

=—0,7;  für  c=2  ist  sie  eine  Ellipse  0,3y*+(a:  +  J)^=Y^»  <*«« 
zweiter  Scheitel  in  ar  =  — \  Hegt;  für  c  =  +  3o  geht  diese 
Ellipse  in  den  Punkt  ^:a:«  +  y2=:0  über.  Fflr  c<0  ist  die  Korve 
stets  eine  Ellipse  und  wird  z.B.  für  c=— 1,  1,4^* +  (a: — 4)*=4; 
für  c=  —  00  aber  wieder  zum  Punkte  Aia!^  -|-y*  =  0.  Durchschnei- 
det mau  die  Fläche  z  mit   der  Ebene  XZ(^=:0),    so  erfaSlt  man 

die  Kurve  2=— -g,  welche  aus  der  Geraden  j'ssO  (der  Axe  OZ) 

und  der  gleichseitigen  Hyperbel  za:=  — 1  besteht.  —  Man  kann 
.sich  daher  die  Fläche  (Taf.  VI.  Flg.  17.)  entstanden  denken.  Indem 
die  Erzeugungskurve  c  (y^  -f  oi^)  =  V  2y^ — x  (ein  Kegelschnitt), 
welche  in  der  Ebene  XY  eine  Parabel  ist,  die  den  Scheitel  im 
Ursprung  und  zur  Axe  0^  hat,  sich  parallel  mit  XV  so  bewegt 
dass  ihre  Axe  stets  in  XZ  und  ihre  Sdheitel  iti  der  Axe  OZ  tind 
jener  Hyperbel  xz  =  —  1  sich  befinden,  indem  sie  dabei  Ihre  Ge- 
stalt so  ändert,  dass  sie  fflr  c>0  von  der  Parabel  sogleich  fai 
eine  Hyperbel  übergeht,  deren  Hanptaxe  =od;  dass  mit  wach- 
sendem 6  die  Hauptaxe  der  Hyperbel  ab-  und  die  NebeHaxe  za- 
nimmt,  und  fflr  c=V'2  dieselbe  in  das  Paar  der  jswel  paralleleD 

Cferaden  ^=:Ound  x=:'—;rrn  übergeht;  dass  mit  w.^ter  wACJisea- 

sendem  c  sich  eine  Ellipse  mit  tmendlich  grosser  Nebenadte  bil- 
det, welche  letztere  aber  wieder  beständig  abnimmt,  sowie  aach 
die  Hauptaxe,  so  dass  ftir  e=-|-OD  die  Ellipse  zu  einem  Punkte 
geworden;  ' däss  endlich '  fflr  c;<0  aus  der  Parabel  eine  Ellipse 
entsteht,  welche  fflr  0=— od  ebenfalls  in  einen  Ptmlct'  übergeht. 
In  allen  tdiiesen  Lageti  und  Gestalten  berührt  diese  Erzeugung«- 
kurve  die  Ebene  YZ  in  der'  in  A  errichteten  Ordinate.  Letztere 
gehört  ganz  zur  Fläche  nnd  biFdet  zugleich  ihre  Asymptote, '  so 

0 
dass  2o=Q  und  2o  =  db^  der  unbestimmte  und  bestimmte  Werth 

von  Zq  sind. 
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^hen  wir  nun  in  der  Theorie  weiter  and  zwar  zuerst  wieder 
m  analytischen  Wege.    Ist  In 

yo  +  ygy'p 

I,  Po  utid  Qq  gleich  Null,  so  wird  2o=q-    Da  wir  also  durch 

Jlge  Differentiation  keinen  hei>timmten  Werth  erbalten  haben, 
bmen  wir 

iprOnglichen  Ausdruck,  der  fiir  A^r=j*ound    iy=^o  unbestimmt 
differenziren  wir  vorher  und  erhalten,  wenn  wir     ^ 


naiog 


dx       *     dy      dx       '     dy 


da:  ^    dy       dx         *    dy 


I  und  diese  dem  x=^Xq  und  y=yo  entsprechenden  Werthe 
r  mit  ro9  Sq,  Iq,  Rq,  Sq  und  Tq  bezeichnen: 

_  r<>+2foy^+/oyo« 

*ö-/?o+2s;yo+5ro»V' 

ie  Glieder  </o^''  und  Qo^''  wegen  vo  und  Qo=0  wegfallen, 
r  Werth  von  z^  ist  im  Allgemeinen  unbestimmt,  indem  man 
len  beliebigen  Werth  zwischen  -\-<x>  und  —od  beilegen  kann; 
I  ist  damit  nicht  gesagt,  dass  auch  Zq  zwischen  +  od  und  —.00 
nke.  Kann  der  Zahler  =0  werden,  oder  hat  ro-f  2«o.v  o+^oS^  o^=0 
reellen  Werth  von  y  ^  zur  Wurzel,  so  kann  auch  2o=^0  wer- 
»beoso  kann  20=00  werden,  wenn  ein  Werth  von  yo  den 
ir  Ro+iSf^'o-t  To^y'f^  zu  Null  machen  kann.  Findet  letzteres 
liebt  statt,  so  liegen  die  unendlich  vielen  möglichen  Werthe 
iwbchen  Grenzen,  welche  man  findet,  wenn  man  die  Werthe 
erftnderlichen  ^q  sucht,  für  welche  Zo  ein  Maximum  und 
uun  wird.  Haben  endlich  Zähler  und  Nenner  gleiche  Wur- 
ih. 

'"o  jjj.  £0,  j^  _fü  __ 
So      So      7*0 

:  Jbssa  ein  bestimmter  Werth. 
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Die  geometrische  Betrachtung  zeigt  ans  in  Ueberdnstim- 
mnng  mit  diesem  Folgendes.  Wenn  die  beiden  Fliehen  «  micl  U 
im  Punkte  A  die  Ebene  XY  nicht  schneiden,  sondern  nur  berüh- 
ren ,  so  können  uns  die  Tangentialebenen  nicht,  mehr  wie  bisher 
Zq  bestimmen  9  weil  sie  beide  ganz  in  XY  fallen.      Und  wirklich 

muss  dann  du^=0  und  <2C7=0,  also  auch  ^^^Zffj^^ff  ^drden.  — 

Wir  haben  dann  den  Fall  bei  Flächen,  welcher  dem  in  .1.  A.  3) 
ffir  Linien  behandelten  entspricht.  Denken  wir  uns  nämlidi  Cy< 
linderflächen  durch  die  Ordinate  in  A  gelegt,  so  schneiden  alle 
diese  die  beiden  Flächen  in  Kurven,  welche  die  in  der  Ebene  XT 
an  jene  Cylinderflächen  gelegte  Tangenten  in  A  berühren;  wir 
bekommen  desswegen  für  diese  letzteren  nach  L.  A.  3).  einen-  hä- 
stimmten  Grenzwerth  für  Zq  auf  jeder  Cylipderfläcl^,  we)efa«  aber 
im  Allgemeinen  unter  einander  verschieden  sind ;  ebenso  wie  vm 
^orhin  bei  der  entsprechenden  willkührlichen  Annahme  von  ^o 
verschiedene  Werthe  von  Zq  erhielten.  Hat  man  diese  Cylinder- 
flächen so  gelegt,  dass  auf  ihnen  überall  z  constant  ist,  so  ist  die 
resultirende  Kurve  mit  JfF  parallel.  Unsere  Fläche  kann  also  gans 
wie  alle  früheren  entstanden  gedacht  werden,  nämlich  dadurch, 
dass  sich  die  ihre  Gestalt  ändernde  Erzeugungskurve  mit  ^F  pa- 
rallel und  stets  die  in  A  errichtete  Ordinate  durchschneidend,  an 
dieser  hinbewegt,  jedoch  zwischen  bestimi^iten  Grenze^,  welche 
freilich  auch  JtOd  sein  können.  —  Liefern  alle  beliebig  durch  die 
Ordinate  in  A  gelegte  Cylinderflächen  denselben  Grenzwerth  für  4, 
so  fallen  beide  Grenzen  von  Xq  zusammen  und  die  Fläche  z  tangirt 
die  Ebene  z  =  Zo  in  ihrem  Durchschnittspuukte  mit  der  Ordinate 
in  Ak  ^-T-  In  diesem  Falle  müssen  .    .        r-\ 


und 


iPM=cLi;«(ro  +  2*oy'o  +  <o2^o')  "    . '"  ' 

I  • 

i'i-;. 
y  ~  ■    ,  .1. 


fffr  gleiche  Werthe  von  ^q  stets  unter  einander '  dasselbü  V^ 
hältniss  mTj^^^o  haben,  oder  es  muss 

sein.  Dieses  ist  z.  B.  der  Fall  bei  Rotationsflächen;  bei  '4eni$D 
alle  durch  die  Axe  gelegten  Ebenen  gleiche  Durchschnittsktirväar, 
also  auch  gleiche  Grenzwerthe  Zq  geben.  Die  Fläche  z  ist  dann 
wieder  eine  Rotationsfläche.  Die  Ordinate  in  A  gehört  aber  stets 
und  swar  in  diesem  Falle  als  isolirte  Linie  aus  den  in  L  darge- 
legten Gründen  cur  Fläche.  .        ,    ui 
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Beispiel  6.    Setzt  man  in 

4t=0  und  jyo=^0>  so  wird  2^-=.^$  da  ferner 

Bei  nochmaliger  DiSerontiatiim  ergibt  sich 

ro=0,  Jb=0»  'o=3.  «0=2.  «0=0  und  ro  =  2. 
liber 

♦«-'i(i+/„a)-i+yo*' 

Dil  Mioimum   dieses  Ausdruclcs  ist  2^=0  für  ^'q=0,  und  das 
Hazimum  ;ro=l  fär  y^  =  Jtoo. 

Um  die  geometri^cho  Bedenfnng  dieser  Resultato  zn  finden, 
kmerlKt  man,  (ln«s  die  Flache  m  =  ;/*  die  Ebene  XY  in  der  Gg~ 
Tiden  9=0  (3/iV  in  Taf.  VI.  Fig/l8.),  die  Elierie  YZ  nnd  alle 
hnit  parallelen  aber  in  der  Parabel  a-=y'^  schneidet;  diese  Flüche 
nüteht  also,  indem  sich  die  in  der  Ebene  YZ  liegende  Parabel 
t^3f*,  deren  Axe  OZ  nnd  deren  Scbeitel  der  Ursprnng,  so  in  pa- 
nlieler  Lage  beuegt,  dass  der  Scheitel  die  Axe  OX  beschreibt. 
Die  PiSche  ist  daher  die  schon  in  freispiel  5.  vorgekommene  p'a- 
Tibollsche  CylinderflSrhe,  nur  mit  vorhnderter  Lnge  der  Axe.*— 
Die  Fläche  J7— .r*  +  f/*  ist  da»  ebenfalls  in  Beispiel  5.  vorgekom- 
lene  Kotationsparaholoid,  dessen  Axe  OZ  nnd  dessen  Srhcltel 
^  Drsprang.  Taf.  VI.  Fig.  18.  giebt  eine  Vori^tellung  beider  FIS- 
^Kn;  der  Punkt  A  liegt  diessmnl  im  Ursprung.  —  Die  FIfiohe  z 
Ulk  die  Ebene  XY  in  der  Geraden  ^  =  0.  Gibt  man  z  verscfiie- 
'ine  ooDfrtailte  Wertbc  Cy  so  erhhit  man  die  Kurven 

ya(l— c*)=ca;a  oder  y-±v{jz:^^^* 

^i*eiD  System  zweier  sich  im  Ursprung  schneidender  Geraden; 
■w  csl  wird  ar=0,  welche  Gerade  die  Projektion  A>'/J'  der  Durch- 
*^nittilinie  der  beiden  Flüchen  u  und  V  auf  XY  darstellt;  liir 
«>  1  ist  y  imaginSr.     Die  Fig.  19.  in  Taf.  VI.  giebt  ein  Bild  die- 
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ser  Fläche  x,  welche  aUo  entsteht,  iDdem  ein  Systeoi  zweier  mit 
XY  paralleler  Geraden,  welche  sich  stets  in  der  Axe  OZ  schnei- 
den und  gleiche  Winkel  mit  der  Ebene  XZ  bilden,  sich  so  an  die- 
ser Axe  OZ  hinauf  bewegen,  dass  sie  in  der  Ebene  XZ  nur  eine 
Gerade,  die  Axe  OX,  bilden,  mit  wachsendem  z  aber  die  mit  OX 
gebildeten  Winkel  stets  vergrossern  und  fdr  z  =  1  endlich  daraof 
senkrecht  stehen,  indem  sie  sich  wieder  zu  Einer  Geraden  ver- 
einigen. 

Um  zu  zeigen ,  dass  die  ganze  Ordinate  in  A ,  nnd  nicht  our 
das  Stock  zwischen  z=0  und  2  =  1  zur  Fläche  gehört,  stellen  wir 
eine  ähnliche  Betrachtung  wie  die  unter  f.  B.  3)  an.  Man  sieht 
nämlich,  dass  dieses  Beispiel  von  dem  Beispiele  5.  nur  darin  ab- 
weicht, dass  die  Fläche  u=y^  nur  eine  andere  Lage,  als  die  ent- 
sprechende u=V%^— ^  hat,  in  der  Form  aber  mit  derselben  coo- 
gruent  ist.  Denkt  man  sich  nun  die  letztere  durch  Verändening 
ihrer  Lage  in  unsere  jetzige  übergehen,  so  muss  auch  die  abge- 

leitete  Fläche  z= — ^     ^     sich  in  unsere  jetzige  entsprechende 

umbilden.  Betrachtet  man  dabei  noch  eine  Zwischengestalt  der 
Fiäehe  z,  so  findet  man,  dass  bei  diesem  Uebergange  folgende  Ver- 
JLoderangen  vorgehen.  Die  dort  durch  den  Schnitt  mit  der  dareb 
OZ  gehenden  und  den  Winkel  XOY  halbirenden  Ebene  entste- 
hende Hyperbel  zz  (Taf.  VL  Fig.  16.)  verkleinert»  indem  sie  XT 
Qttd  OZ  zu  Asymptoten  behält,  beständig  ihre  Axen  und' geht  za- 
letzt  in  die  auf  einander  senkrechten  x\syroptoten  über*  Die  Hy* 
perbebi«  welche  durch  Schnitte  parallel  mit  XV  entstehen  und  dort 
zwischen  z=0  und  i=V2  lagen,  verringern  die  Ausdehnung  ihrer 
Lage  und  die  Grösse  ihrer  Axen  beständig  und  gehen  endlich, 
zwischen  x=0  und  z=l  liegend,  in  zwei  sich  unter  verschiedenes 
Winkeln  schneidende  Gerade  über.  Die  ebenfalls  durch  Schnitte 
parallel  mit  JIlF  für  z>V2  und  z<0  entstehenden  Ellipsen  neh- 
men ebenfalls  stets  kleinere  Axen  an,  indem  diese  ja  durch  die 
abstände  jener  Hyperbeln  zz  (Taf.  VI.  Fig.  16.)  von  ihren  Asymp- 
to^n  bestimmt  sind,  und  werden  endlich  zu  Punkten  für  z>l  und 
'<Q.  —  Bieraus  folgt,  was  gezeigt  werden  sollte,  dass  nicht  nu 
ißß  zwischen  z=0  und  z=l  liegende  Stück  der  Ordinate  in  A 
zur  Fläche  gehurt,  sondern  auch  dessen  Verlängerungen»  indem 
sie  die  Reihe  der  zu  Punkten  gewordenen  Ellipsen  darstellen. 

Beispiel  7.    Ist 

4(T)4V(l~U^-y«) 

gegeben,  so  wird  für  Xq^^O  und  yo=0>  ^=0*    ^^^^  Differen- 
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tiation  erhält  man  * 


l! 


und  nach  nochmaliger  Differentiation 

also  einen  constanten  von  dem  Werthe  von  y  q  unabhängigen  Werth. 
Wir  finden  nun,  dass 

ein  Ellipsoid  darstellt,  welches  JITF  im  Packte  a7o=0»  yo  =  ^  ^' 
rührt  (Taf.  VI.  Fig.  20.)  XZ  in  der  Ellipse  tt=4iF4V(l  — Ja:«)  und' 
FZ  in  der  Ellipse  u=4f  4V(1— ^^)  sehneidet.  Die  dritte  Axe 
dieses  Ellipsoids  liegt  also  in  OZ  und  ist  =8,  die  zweite  mit  OT 
parallele  Axe  ist  =2  und  die  erste  mit  OX  parallele  =4.  — 
Weiter  ist  ü=zx^-\'iy^  ein  elliptisches  Paraboloid,  dessen  Axe 
OZ  und  dessen  Scheitel  der  Ursprung;  denn  es  schneidet  XT  in 
j:=0,  y=0,  XZ  in  der  Parabel  P=a;*,  deren  Parameter  =1  und 
TZ  in  der  Parabel  17=  4y*,  deren  Parameter  =:J;  jeder  mit  XT 
parallele  Schnitt  endlich  gibt  eine  Ellipse  a;^-f-4y^=e»  von  der 
iXt  mit  OX  parallele  Axe  =:2Ve,  die  mit  OT  parallele  aber 
s=:V  e  ist.  —  Die  Fläche  z  endlich  gibt  fSr  zssc  die  horizontale 
S^hnittkarv« 


c(j+»»)=lTV[l-aa»+»*)]. 
oder 

(t  +  y*)  [«»(t  +  y»)  -(2c-i)J=o. 

weiche  in  die  zwei  Kurven  zerföllt: 
,  v  --^^=0,  oder  arrsO,  y=0. 


ti 


d.  i.,  da  diese  Gleichung  von  c  anabhängig»  die  Axe  OZ  oder  die 
Ordintfte  in  A,  die  also  ganz  zur  Fläche  gehört,  und  in 

ar«  .    .     2c— 1 

4 

d.  i.  eine  Ellipse,  von  der  die  mit  OJT parallele  Axe  s— V(2c— 1) 

c 
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2 

und  die  mit  OV  parallele  =— V(2c — 1)  ist,  welche  also  dasselbe 

C/ 

constante  Verhältni^s  }  haben,  wie  es  bei  den  gleichen  Schnitten 
der  beiden  urspriin^licheri  FIlicheh  stattGndet.  Die  Durchschnitte 
mit  ÄZ  und  YZ  haben  beide  ihren  tiefsten  Punkt  in  z=^m  auf  der 
Axe  OZ  und  die  in  Taf.  VI.  Fig.  20.  dargestellte  Gestalt,  wonach 
sie  und  die  ganze  Fläche  die  Axe  OZ  zur  Asymptote  haben. 

Beispiel  8.    Betrachten  wir  zuletzt  noch  die  Gleichung 


2  = 


2(T)^4~(^Hy^) 


welche  für  ;ro  =  0  und  ^0=^9  ^o=a  &^^     Durch  Differentiatioii 

«ibält  man  dann 

2aro+2yoy^o 

und  durch  nochmalige 

«inen  bestimmten  Werth.  —  Die  Fläche  u=^jfl+$f^  Ist  ei«  ducd 
die:  Umdrehung  der  Parabel  u=:x^  um  OZ  als  Axe  entstandenes 

Umdrehungsparaboloid,  und  t7=2+ V^4  — (ar^+^y*)  oder  a:?+Sf* 
-|-(C^ — 2)^  =  4  ist  eine  Kugel,  deren  Radius  =2  und  von  der  die 
Axe  OZ  ein  Durchmesser  ist.  Beide  Rotationsflächen  berühren 
XY  im  Ursprung.  —  Die  Gestalt  der  Fläche  2  finden  wir  leicht» 
indem  wir  bedenken,  dass 

x^ + 2r^= [2±  y4-,(^H2^)l(2 + .V  i-ixHy^)] , 

woraus  dann 

z=2dbV4-(:r2+2^2) 

wird,  also  dieselbe  Kqgelfläche,- wie  t7= 2^  V  4--(a:2+y*)  dar- 
stellt, wobei  jedem  Punkte  der  letzteren  der  andere  auf  derselben 
Oidilflate  liegende  Pnnkt  der  Kugel  als  entsprechender  Punkt  der 
ersteren  Fläche  zukommt.  Ausserdem  gehiirt  aber  noch  die  Gerade 
^=0,  y  =  0,  d.  i.  die  Axe  OZ  zur  Fläche  z,  —  Hätte  man  hier 

ü  ,  .  .' 

2= — ,  SO  würde  diess  eine  der  im  vorigen  Beispiele  dargestellten 

Fläche  ähnliche  Rotationsfläche  ausdrücken. 
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Nachdem  wir  nun  die  Gestalt  dieser  Flachen  in  der  Mähe  der 

sn  ihnen  gehörigen  Ordinate  in  A  untersucht  haben,  bleibt  uns 

Dur  noch  librii;«  zwei  Beispiele   zu   liefern«   worin  eine  von  zwei 

Variahelen  abhnn^i(;e  (ürössc   für  bot«timiiite  Werthe  der  letzteren 

einmal  wirklich  und  einmal  nur  scheinbar  unbestimmt  wird. 

Aufgabe  1.     Zwei  physische  und  elastische  «gerade  Linien 

f^iP\  und  /^^Pj!  (Taf.VI.  Fitf.  21.)   diirchschnei<lcn  sich  senkrecht 
in  ihren  Mitten  P.     Dieses  Kreuz  ist  an  den  vier  Endpunkten  l\i 

f^v  P^^  i\  durch  elastische  Stützen  getragen  und  in  der  Mitte  P 

durch  eine  Last  P  beschwert;  wie  gross  sind  die  Druckkräfte /^i, 

/*!,  Pj,  P^y  welche  P  auf  jede  der  vier  Stützen  ausübt?   (Siehe 

meine  Abhandlung  fiber   diese  Aufgabe    bei   beliebiger  Lage  der 

Stützpunkte  im  Archiv,  Theil  XIV,  1850,  i\r.  XXIV.) 

Vor  Allem   sieht  man,   dass,  da  die  Gestalt  des   Vierfusses 
symmetrisch,  die  Belastung  der  gegenüberstehenden  Stutzen  gleich 
ist,  nämlich  P^-=l\  und  P,^=:P,2.     Wenn  nun  die  von  /*  ausge- 
henden Arme  und  die  Stützen  vollkommen   starr  waren ,   so  wäre 
^egen  der  symmetrischen  Lage  der  Stützen  nur  noch  die  Hedin- 
gnng  gegeben,    dass  die  Summe  der  vier  Seitenkrafte  der  Mittel- 
Icral^  gleich  sein  soll;  woraus  aber  die  zwei  verschiedenen  Seiten* 
^äfle  nicht  bestimmt  werden  können.     Fs  ist  <lieses  leicht  einzu- 
gehen, da  man   ja  P^y  P^  ganz  unbelastet  lassen  kann,  wo  dann 
Pi-s=iP  wird,  und  umgekehrt,     berücksichtigt  man  aber  die  in  der 
IVatur  stets  stattfindende  Elasticitat  der  Arme  ui  d  Stützen,  so  ün- 
^ct  man,   dass  bei  der  Helastung   folgende  Erscheinungen   statt- 
nnden  müssen.     Die  mit  der  Kraft  Pi  uml  P,^  auf  ihre  elastischen 
Stützen  wirkenden   Armenden   drücken   diese  zusammen  und  sen- 
den die  Stützpunkte   um   Ci   und  €2*     Wenn  die  Krafteinheit  eine 
StCitze  von  gleicher  Elasticitat  wie  jede  der  >  ier  vorhandenen  um 
^  zusammendrücken  kann,  so  ist 

ei='Pie   und    c»2  =  ^a^* 

Ferner  werden  die  Arme   wegen   ihrer   Elasticitnt  sich    von  den 

Stützpunkten   abwärts  biegen   und  in   dem  so  zweimal  gesenkten 

Belastungspunkte  P  (Taf.  Vi.  Fig.  22.)  eine  gemeinschaftliche  ho- 

nzonfale  Berfihrungsebene  haben.     Es  sei  nach  der  Senkung  der 

^^tzpnnkte  Pi  und  P^  ihr  Abstand  von  dieser  Kerührungsebene 

^  und  Äa,  und  PPi=ai  und  PP^^^a^  seien  die  Langen  der  Arme, 

'®  kann  man  annehmen,  dass  diese   letzteren   in  P  eingemauert 

^len   und  durch  die  aufwärts  gerichteten  rückwirkenden  Kräfte /\ 

loa  J>^  jer  Stützen,   welche  in  den  Abständen  ai  und  a^  angrei- 

^*  Um  ^  und  h%  von  der  Tangente  am  eingemauerten  Ende  ab* 


h.1«. 
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gelenkt  werden.  Vermag  nun  die  Krafteinheit  am  Ende  einer  Linie 
von  der  LSngeneinheit  und  von  gleichem  Biegnngsmomente,  wie 
das  jener  Arme,  wirkend,  ihren  Angriflbpunkt  von  der  Tangente 
am  ändern  eingemauerten  Ende  um  b  abzulenken,  so  ist  nach  den 
Gesetzen  der  Elasticität 

bi=:bPia\  und   62= ^^2^ V 

Da  nun  e^  -f-6|  und  e^-^-b^  die  Abweichung  jener  gemeinschaftlichen 
Berfibrungsebene  von  der  Ebene  der  unbelasteten  Stützpunkte  be- 
deutet, so  muss  e|-f-6i=^-f  6a>  ^^^^ 

Piie+ba\)=iP^(e+ba^^ 

sein;  da  ferner  2Pi+2P2=P,  so  ist  mit  Hfilfe  der  vorigen  Glei- 
chung 

oder 

Ist  die  Elasticität  b  der  Arme  gegen  die  Zusammenddlckbar- 
keit  e  der  Stützen  sehr  klein,  oder  ist  6=0,  so  findet  der  von  $ 
unabhängige  Werth 

statt;  ist  dagegen  e=0,  so  findet  man 


Ist  aber  keines  gleich  Null,  so  hängt  der  Werth  von  2Pi  von  den 
Gr5ssen  b  und  e  ab  und  ändert  sich  mit  diesen.  Für  6=0  und 
e=:0  endlich  ist 

wie  wir  auch  schon  bei  der  ursprünglichen  Annahme  TMHger 
Starrheit  gesehen  haben.  ^ 

Um  eine  bessere  Einsicht  in  diese  Resultate  zu  erlMlteo,  wol* 
len  wir 

ai=2,  «2=1,  P=l 
und  die  Veränderlichen 

6=«,  €=j,  aPi=2 
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setzen,  so  wird  ihre  Abhängigkeit  durch  die  Gleicbmig 

aäiBigedrtlckt.  Stellen  wir  uns  hierunter  wie  frfiher  ehie  Pläche 
vor,  80  ist  t<  =  2r-f-y  eine  Ebene ,  welche  ^F  in  der  Gl^reden 
y=-ar  (MN  in  Taf.  VL  Fig.  23.),  XZ  und  YZ  in  der  Gerade» 
u=x  und  te=y  schneidet. — Ebenso  ist  ü=9x-l-2y  eine  Ebene, 
welche  jene  Ebenen  in  den  Geraden  y= — i^iPQ)»  ü=9x  und 
I7;:;=23K  schneidet  —  Die  Fläche  i  ist  ein  hyperbolisches  Farabo- 
loid  (Taf.  VI.  Fig.  24.),  wie  die  in  Beispiel  1.  abgehandelte,  aber 
mit  anderen  CoefBcienten.  Schneidet  man  dasselbe  nach  einander 
durch  Ebenen,  welche  durch  OZ  gelegt  sind,  z.  B.  durch  die 
y=0,  y=.ix,  3f=a?,  y=:5ar,  j;=0,  so  erhält  man  die  Durchschnitte 

_L^'       _  3>j?         _  2.dP         _  6.x  Ly 

^~  5:^'    ^~207S'     ^-IlT^*     '""19. a?'     ^~2..y' 

also  gerade  Linien,  welche  in  ihrer  Continuität  zwischen  den  Gren- 
zen z^=:i  und  2=a  den  Theil  der  Fläche  bilden»  dessen  Ordina- 
ten  die  möglichen  Werthe  von  z  =  2P|  darstellen.  Der  übrige 
Theil  der  Fläche  hat  keine  Beziehung  zu  unserer  Aufgabe,  da  ne- 
gative 6  und  e  keinen  Begriff  geben.    Zugleich  ist  ersichtlich,  dass, 

nächdeih  das  Verbältniss  — =—  angenommen,    2/^1  =  2  bestimmt 

ist,  und  die  absolute  Grösse  von  x  auf  die  AusdrScke  z=q — > 

2.x 
x=T| —  u.  s.  w.  keinen  Einfluss  mehr  hat.     Nur  ist  der  Werth 

Xq^=0  und  ^0=^  ausgenommen,  wofür  zq^^-tt»  oder  unbestimmt; 

.-       i  .V 

was  auch  schon  daraus  hervorgeht,  dass  Xq=zO  und  yQ=i.0'3ie 
Grenze  der  Werthe  von  ^  und  ^  bei  allen  möglichen  Verhältnissen 
derselben  ist,  also  für  sie  auch  alle  Werthe  von  2,  die  diesen  Wer- 

X 

then  von  —  entsprechen,  gelten  müssen. 

.  li;  ■■       ■ ;    ;        .  '6'f'ß      1*1  = 

,|..    E/f  ßtimnit  also  hier  die  aus  der  Formel  2A\=ötx^  ^c''^9F" 

grtenjle  Ünhiestlmmtheit  von  2Pi  fiBr  6  =  0  und  e=::0  gatie  »^ 
der  wirklichen  Unbestimmtheit  des  Seitendrucks  bei  vollkommener 
Starrheit  der  Arme  und  Stützen  überein. 

Aufgabe  2>    Es  ist  die  Lage  der  Tangente  in  dem  Doppel- 
pöbktö 'einer  Kurve  zu  finden. 
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die  Gleichung  der  Kurve,  so  findetinan  für  sie  die  in  Taf«  VI.  Fig.2S. 
vepzeij^hne.te.  Gestalt  Um  die  Lage  der  Tangente  im  Pi^okte^a^sO 
und  3fQF=0  zu  finden,  setzen  wir  diesi;  Werthe  in 

■  -■■•■«  ■■■■■■  'dx-^"^     %■■  ■  =  ■     :       ■      ^.  '■  • 


!i   ^ 


*  \ 


ein  titid  finden  y^rs^.  Differenziren  wif  wie  fnibery  am  den  be* 
iftiii^eD  Werth  von.yo  ^u  finden,  so  wird 

'  y'o=    2t/       oder  ^0^=1»  .Vo=±l* 

woraus  sieh  ergibt,  dass  dieser  Punkt  ein  Doppelpunkt  ist.  Wir 
können  die  ursprüngliche  Gleichung  auch 

.  y=^±a;yOc  +  l).,     . ,.  .^.,  .    . 

.  ■    •  * 

schreiben  und  erhaltlen  hieraus 

'  ■      ■  i    ■ 

'■■'•''*  ■  '    .  ;  ■  .  ...  i         .       , 

waa.fSr.  4ro=0  und  ^=0^  yo^  J:l  unmittelliiar  liefert,  ohne,  vor« 
her  die  Gestalt  tt  anzunehmen.  Führt  man  in  dem  ersten  Aas- 
dmcke  für  y'  den  Werth  von  y=db^  V(^-f-l)  ein,  so  erhält  man 


y  = 


±'2xv(x+iy 


•t. . 


oder^  wenn  man  die  gleichen  Factoren  x  im  Zähler,  und  Neoner 
streichtf 


übereinstimmend  mit  dem  letzten  Resultate.  Fragt  man  nun,  ob 
denn  die  .so  gefundenen  Grenzwerthe  die  einzigen  richtigen  sind 
und  ob  nicht  auch  der  unbe.<tirrtmte  Werth,  der  die  anderen  in  sich 
begreiftp  zalässig  sei,  und  betrachtet .  desswegen  tuemt  die  Foroiel 

3ä*+2äc 
so  kdnn  diese  nicht,  wie  es  bei  der  Fläche  z  =?.     ^^ — :   mugllcb 


wiieki  wuer  äet  ßmrUeiiunit/trm  |  erteMntn. 
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wäre»  auf  jeden  beliebi^ren  Grenzwerth  von  Zq  f&r  otq^^  undyo=0 
f&hren,  weil  nicht  jeder  Weg  oder  jede  beliebige  Relation  zwi- 
schen X  und  y,  für  welche  a:o  =  0  und  yo=0  möglich  iat»  gewählt 
^rerden  kann,  sondern  nar  die  beiden-^=db^  V(«3?  fl)-  —  Fragt 
man»  indem  man  andererseits  die  Formel 

*""*2V(x+l).ar 
betrachtet,  ob  die  Grenzwerthe  y'o= db  1  ^^®  einzig  richtigen  seien 
and  der  Factor  —  wegfallen  oittsse«    so  entscheidet  hierüber  die 

Natur  der  Sache  und  zwar  dahin,  dass  nur  die  Grenzwerthe,  d.h. 
■wei  TaBgetiten  an  jenem  Doppelpunkte  sotftssig  sind.  Der  Factor 

—  rflhrt  daher,  dass  vor  der  Bestimmung  von  j^' die  Gleichang 
aiebt  in  Bezug  auf  y  aufgelöst  wurde. 

Dasselbe  Resultat  mOssen  alle  Kurven  mit  Doppelpunkten  ge- 
ben, weil  sie,  wenn  man  ihre  Gleichungen  in  Bezug  auf  y  oder 
X  auflöst,  stets  WurzelausdrQcke  geben  mOsseo.  So  findet  es 
auch  bei  dem  einfachen  Beispiele 

(y— ^)(y+«-2)=0   oder  y=l±(^— 1) 

statt,  welche  Gleichung  zwei  Geraden  darstellt»  fiir  deren  Tangen- 
ten in  ihrem  Durchnittspunkte  Xq^I,  yo=l  t ' 

gefunden  wird. 


..> 


• '  • 


•  I  • 


i 


V     f..    , 

M        .  I   I 


J.  I. .  i  ,      .        ••     '     ..       ..  •'..  .•{....         .  ■    /l  .  ■•' 


.■:••:■•.    h    .    *^    !i      '.\':  ■    '••  "     .       ..     ..-1    ■  .-.  .'..    .    1  ■"     ■•'»il 


•     • .  ( •    1  •  ■. 


.dl- 

JKi^Wsnpg  .des  iwmtßn  Jacobi'Bchen  TheoreiwB  xbsi 

^ffolUptÜK^b^  Fancdonen,  Fortsetzang  einer  üHket 

yeroffentlichten  Ergänzung  des  erstf^n  Thfi^QDems,'^)».: 


*»    ■ 


• !  •   '    .   ^    .     •.    Imi     '■ 


« 


:    \ 


:--*:' Es  ward« -gäfiiildeB'.  .->i')  '».i--*'  /  .'. '- 

2^  x-costi; V       «in«iVV       sinaaVV        sin  «5V ^ 

^^'""^®®^~(l-c%iDai«8in92)(l-c«siDa3a8in9)«)(l-casin«5«8m^^ 

Durch  gleichzeitige  SoKARRIRnTToD  7-  fö"'  *  ond  voo       .r: 
fiir  8109)  erhielt  man  aus  der  1): 

V  l~A«t«_Ay     (1— c«sin«g«fliny«).(l-~c^siDC4Vinyg)... 


3) 


Diese  Gleichung  kann  zur  Bestimmung  des  constanten  Factors 
l  benutzt  werden.    Für  q>=zO  wird  2  =  1;  dies  giebt 


*)  DeD  frfihem  Aufsatz  ••  in.  in  dieiem  Theile  Heft  HI.  Nr.  XX.  S.  Sil. 
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/         I 


••  v 


%^r:p=*=U  =  t. 


folglich       ( 


« ■  ' 


Nan  aber  ist  gezeigt  worden,  dass  man  habe 


0  0  ..         »^      ■ 


Wofeim'  gegeben  ist 


tg^=-^i 


oder,  was  dasselbe  ist: 


i\ 


ii  .■ 


>« 


I': 


VI— A^cosiJ;' 
Vermittelst  der  Gleichung  5)  geht  die  3)  Aber  in 

ö;  costr  -  ^^  (i_casin«a*«in9*)  (l-c«sin«4«8in9*) 


i '  // 


.!) 


l'-i 


•odäiin  erhSft  man  leicht 


••• 


•:   »  .if  • 


1 


/^-      sing)«\/-      sin  y^  ^ 


nachdem  man  vorher  gefunden  bat 


^  „^, __(!— c«8in«t«ain<p«)(l— c'ain<%»«iny«)(l— ««i^tnVsiny«).. . 


•adlieb  m 


■    1 
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„1    ""y«>«y(i~is^I)(i-^g)..-. 

# 

Sind  die  vier  letzten  Gleichongen  erfallt,  so  ist  also 


] 

I 

i 

I 

n 


0 


Hieraus  ist  es  nan  leicht^  dan  nachstehende  Theorem  abBtlle^ 
taOj  welches  dem  zweiten  JiTcobi'scheo  entspricht: 

Für  /i  =  2m  hat    man,   wenn  6=V^1  — c*  und  A=?VT^ 
gesetzt  wird: 


US 


0  0 

wenn  gegeben  ist: 

.-A  •       i 

•  1  -        •      •• 

(1  +  cotg  «2*  sin  0*)  (1  ^-  cotg  «4^  sin  o*)  -.. 

sinrts  (x+cotgai«8inO(l4cotga3«siiJö«)tl  +cotgffftasintf«)....' 

A  y»  ^   A     cos^.2®sin  a*\ /^-     coscf4^sinö*\ 

cosT-  (i^.cotgajL*sinö«)(l  +  cotg«3«sinö«)(l  +cotga5»sui0«).... ' 


8 


(-     co8of|*einö*\ /-     cos«3^sin<y^\ 
^,^^,—     /^      sin a^r/\  "'.«inc^P-^     /V" 


--.f» 


•  '«^ 


In  Bezug  auf  das  Weitere  verweise  ich  auf  Grunert's  Sup» 
ptemente  zu  Kifigel's  Wörterbuch,  zweite  Abtiieilnng 

8.  205  f. 

■  *" 

S^t^l  man  jetzt  p^^y  sö  kommt: 


-    «Ml. 


.    ^    '('  +  6)Bin«)>.co$^ 
V  1 — c*.smg)* 

.      l-(l-f6)f»in<p« 
Vi  —  c^siny* 


(l-ffe)siny.cosy  (1  -f  b)  sin  2y 


^^orans  man  leicht  ableitet'' 

.    '.:.:  *.  .vfIn■ 
«111(29 — '^)=  jxÄ«sia.^=*»»n^» 


Und  es  ist  aUdanii 


■i-  ., 


/y  8y  1      /»* a» 

'  SäirBeBtianauDg  von  t  erhftit  man: 

sm  r=  1   1  iL     «  ^a » 

;«'■;■-■■..  :  1 -|*  V .  SIO 0?>  ■■       *.i    :.      i'ti 

.•-.'':  ■  ..  •.     ■•  "  .      ■  ^  "  ■     ■  ■■        ■ 


•  ■      •  I  ■■ 


.1  \ 


COST 


1+6. sin  tf* 


^  1+6.SIDÖ* 


'M'ii 


und  es  wird  jetzt 


/tf  8tf 1       /*^  8y 

Vi— ^aginö«  ~"  r+15 J     4r,         46         T"! 
0  0     V  l—TT-r-iTaSillT« 


Ä)5 
Nun  indet  man  leicht 


folglieh 


(l4-^)siDT 
sintf=^ 


1+A(At)  • 


Setst  man 


r^    8r  Pi^   8fi 


0  o 


so  ist 


sinr      __  sinft.cos^ 
1  +  A(At)-      A(*f*)    • 


wodureh  laan  erhält 


^^   Essen:  Eriämmm0\tlMmweiim  Jäe^öeukm  TAem^ems  eu. 

(l-f-£)8iafft.eo6i»!. 

sin  (2j[t  -*'<^^:68in  tf. 

Mit  diesen  Gleichungen  findet  also  die  folgende  statt: 

/^        ^8g  _    2      /*M Sji ^ 

^  •'•  \.' :)  '  ^  V  i-(r+iö"*«*«^* 

Ich  bemerke  übrigens  jiooh ,  dass  sich 'der  so  ebeft  eiirterte 
Fall  auch  rein  geometrisch  behandeln  lässt«  und  dass  das  gaoze 
Ver&hren,  welches  ich  föv  lfi^=;r21lt•  angewendet  habe«  sich  auch 
mit  geringer  Modification  auf  den  Fall  ausdehnen  lässt,  wo  p  un- 
gerade ist;  ja  es  will  mir  scheinen,  als  ob  dasselbe  viel  kürzer 
zum  Ziele  führte,  ab  (das.  bisher  angewandte. 

Man  beginnt  alsdann  damit,  dass  man  setzt 


und  nimmt  darauf 


tang^  =  tang9? .  Jijqfc„, 


ilfz=:q)'\-2(^-i-2ip^*.»+2q>p^u 


m 

{ 


(■ 
% 


(-f..  .- 


:} 


*,   !l|V.        ^    ,     • 


'^^\' 


!    \ 


I« '»»'1 


i( 


■■../.     ; 


<. 


^■■i 


\,.'AWt      ■-  IK 
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I  •' 


'■■-  t  . .. 


.  I  ■ 


..'.  I 


I  ■  ■ 


.«     '  .  ;    :■.       «i»  I 
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Üeber  die  unabhängige  Bestimmung  der  Aend^rnngs- 
gesetze  höherer  Ordnungen  einer  doppelten:  Fundiom» 


Von 

Ilern^  Professor  G.  Becher 

in  Angsburg. 


.1 


I  ■    ;  f 


Ohngeachtet  der  Arbeiten,  welche  über  diesjep  Gegenstand 
bereits  erschienen  sind,  dürfte  es  tilr  Manchen  von  Interesse  sein, 
das  einfache  natürliche  Gesetz  keimen  aEU  lernen,  welches  die  h5- 
beren  Aenderungsgesetze  doppelter  Functionen  in  ihrer  Bildung 
befolgen,  und  welches  Ich  auf  dem  Wege  der  Induction  gefunden 
habe* 

■ 

8etzt  man 

00  dass  man  die  doppelte  Ifunction: 

■  .     •     ..  '. 
y—f,(p{x)) 

erbftit,  und  bezeichnet  die  Aendeningsgesetze  von  y  in  Bezug  auf 

«     «     «  « 

ti  durch  yi9  y2$  yz»  ••••  yn;  diejenigen  Touy  in  Bezug  auf  d? 'durch 

S        M       X  X 

9i*t92nV9»  ^••*  y«r  endlich  die  von  u  in  Bezug  auf  x  einCaich  darcli^ 
Ui,  Hs»  Ug,  ....  Uni  so  findet  man  auf  dem  gewöhnlichen  .W^ee:  . 

X  U  "         u  u  u  u 


ii';  •♦ 


-»  » 


4      «  «  «  «  tt  tt 

«  n  tt 

+46y4tii«ti4*+60jf,tiiM,M,+163raM»M4 

^  U.   6«    f. 

Diese  Eotwickelungen  zeigen  80gleich,  dass  die  Summe  der 

Exponenten  der  ti-Factoren  dem  Index  von  y  gleich  ist,  und  dass 
die  Summe  der  Produete  aus  di^en  Exponenten  in  die  darunter 

stehenden  Indexe  der  «-Factoren  dem  Index  von  y  gleich  wird. 

Itt '  der  Entvriekelang  von  ly«  wird  demnaira  das  allgemeiiie  Glied 

Nyh  UiVu^9  u^r  „^» .... 

nnd  die  Exponent^  p,  g,  r,  $  werden  soicii#  sein,  dass  sie  den 
beiden  Bedingungen 

*=;^  +  9'  +  »'+«+  etc.       ) 
n=;)  +  29  +  3r+4*+  etc.l 


■.    M  .    •  "  .  ;  ;     ^■  • 


■<] .'  .f     .  ;  ■•     ■         ■,-,■■';. 


1       •  ••     • ', 


:  I  :  ■  ■      ■  ■  ■         :     . .  1  •  ■     • 

in. ganzen  Zfthlen  Genfige  leisten. 

'•■  Setzt  ittaii  z.  B.  ^==:it,  so  folgt 

"    >   .  ■      '  ■-  '  ■  ■ 

und  das  erste  Glied  der  Entwickelung  ist  y«ici". 
Fflr  k=:n  —  1  wird 

/!=«  — 2/^=T,'  r==:0,  5=0,  etc. 

•'i\,i  \   "•    »■•     i'    y-  '    ■•  •  -*.'.'■■    ?!' 

'n 

es  gibt  also  nur  ein  Glied  mit  yw-i  nnd  znar  von  der  Form: 

tt  , 

l  > 

)i'ut£ar.  Aa=:ji>^Sidagt(g««r  findet 'ioftto 


}^asn^3;ir9«0y  r=^i,  fzsO,  etc.,'  jittii*-i4;  ^8s:2,  r=3«,i^etei^ 


"»!..• 


«SO  die  beiden  Glieder: 


I>er  Wertb  i^fl-^3  gibt  4it  Bedingungen 
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pssn  —  4y  j=0,  r5=;0,  4=lf  etc. 
j9=n— 5»  9=1,  r=l,  *s=0,  etc. 
p=n— 6,  9=3,  rssO,  1=0,  etc. 

und  damit  die  drei  Glieder: 

yn-8  (^iMi»-*W4  +  ^aWl»-•^l2tt8  +  ^3ttl""  W) 

u.  s.  f. 

Vl^eoiger  leicht  ist  das  Gesetz  der  CoefficienteD  iV  zu  entdek- 
ken«     Beachtet  man  aber,  dass  die  Coefficienten  der  Glieder  in 

X  X 

der  obem  Reihe  der  Entwickelungen  von  ^5  und  y^  die  Binominal- 
OMfücieBten  sind,  und  dass  die  Indexe  der  te-Factoren  bald  als 
blosse  Indexe,  bald  aber  auch  wie  Exponenten  fungiren,  so  findet 
man,  dass  die  Coefficienten  JS  mit  den  Polynominal -Coefficienten 
übereinkommen,  wenn  man  sich  ein  Glied  uk^  sowohl  unter  dieser 
Fonn,  als  unter  der  Form  u^u'^u"K...  so,  dass  es  gleichsam  aus  p 
verschiedenen  Gruppen  gleicher  Factoren  von  der  Zahl  k  besteht, 
▼erstellt    Bezeichnet  man  daher  die  Factoriellen 

1.2,   L»2,Of  l*^*o«4,  l*^*o*«.«j9,  l*2«o**»«^ 


einfach  durch  2,  3,  4,  p,  g,  so  erhält  man  für  den  Coefficienten 
des  allgemeinen  Gliedes: 

die  Form: 


Nach  dieser  Form  findet  man  s.  B. 

'       "  5^«i'  .  "  3«,«-  .  »  3«. 

y» = y«  - Y"  "*■  *■  Tf"  ^*  T ' 
y4-y*-^  +»»-i:i-+3'«T.l^+y»T 


^  Bei  dieser  Gelegenheit  vill  ich  auch  bemerken,  daie  inSohncke^s 
Asfgabea- Sammlung  p^  oder  »/\^  falsch  angegeben  ist. 

Tbell  ni.  ao 
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+  y3j  2  22"*"^*  2.3  * 


.  •6«. 

**  2.2.2«     '^^  1.2.3      *^*  8.4 

*''3.2»     *"2.ä»' 

Die  Eotwickelung  von  ^n  wird  demnach  folgende   Form   er-  . 
halten: 


+  etc. 


^""*V«— *-l.Ä+l      n-Ä— 2 . 2  .  )fe     S=Ä=5. 2. 22.2111  +®*^' 

+  etc.  +  etc. 
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M.n— I       2.«— 2  iw.n— m  / 


Mittelst  des  allgemeinen  Gliedes  und  mit  Berücksichtigung  der 

X 

Bediiigungsgleichungen  (a)  kann  man  dem  Factor  von  y^  die  über- 
«chtlicbe  Form  geben: 


■I , .«  •- 


ikr=p4.f4-r4-ff-f  etc.  p.9.2?.r.^'*.*.4*... 

X 

und  damit  auch  die  ganze  Entwickelung  von  jfii.{in  dem  einzigen 
Ausdnicl^e: 

A)    yn  =  -2?.    yifcl?.  w.r--L  J°  ^  1  J^ 


I  I  ■ 


überaicIiUiQh  darstellen.  ^n  :  -.  <(<>(: 

'"  .      ■,.-.■■  ■ 

Um  eine  Anwendung  des  letztern  Ausdrucks  zu  geben,  sei 

u=x^,  yz=f(a:^):=:f(u). 

Gibt  man  den  Aenderungsgesetzen  von  u  die  Form 

«,=^=.,  u,=A==,  ^=^r=i' 

u.  s.  f. 

so  bat  man 

_  ^(P+g+r4-«+«*c.)-(p+2^3r+4f4-«««.) 


=  'X*: 


;l-1p;l— 2u— S'^ii— 4* 


and  dftmach  wird 


29» 
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der  allgemeine  Ausdruck  für  das  Bildungsgesetz  des  nten  Aende- 
mngsgesetzes  von  f{x^)  in  Bezug  auf  x.  Die  innere  Summe  nimmt 
Indessen  eine  iiir  die  Rechnung  zweckmässigere  Form  an,  wenn 
man  die  Binominal -Coefficienten  einführt.  Setzt  man  dazu  wie 
gewöhnlich 

r=W'  Ti^=W'  «»«•• 

so  wird  die  genannte  Summe : 

12  3 

••=J»+a5+8r+4«+6fe._-   [;i]P .  [iljg .  [l]r . . . 
£.  It.~"= ^= =r— 

und  demnach  erhält  das  Bildungsgesetz  die  elegante  Forin: 

*  k=al  k=p-\-q-{-r+9+ete.        p   .    q    •  r  ... 

welche«  wie  man  sieht,  sehr  einfach  aus  unserm  allgemeinen  Aus* 
drucke  A)  hervorgeht 


M 


':  -1 
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Ueber  die  Grundformeln  der  Theorie  der  freien  krumm- 
linigen Bewegung  eines  Punktes. 

Von 

dem    Herausgeber. 


in  meinen  Vorlesungen  {iber  analytische  oder  sogenannte  höhere 
Mechanik    pflege  ich  die    Grundformeln   der  Theorie  der  freien 
krummlinigen  Bewegung  eines  Punktes  auf  einen »  so  viel  ich  weiss, 
bis  jetzt  nicht  bekannten  analytischen  Ausdruck  zu  bringen,   wel- 
cher diese  Formeln,   wie  es  mir  immer  geschienen  hat,  zur  An- 
wendung yorzflglich    geschickt   macht.    Weil  es  mir  zur  Heraus« 
gäbe    eines  ausführlichen  Werks  über  die  mir  durch  langjährige 
eifrige  Beschäftigung  mit  derselben  und  in  kurzen  Zwischenräumen 
immer  wiederkehrenden   öffentlichen   Vortrag  überaus  lieb  gewor- 
dene analytische  Mechanik  jetzt  an  Zeit  gebricht,    und,    wie  ich 
leider  mit  ziemlicher  Bestimmtheit  voraussehen  muss,    auch  wohl 
künftig  immer  an  Zeit  gebrechen  wird:   so  will  ich  die  in  Rede 
eteheoden  Formeln  im  Folgenden  mir  mitzutheilen  erlauben,    was 
aber  in  zweckmässiger  und   lehrreicher  Weise  nicht  gut   anders 
möglich  sein  wird,  als  durch   eine  vollständige  Entwickelung  der- 
eelbeii.    Zugleich   nehme  ich   mir  vor,   mit  dieser  ähnlichen  Mit- 
theilungen späterhin  öfters  fortzufahren,  wenn  dabei  vielleicht  auch 
manches  zum  Theil  Bekannte  mit  vorkommen  mag.    Ich  thue  dies 
aber  um  so  lieber,  je  mehr  ich  überzeugt  bin,    dass  die  Vervoll- 
kommnung der  Mechanik  bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  dieser 
herrlichen  Wissenschaft  weit  weniger  in  materieller  als  in  formel- 
ler Richtung  zu  versuchen  ist,  und  je  mehr  ich  zu  finden  glaube, 
iamB  viele  jetzt  erscheinende  und   zum  Theil  sehr  angepriesene 
aechanische  Lehrbücher  in  keber  der   beiden  angedeuteten  Be- 
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Ziehungen  etwas  wesentlich  Neues  leisten  und  nur  Bekanntes  i 
wenig  veränderter  Weise  reproduciren«  wobei  ich  aber  nochmai. 
wiederhole,  dass  ich  auch  fiir  die  von  mir  beabsichtigten  Mitthe 
lungen  durchaus  nicht  überall  absolute  Neuheit  zu  beanspruche 
im  Sinne  habe.  Von  meinen  vielen,  nun  bereits  fast  sämmtlic 
schon  in  buchst  ehrenwerthen  Lehrämtern  der  Mathematik  nni 
Physik  stehenden  Schülern  bin  ich  vielfach  zur  Herausgabe  eine« 
ausfiihrlichen  Werks,  wie  ich  es  oben  bezeichnete,  aufgeforderl 
worden ;  meinen  Dank  für  diese  mich  ehrende  Aufforderung  spreche 
ich  hier  allen  und  namentlich  auch  den  in  theilweise  sehr  weiter 
Ferne  von  mir  Wohnenden  dadurch  aus,  dass  ich  sie  bitte,  die 
folgenden  Mittheilungen  und  ähnliche,  die  sie  späterhin  im  Archive 
noch  finden  werden,  als  Erinnerungsblätter  an  jene  ^1tnndcBM 
betrachten,  in  weichen  wir  uns  durch  die  Beschäftigung  mit  eiiier 
der  edelsten  Wissenschaflen  gemeinschaftlich  erhöben  fühlten. 


I. 

Wir  nehmen  an,  dass  ein  Punkt  A  von  einem  in  Bezug  anf 
das  zu  Grqnde  gelegte  rechtwinklige  Coordinatensystem  der  xp 
durch  die  Coordinatcn  a,  6,  c  bestimmten  Punkte  {abc)  an  dttch 
eine  Momentankraft  F,  die  immer  als  positiv  betrachtet  wird  ml 
nach  ihrer  lUchtung,  welche  mit  den  positiven  Theiten  drei« 
durch  den  Punkt  (abc)  gelegter,  den  Axen  der  x,  y,  z  parallehi 
Axen  die  180"  nicht  übersteigenden  Winkel  a,  ß,  y  einscUtab 
fiir  sich  eine  geradlinige  gleichförmige  Bewegung  mit  der  ebit- 
faUs  immer  als  positiv  betrachteten  Geschwindigkeit  V  hwN^ 
bringt^  in  Bewegung  gesetzt  werde,  und  dass  am  Ende  einer  jeta 
beliebigen,  von  dem  Zeitpunkte  des  Anfangs  der  Bewegmg  tf 
gerechneten,  stets  als  positiv  betrachteten  Zeit  t  auf  denselhtf 
eine  stets  als  positiv  betrachtete  Kraft  Ft  wirke,  welche  zugleicii 
mit  der  sich  stetig  verändernden  Zeit  (im  Allgemeinen)  sowohl  ihi0 
Richtung,  als  auch  ihre  Grüsse  stetig  verändert.  Die  von  derRichtaig 
der  Kraft  Ft,  die  also  von  der  Zeit  t  abhängig  zu  denken  ist,  mit  del 
positiven  Theilen  dreier  durch  den  Ort  des  Punktes  A  am  Ende 
der  Zeit  t^  dessen  Coordinaten  wir  durch  a:t»  yt,  u  bezeichMi 
wollen,  gelegter,  den  Axen  der  x,  y,  z  paralleler  Axen  ange 
schiossenen,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  wollen  wir  dird 
fptf  '^t,  %t  bezeichnen. 

Wenn  wir  die  Kraft  F  in  dem  Anfangspunkte  (abc)  der  Bc 
Regung  nach  den  drei,  durch  den  Punkt  (abc)  gelegten,  den  An 
der  X,  y,  z  parallelen  Axen  in  drei  Kräfte  zerlegen  und  diei 
Kräfte  als  (positiv   oder  als  negativ    betrachten,   jenaehdem  ik 
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RicbtongeD  den  positiTeo  oder  negativen  Theileo  der  drei  in  Rede 
itibeiideo  Axen  entsprechen,  so  sind  diese  drei  Seitenkr&fte  be- 
bmtiieh  in  völliger  Allgemeinheit: 

Fcosa,  Fcosß,   Fcosy; 

nd  die  Geschwindigkeiten  der  von  diesen  Seitenkräften  nach 
ftreo  Richtungen  hervorgebrachten  geradlinigen  gleichförmigen  Be- 
wegungen,  welche  wir  immer  mit  denselben  Vorzeichen  wie  die 
estsprechenden  Kräfte  nehmen  wollen,  sind  respective: 

Fcosa,  FcosjS,    Fcosy. 

Zerlegen  wir  ferner  die  Kraft  Fr  in  dem  Punkte  {xtytxii  nach 
fo  drei,  durch  diesen  Punkt  gelegten,  den  Axen  der  x,  y,  x  pa- 
rallelen Axen  in  drei  Kräfte,  und  betrachten  dieselben  als  positiv 
oder  negativ,  jenachdem  ihre  Richtungen  den  positiven  oder  nega- 
tiven Theilen  der  drei  in  Rede  stehenden  Axen  entsprechen;  so 
lind  diese  drei  Seitenkräfte  in  völliger  Allgeroeinheit: 

Ft  cos  q)t ,    Ft  cos  H>t ,    Ft  cos  %t. 

Denken  wir  uns  nun  durch  den  Punkt  A  in  jedem  Punkte 
(einer  Bahn  drei  starre,  auf  den  Axen  der  x,  y,  z  senkrecht 
tobende  gerade  Linien  gelegt,  deren  Durchschnittspnnkte  mit 
fiesen  drei  Axen  wir  die  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  der  Bahn 
i^rechenden  Projectionen  des  Punktes  A  auf  den  Axen  der 
l»y,  %  nennen  woflen,  und  stellen  uns  vor,  dass  die  drei  starren 
Itf^en  Linien,  und  mit  denselben  also  auch  diie  drei  Projectionen 
nf  des  Axen  der  a,  y,  z,  in  diesen  Axen  sich  zugleich  mit  dem 
hnkte  A  bewegen,  so  legen  die  drei  Projectionen  in  den  ent- 
Ipechenden  Axen  der  x,  y,  z  während  des  Zeitintervalls  oder  in 
ier  Zeit  t  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten 
•lenbar  die  drei  natürlich  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  be- 
biebteten  Wege 

xt  —  a,   yt  —  b,    zt-^c 
Bffflck. 

Am  Anfange  der  Bewegung  wirken  auf  die  drei  durch  den 
Ptekt  A  gelegten  starren  geraden  Linien,  und  also  auch  auf  die 
|M  Projectionen  die  drei  Momentankräfte 

Fcosa,   Fcosß,  Fcosy; 

MrmOge  welcher  nach  dem  Obigen  die  drei  Projectionen  in  der 
dt  t  die  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachteten  Wege 

F^cosn,    Vtcosß,    Vtcosy 
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zorScklegeo,  woraus  mA,  in  VerbindiiDg  mit  «lem  Vorhergehen- 
deo ,  mittelst  einer  leicht  anzustelleDdeD  Betrachtang  auf  der  Stelle 
ergiebt«  dass  die  geh«jrig  als  positiv  oder  negativ  betrachteten 
Wege,  welche  die  Projectrooen  in  der  Zeit  t  bloss  vermöge  der 
auf  sie  wirkenden  Kräfte  *) 

Ft  cos  tpt ,   Ft  cos  i{;t ,    Ft  cos  xr 

zurücklegen,  in  völliger  Allgemeinheit 

xt — a—  F/cosa,  yt — b — Vtcosß,  zt  —  c —  Fifcosy 

sind.  Also  hat  man  nach  der  Lehre  von  der  geradlinigen  Bewe- 
gong  die  folgenden  Gleichangen: 

--                 c^ixt — a —  Vtcosa) 
i*t  cos  q>t^=^  gj3 9 

1)     <  Ftcosipt  =  --^ g^2 —» 

-,                 8*  (zt-^c —  Vt  cos  y) 
F,cosxr=-^ Sfi ^V 

oder  9  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

2)    Xt=Ftcosq>t,   Yt=Ftco8ilft,  Zt=Ftcosj^ 

seti^,  d.  h.  wenn  wir  die  drei»  nach  dem  Obigen  gehdrig  ab 
positiv  oder  negativ  betrachteten  Kräfte  5  in  welche  sich  die  Kraft 
Ft  nach  den  drei  durch  den  Punkt  (xtytzt)  gelegten»  den  Azen 
der  a,  y,  2  parallelen  Axen  zerlegen  lässt,  durch  Xt,  Tt,  Zt  be- 
zeichnen : 

V      8^(^t-"g—  Vtcosa) 
At=  g^ , 

^      I   ^      S^iyt-b--rtcosß) 

„      S^(ir — c —  F^cosy) 
^'= h^ ' 

Nun  ist  aber,  weil  a,bfC*^  ctfß»  y  und  F  constante  Grössen  sind: 


*)  Solche  aU  Functionen  der  Zeit  gedachte  Kräfte,  welche 
lieh  beschleunigende  Kräfte  (forces  acc^leratrices)  genannt  werden  9  pflege 
ich  mit  dem  mir  passender  scheinenden  Namen  Zeitkräfte,  im  Gegen- 
sätze zu  den  Momentankräften,  zu  belegen. 
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dCxt — a —  Vtcoaa)     dxt      „ 

Wt "^li-  '^*'""' 

8(if  — c— F*co»y)     fer      __ 

wt — ^=5r-'^'="'yv    ... 

also»  wenn  man  von  Neuem  differentibrt : 


dt       ""rs?"' 

dt         —ae« ' 


folglicb  nach  3):^ 


A^     3F-S*^'      F-^      y-S**« 
6)     ^«--g^*    *^="5^'    ^'-"S?' 

Wenn   die   Grössen  q>t»  '^,  %i,  Ft  als  Functionen  der  Zelt  i 
gegeben  sind»  so  sind  natärlicb  auch  die  GrOssen 

JGt=^fC0S9t>  Fj=Fj cos if;*,  Zt=:FfCosxt 
als  Fnnctioneo  der  Zeit  gegeben;  und  weil  nun  nach. 6) 

oder 

Ist«  so  ist,  wenn 
Coostanten  bezeichnen: 

7)  \  %=fi'+/Fe8t, 


8)    \dyt=C^i 
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oder  * 

1  dxt  =  Cdt  +  dtfXtdt, 

fit  +  dtfZtdi; 
aiMOf  weDD  wieder 

Constanten  bezeichnen: 

2t=(^  +  C^t+ ßtfZtdt. 

Weil  nun  nach  4) 

^(xt  —  a—  Vi  cos  «)       3a:t 

— Si ^^  "S" —  ^cosa» 

-^^^ ^f— =  ff  "  ^^^*^' 

8(«f — c —  Ffcosy)       Szt      „ 
— 'a? ^  =  gp-Fco«y 

ist,  80  ist  nach  7):  ' 

oder,  wenn  i^ir  der  Kürze  wegen 

10)    Xt=fXtdts    Vt^fY^t.    St=fZtdt 
setzen : 

8(j:i— o—  Ff  cos  g)     ^ 

gj =  C7  —  Fcos  «  +  Xt, 

-^ g^  =^gi  — Fcosjg+yt, 

8(2f-c— Ffcosy)     ^       ^         ,  «, 
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Nach  dem  Obigen  and  nach  der  Lehne  von  der  geradlinigen 
Bewegung  sind  aber 

B(a:t — a —  F^cosa) 

^ r-' 

B(vt-^b—  Vtcoeß) 

bt ' 

t 

8(if— c—  r^cos'y) 

Ft 

die  von  den  Projeotionen  dee  Punktes  A  auf  den  Axen  der  or,  y,  x 
▼ermöge  der  auf  sie  wirkenden  Zeitkräfte  *)  Xt,  Yt,  Zt  am  Ende 
der  Zeit  t  erlangten  Geischviindigkeiten/ und  da  diese  erlangten 
Geschwindigl^eiten  am  Anfange  der  Bewegung ,  d.  b.  nach  dem 
Obigen  für  f=0,  natüriicb  als  verschwindend  zu  betrachten  sind^ 
8o  erhält  man  nach  dem  Vorhergehenden  die  drei  folgenden  Giel- 
cbuDgen: 

C— rcosa+Jfo=ö, 

Ci-Fcosi5+Po=0, 

C.2-^  Fcos  y + 5o  =0 ; 

aus  denen  sich 

IC  =  Fcosa — Xq, 
C'i=tFcos/J-.Po, 

C'a=Fcosy-5o; 
also  nach  9)  uqd  10):  . 

ior* = C  +  ( Fcos  a — Xo)t  +/xfit, 
yt=Ci+(  Fcos  ß-Vo)t  +/Vtdt, 
«f  =  Q-f  (  Fcosy  -S^)t  +fStBt; 
oder  9  wenn  wir 

13)    Xt'=zfXtdt,  Vt'=fVtdt,  St'=fSSt 

setzen: 

Iai=C  +(Vcosa''Xo)t+Xt\ 
»r  =  Q+(Fcosi?-?)o)^  +  P/, 
2t=Ci  +  (Fcosy-5o)<  +  5*' 
ergiebt    Fflr  t=zO  ist  nach  dem  Obigen  bekanntlich 


1" 


•)  Siehe  oben  die  Note. 


».'.  1 


^o=«f   yo=*f   «i=c; 
and  wir  erhalten  also  aus  14)  die  Gleicbnngen : 

o=C+*o'.  6=Ci+Vo',  c=Ci+5o'; 
ans  denen  sich 

C=a-*'o,    Ci=6-ro.   Ci=c-5'o; 
folglich  nach  14): 

y»=6-ro  +  (Fcog/J-PoX+r», 
t,  =c-  S'o  +  (  Fcosy  -  Jö)«  +  5'» 
etgi0btp.  Bekanntlich  ist  aber: 


S't-S'o-P  Stdt. 

Daher  IcSnnen  die  Gleichungen  15)  auch  auf  folgende  Art  ausge- 
drückt werden : 

a;t=o+(FcosB— Jfo)«+/     *«8<. 
16)    <  yt=:b  +  ( Fcos^- Vj<+ /^ * p^t, 

*,  =  c  +  (  Fcos  y  —5 J«  +J   *  5iat. 

Nach  der  bekannten  allgemeinsten  Reductionsformel  der  Inte- 
gralrechnung ist  aber: 

fX^t=zX,fdt-fdXtfdt, 

fipat=  Vt/dt—fSJ^tfdt, 

also,  weil  nach  10) 
Ist: 
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/X^t  =  tXt-ftXtdt,. 


folglich : 


r*5^t  =  tSt—ftZtdti 


und  daher  nach  16): 


ar«==a+  (Fcosa+Jft— *o)*— /     tXtdt, 
y*=Ä + ( FCOS/J+ Vr- Vo)*— y  %F,8<, 


Nach  10)  ist  aber : 


■  f 


5r-^( 


also,  nach  dem  Vorhergehenden: 

t/   O  t/   0 

17)    <y«=6+:(Fco8/J+/'*F,ao<— /^*<F,a<, 

I  t/   0  t/   O 

u:^c  +  (rco8r+  /     Ztdi)t  -  fUztdi; 
oder: 


.1 
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a;f=a  +  (Fcosa+  /     FtcoBq>tdt)t-'  1     tFtcoBq>tdU 

t/  0  t/  o 

18)    ^  y<=*+CI^cos/J+y     FtcoBi^f)t^r  tFtcoainBt, 
zj=c+  (Fcosy+ /     Ft  cos %iSt)t -^  /     tFtcoaji^dt; 

i/o  t/  0 

wobei  man 'ZU  bemerken  hat,  dass,  weil  nach  dem  Obigen  die 
Momentankraft  F  als  gegeben  angesehen  wird  5  naturlich  auch 
immer  die  Geschwindigkeit  V  der  von  derselben  hervorgebrach- 
ten geradlinigen  gleich fürraigen  Bewegung  als  gegeben  zu  betrach- 
ten ist. 

Vorstehende  Gleichungen  sind  die  Gleichungen ,  welche  ich  in 
diesem  Aufsatze  hauptsächlich  entwickeln  wollte  ^  natürlich  oidits 
absolut  Neues 9  sondern  nur  weitere  Entwickelungen  der  längst 
bekannten  Gleichungen  6).  Bei  Anwendungen  auf  besondere  Fälle 
bieten  aber  die  Gleichungen  18)  wesentliche  Erleiel^terungeo  dar,  j 
indem  sie  eine  unmittelbare  Einführung  der  gegebenen  Grossen 
gestatten ,  wie  ich  nachher  an  elii  ^Paar  Beispielei^  zeigen  vrerde. 
Vorher  will  ich  indessen  noch  die  folgenden  weiteren  Betrachtungen  . 
beifügen,  die  keinesweges  neu  sind,  und  hier  nur  zur  Abschlles- 
snng  der  so  wichtigen  Theorie  der  freien  krutninlliifgen  Bewegung 
eines  Punktes  dienen  sollen,  was  vielleicht  manchen  Lesern  nicht 
unangenehm  sein  wird.  >.' -.  t. .      ::      i ./ 

Wenn  man  aus  den  drei  Gleichungen  17)  oder  18),  nachdem 
dieselben  durch  Ausführung  der  erforderlichen  Integrationen  geh6- 
rig  entwickelt  worden  sind,  die  Zeit  t  eliminirt,  so  erhält  man  zwei 
Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  a:^,  yt,  zt,  welche  die  Glei- 
chungen der  Bahn  oder  Trajectoriä  des  Punktes  A  sind,  so  dass 
dieselbe  also  auf  die  so  eben  angegebene  Weise«  wenn  man  nur 
die  sich  etwa  entgegen  stellenden  r  anftly tischen  Schwierigkeiten 
vollständig  zu  überwinden  im  Stande  ist,  immer  bestimmt  werden  kann. 

Die  ganzen  von  den  Projectionen  des  Punktes  *il  fttn'Etfde 
der  Zeit  i  erlangten  Geschwindigkeiten  sind  nach  dem  Vorherge- 
henden offenbar :  : 

__  ,  dixt — a — F^cosa)      dxt   f 


^    \ 


l  I    ■       .- 

-•  .  8(2;*— c— Fi^cosy)     dzt 


I   ' 
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Bezeichnen  wir  nun  die  vom  Punkte  A  in  seiner  Bahn  am 
Ende  der  Zeit  t  erlangte,  immer  als  positiv  zu  betrachtend»  Ge- 
schwindigliLeit  durch  Pt,  and  die  von  deren  Richtung  mit  den  po- 
sitiren  Theilen  dreier  durch  den  Punkt.. (d^ty^zi)  gelegt»,  den 
Axen  der  x,  y,  z  paralleler  Axen  eingeschlossenen,  180^  nicht 
übersteigenden  Winkel  durch  It,  fit,  &;  so  ist  offenbar  mit  desto 
grosserer  Genauigkeit,  je  näher  Jt  der  NiiU  kommt:     . 

Vt^t.  cos  ^  =  Jxt, 
oder 

^  ^xt  ^yt  ^it 

y«cos5j=-^,  »«cosiyr=:-^,  Picosfisr-^;     .^ 

■  f  1  ■ 

t  •••■■'•.;■■>,• 

also,  wenn  man  At  sich  der  Null  nähern  lässt  und  zu  den.Gffto- 
zen  übergeht,   mit  völliger  Genauigkeit: 

9)    »fCos|t=-KT^,  »fCosiyt=-J^,  »fCos&==-5|. 


19) 


U    »    *^,vwo,/,—   g^    ,     ^^rvuosr—     g^ 


Quadrirt  man  diese  Gleichungen  und  addirt  s.ie.dann  zueinander, 
so  erhält  man  mit  Berücksichtigung  der  bekannten  Gleichung 

cos  |r* + cos  r\t^  +  cos  &* = 1 
si^leich : 

und  daher  ferner  nach  19):         , 

öarr 
, 8< 

cos  ö  =  — n     ^  ..  * 

v(t)'+(t)>0y 

■■'■■■  :        :      '  ^ 

21)      <  COSI^SS: 


^m*m*m' 


•t 


dzt 
cos£r  = 


^m*m'*m 
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Wenn  die  Richfungto' der ,  Klüfte  F  und  Ft  «DHue^mtzt  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegen,  so  kann  man  diese  Ebene  als 
Ebene  der  jp^f  annehmen;  ond  es  ist  dann  offenbar  ftl^emi^ 
^er=90^,  abo  nach  dem  Obigen  allgemein 

Zt  =  Ftcosx^=0. 
Folglich  ist  nach  6)  allgemein:- 

woraus  sich,  wenn  c*  eine  Constante  bezeichnet, 

dt  -^ 

ergiebt.  Non  ist  aber  nach  dem  Obigen  und  nach  der  Theorie 
der  geradlinigen  Bewegung  die  von  der  Projection  des  Punktes  A 
auf  der  Axe  der  z  vermöge  der  auf  dieselbe  wirkenden  Zettkraft 
Zt  am  Ende  der  Zeit  t  erlangte  Geschwindigkeit 

8(zt— c— Ffcosy) 

"        ar       '    . 

also,  weil  im  vorliegenden  Falle  y=90®,    cosy=:0  ist, 

8(zt— c) Bzt 

dt    ^'Si' 

und  da,  weil  in  diesem  Falle  Zt=^0  ist,  offenbar  auch  die  in  Rede 
stehende  Geacbwindigl^eit  verschwinden  muss^  so  ist 

dxt 


et  =«^=0' 


•j. 


folglich,  wenn  c^  wieder  eine  Constante  bezeichnet, 

zt^c". 

Am  Anfange  der  Bewegung,  d.  h.  für  f=0,  befindet  sich  aber 
der  Punkt  A  offenbar  jedenfalls  in'^der  Ebene  der  a^y,  und  es  ist 
also  2o  =  ^>  folglich,-  weil  nach  dem  Vorhergebenden  zt  constant 
ist,  allgemein  2^=0.  Demnach  befindet  sich  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  der  Punkt  A  zu  jeder  Zeit  in  der  Ebene  der  xy, 
oder  seine  «ganze  Bahn  ist  eine  Curve  von  einfacher  Krümmung. 
In  diesem  Falle  redüciren  sicn  also,  wenn  man  die  Ebene,  in 
welcher  die  gaVize  Bahn  liegt,  als  Ebene  der  ay  annimmt,  die 
obigen  Systeme  dreier  die  Bahn  charakterisirender  Gleichungen 
auf  die  beiden  erst^  Gleichungen  dieser  Systeme,  weil  schon 
durch  diese,  beiden  (j^eictengen  die  Bahn  voltständig  chanktttririrt 
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wird.  Also  hat  man  in  diesem  Falle,  vvenn,  vrie  gesagt,  die 
Ebene,  In  welcher  die  ganze  Bahn  notb wendig  liegen  muss,  als 
Ebene  der  wy  angenommen  wird ,  nach  6)  die  beiden  Gleichungen : 

22)    A,=  g^,    Yt^^f 
ferner  nach  17)  und  18):    « 

ar«  =  a  +  (Fcosa+  f   ^  Xtdt)t  -  f    \Xtdt , 
23)     {  ^^^  ^•^ 

yt  =  b  +  (Vcoaß'{-  f*  rtdOt--  f^Ttdi; 

t/  o  t/  0 

oder 

Xi=a+{Vco9i€e+  /     Ft  cos  <ptdt)t—  f      iFtcoBtptdt, 
24)     J  "^''^  ^\^ 

I  y«=Ä-KFcos/3+  /    Ftco8^t8t)t—  1     tFtcos'^tdt; 
endlich  nach  20)  und  21): 


und 


«,«,=>r(t)-+(^)- 


düct 

.  ISi 

cos  It  = 


26)    { 

cos  17«  =  — r--         •  —-^^  ' 

Bezeichnet  man  aber  in  diesem  Falle  den  von  der  Richtung 
der  Geschwindigkeit  Vi  mit  dem  positiven  Theile  der  Aze  der  a; 
eingeschlossenen  Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  (xy) 
hindurch  von  0  bis  360^  zählt,  durch  ^t,  so  muss  man  im  Vorher- 
gebenden, wie  leicht  erhellen  wird,  für  cos^t,  cosi^t  respective 
eo»iip  8in&  i^tMO«  und  erb&lt  also  aus  26): 

The»  V  30 


I^Llri. 
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cos  It  = 


V(fr+  (tj 


27) 


81D  |t  = 


V"C^)'+(t)' 


woraus  auch 


28)    tang|,=^^ 


folgt. 

Wenn  vfxx,  indem  wir  wieder  zu  dem  obigen  allgemeinen 
Falle  zurfickkehren  9  die  Wirkung  der  Kraft  Ft  in  dem  Punkte 
(xtytzt)  nach  der  geraden  Linie,  in  welcher  die  Geschwindigkeit 
Vt  liegt,  die  offenbar  mit  der  Berührenden  der  Trajectoria  in  dem 
Punkte  {xtytzt)  zusammenfällt,  indem  wir  zugleich  diese  Wirkung 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachten,  jenachdem  ihre  Richtung 
mk  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  )Dt  zusammenfallt  oder  der- 
selben entgegengesetzt  ist,  durch  St  bezeichnen;  so  erhellet  mit- 
teist einer  einfachen,  auf  die  Lehre  von  der  Zerlegung  der  Kräfte 
gegründeten  Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass  in  völliger  Allgemeinheit 

29)    Ä  :=^Xt  cos  It  +  Yt  cos  rit  +  Zt  cos  £t , 

und  folglich  nach  6)  und  21): 

"87*  8<*  +  3r^«^+87' e<« 


v(t)* +(%)"+(!)' 


ist.  Bezeichnet  aber  St  den  von  dem  Punkte  A  während  des 
ganzen  Verlaufs  der  Zeit  t  vom  Anfange  der  Bewegung  an  stetig 
durchlaufenen  Weg  oder  Bogen  der  Trajectoria,  so  ist,  da  augeo- 
scbeinlich  St  mit  t  immer  gleichzeitig  zunimmt  und  abnimmt,   der 

8S 
Differentialquotient  -öt-  jederzeit  positiv,    und   folglich  oacb  den 

Lehren  der  analytischen  Geometrie: 
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DahcK'  ist  nach  den  beiden  vorhergehenden  Formeln: 

Aus  der  Gleichung 

dSt^^dat^  +  dyt^-i-dzt* 

folgt  aber  durch  Uifferentiation : 

dStS^St^dxtd^xt+dsftS^^t+dziSIht, 

also  nach  32): 

*>)   ^t=  ^^ » 

eine  Gleichung,    welche  zu  der  entsprechenden  Gleichung  in  der 
Theorie  der  geradlinigen  Bewegung  eine  merkwürdige  Analogie  hat 

Aus  der  Vergleichung  von  32)  und  33)  mit  einander  ergiebt  sich: 

dSt '  dt^  ^dSt'  8^  +  dSt  *  8<2  -  8<«  '' 
also  nach  6): 

Y  8 jTf       p.  dyt  ,  „  Szt      d^St 

*8Ä  +  *^SSI  +  ^'8&="5^ 

oder 

Xt  da:t  +'  Yt  dyt + ^t  82t  =  — kt^ —  > 

und  folglich,    weil 

d.(dSt)^=2dStS^St 
ist: 

2(jr,airt+Ftayr+Zc8zi)  =  8.(^y, 

also,  wenn  £  eine  Constante  bezeichnet: 

Q^y=K+2f(Xtdxt+rtdyt+Ztdzt), 

d.  i.,  weil  nach  20)  und  31) 

34)    W,J4 

ist,  —  eine  Formel,  deren  Analogie  mit  der  entsprechenden  Formel 
in  der  Theorie  der  geradlinigen  Bewegung  nicht  zu  verkennen  ist,  — 

30* 
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35)    Vt^^K+2f(Xtdxt+rtdyt+Ztdzt). 
Wenn  nun 

Xtdxt-t  Ytdyt-i- ZtBzt 

ein  vollständiges  Differential  einer  Function  der  drei  veränderlicheD 
Grossen  ort»  yty  u  ist,   so  kann  man 

setzen,  und  hat  dann  nach  35): 

36)    D,«  =  A:  +  2/*(^r,  yr,  zt). 

Wenn  für  a:t=m,  yt=^n,  2t=k  die  Geschwindigkeit  Vc  den 
Werth  Ü  erhält,  so  ist 

il*=JSr+2/*(m,  M,  k), 
also 

lO^»— il2=2lA^,  yt.  u)-f{m,n,  k)U 
oder 

»t*=  ilH2{A^f,y«,  %)-/•(»»,  n,Ä)}, 

folglich 

37)    »f  =  Vil«  +  2{/(^r,yt,zt)-/tm,n,A)}. 


II. 

Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  18),  uro  ihren  leichten  6e-    j 
brauch  zu  zeigen,    auf  ein  Paar  Beispiele  anwenden,  und  wlhlei   -^ 
dazu  die  Wurfbewegung  im  leeren  Räume  und  im  widerstehend« 
Mittel,  wobei  wir  natürlich  bloss  die  Fundamentalgleichungen  die- 
ser Bewegungen  mittelst  der  in  Rede  stehenden  Gleichungen  eo^ 
wickeln  werden,  da  es  uns  auf  die  weitere  Entwickelung  der  Tfaeo- 
rieen  dieser  Bewegungen ,  wie  sich  von  selbst  versteht,  hier  oicbt 
ankommen  kann,    wenn  wir  auch  vielleicht  spl^terbiB    wieder  auf 
diesen  Gegenstand  zurückkommen  werden. 

Wir  wollen  zuerst  annehmen ,  dass  Ft  constant  sei  und  stete 
nach  unter  einander  parallelen  Richtungen  nach  derselben  Seitr 
hin  wirke.  Nehmen  wir  dann  die  durch  die  Richtungen  der  Krifie 
F  und  Fq  bestimmte  Ebene  als  Ebene  der  xy  und  den  poeitivM  l*^ 
Theii  der  Axe  der  x  der  Richtung  der  Kraft  Fq  parallel  wA  W  |  , 
dem  An&nge  der   Coordinaten   an  nach  derselbea  S«ite  U^i         , 
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gend  wie  diese  Richtnog,  so  ist  offenbar  c=0,  y=90^>  and  wegm 
der  gemachten  Voraussetzung  allgemein  91=0»  ^issQO^»  XtssflO^. 
Setzen  wir  nun  Ft=z^G,  so  ist 


o  t/  o 

/    Ft  cos  ilfidt=0. 


und 


y' tFtcosq)tdt=z  f'iGt8t=  Gt^, 
o  t/  o 

/    ^Ffcosi(;iae=0, 

y   *Ffcosxfa«=o. 

Also  ist  nach  18),  mit  Rucksicht  darauf,  dass  <;=Ound)f=Wist: 

a:t=a+i  Fcos  a +2Gt)l  —  Gfl, 
gt  =  b+Vtcosß, 

oder  l^iirzer: 

orr  =  a -f  (  Feosa-f  GQI, 
y*  =6+  Vtcosß, 
2t  =0. 


Weil  hieniacb  allgemein,  d.  h.  ffir  jedes  I,  tt^=^0  ist,  so  er« 
heBet,  dass  die  Trajeetoria  eine  Cnrre  ron  ebladier  lüitaraMni||; 
ist,  weil  sie  ganz  in  der  Ebene  der  jrjf  liegt,  wesbaO»  wir  ferner' 
hi«  Usss  die  beiden  deicbupgeo 


oder 


2) 


l  jtt—i=  Tttmß 


ttm  ■MMÜSviia  TkH  4tfr  Ast  lAar  jK  4ifMii  aMMii 

der  ^^  wM  Jms  rjirfffrirff  ftMlf  4ir  Am 
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im  ff 9  den  positiven  Tbeil  der  Axe  der  y'  ndt  dem  negativeD 
Thelle  der  Axe  der  x  susanimenfalleD,  und  bezeichnet  die  Coo^ 
dinaten  des  Anfangspunktes  der  Bewegung  in  diesem  nem» 
Systeme  durch  a',  ö';  so  ist 

a=  — 6',  6=a';    xt^—yt'^  yt^xt'; 

also  nach  dem  Obigen: 

iarf'  — a'=  Vtcosß, 
yt'-'b'z^^i  Vcos  a  +  Gt)t 

Bezeichnen  wir  aber  den  von  der  Richtung  der  Kraft  F  mit 
dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Bewegung  gelegten,  dem  Systeme  der  x'y'  parallelen 
Coordinatensystems  eingeschlossenen,  von  dem  positiven  Theile 
der  in  Rede  stehenden  ersten  Axe  an  durch  den  entsprechenden 
Coordinatenwinkei  hindurch  von  0  bis  360^  gezählten  Winkel  durch 
t;  so  \sty  wie  mittelst  einer  leichten  Betrachtung  sogleich  erhellet, 
in  völliger  Allgemeinheit: 

cosa= — sint,  cosjJ=:cosi; 

also  nach  3): 

!xt' — a=  F^cost, 
yt'~6  =  (rsini-G0<; 

oder,  wenn  wir  jetzt  der  Kfirze  wegen  för  a'y  b' ;  xt',  yt'  wieder 
respective  a,  b;  xt,  yt  schreiben,  und  nur  bemerken,  dass  der 
positive  Theil  der  Axe  der  y  der  constanten  Richtung  der  Kraft 
iG  parallel,  aber  entgegengesetzt  ist: 

xt — a=  Vtcosi, 


yt— 6=:(Fsint— e?e)<. 


Um  nun  die  Gleichung  der  Trajectoria  zu  finden,  müssen  wir 
aus  diesen  beiden  Gleichungen  t  eliminiren.  Aus  der  ersten  Glei« 
chung.ergiebt  steh  aber: 

art  — o 
"^  Fcosi* 

abo,  wenn  man  dies  in  die  zweite  Gleichung  substituirt: 

6)    y*— 6=(.rf-a)tangt y^^osfl' 

wdeheB  die  gesuchte  Glächnng  der  Trajectoria  bt 
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Durch  Differentiation  der  Gleicbangen  5)  nach  t  erhftlt  man: 
8^t 


di 


sFcosn    ^=F8ini-^6l; 


also 


und  folglich  nach  25): 

7)    Vt=  V  F*-4G  F^sin  i+4G*t». 
Bndlich  ist  nach  26): 

Fco8£ 

. Fsint-2G< 

*"'^""  Vr*-4CF/sini+4(;?5?* 


8) 


und 


9)    tang&=tangi—p^. 


In  diesen  Formeln  ist  die  ganze  Theorie  derWurfbewegung  Im 
leeren  Räume  enthalten;  die  weitere  Entwickelung  gehört  nicht 
hierher,  weshalb  wir  jetzt  zur  Theorie  der  Wurfbewegung  im 
widerstehenden  Mittel  fibergehen  wollen* 

Wir  wollen  annehmen,    dass  ausser   der  Momentankraft  F, 
die  ffir  sich  eine  geradlinige  gleichförmige  Bewegung  mit  der  Ge- 
schwindigkeit F  erzeugt  und  deren   Richtung  mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  den  Anfangspunkt  (abc)  der  Bewegung  ge- 
legter, den  primitiven  Axen  der  x»  y^  %  paralleler  Axen  die  180<^ 
«teilt  fibersteigenden  Winkel  a,  ß^  y  einschliesst«  auf  den  Punkt 
il  in  Jedem  Punkte  {xtyttt)  seiner  Bahn  eine  eonstante  Zeitkraft 
ff' =26  wirke,  deren  Richtungen  sich  stets  parallel  bleiben  sol- 
len und  die  auch  immer  nach    derselben  Seite    hin   wirken  soll, 
v^i  wir  die  von  der  Richtung  der  Kraft  Ft'  mit  den  positiven 
Tlicllen  dreier  durch  den  Punkt  (xtytu)  gelegter,  den  primitiven 
Axeo  Avt  Xj  y,  z  paralleler  Axen   eingeschlossenen,   180^  nicht 
Abersteigenden  Winkel  durch  (pt'*  tlft',  %%*  bezeichnen  wollen;  end- 
"^^  soll  auf  den  Punkt  A  in  jedem  Punkte  (xtyt^t)  seiner  Bahn 
^  Kraft  Ft"  wirken,  welche  dem  Quadrate  der  von  dem  Punkte 
A  ia  dem  Punkte  (xtytzt)  erlangten  Geschwindigkeit  proportional, 
^  deren  Richtung  überall  der  Richtung  dieser  Geschwindigkeit 
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direct  entgegengesetzt  ist,  wobei  wir  die  von  der  Richtung  der 
Kraft  Ft"  mit  den  positiven  Theilen  dreier,  »durch  den  Pookt 
{xtytzt)  gelegter,  den  primitiven  Axeo  der  x,  y,  %  paralleler  Axeo 
eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  tpt"* 
ijft",  %t"  bezeichnen  wollen. 

In  dem  Punkte  (xtytzt)  lassen  sich  nach  drei  durch  densel- 
ben gelegten,  den  Axen  der  Xy  y,  %  parallelen  Axea  die  Kräße 
Ft'  und  Ft"  respective  in  die  Kräfte 

Ff'cosyt',    Ft'cosif;«',    Ft' cos %t' 

und 

Ft''co8g>t"y    Ft"cos^t",    Ft" coap" 

zerlegen,  und  die  Kräfte,  in  welche  sich  nach  denselben  drei 
Axen  die  Resultirende  der  Kräfte  Ft'  und  Ft"  zerlegen  lässt, 
sind  also: 

Fr '  cos  9t' +Ft"  cos  9t", 

Ft' cos  i(;t'  +  Ft^cosif/t'', 

Ft'  cos%t'  +  Ft"  cos  xt". 

Folglich  muss  man  in  den  «allgemeinen  Gleichungen  der  freien 
krummlinigen  Bewegung  eines  Punktes  offenbar 

Ftcos9t  =  Ft'c6s'9t'  +  Ft^cos^t*^, 

Ft  cos  if;t=Ft' cos  i(;t'  +  Ft"cos^«*', 

Ft  cos  %ß  =  Ft'  cos xt'  +  Ft"  cos p" 

setzen*  Um  nun  aber  die  Untersuchung  möglichst  zu  vereinfachen, 
nehmen  wir  die  durch  die  Richtungen  der  Kräfte  F  und  FJ  be- 
stimmte Ebene  als  Ebene  der  xy  und  den  positiven  Theil  der 
Axe  der  x  der  Richtung  der  Kraft  F^'  parallel  und  von  dem  An- 
fange der  Coordinaten  aus  nach  der  entgegengesetzten  Richtung 
hin  liegend,  wie  die  Richtung  dieser  Kraft;  dann  ist  offenbar  c=0, 
y=90^,  und  wegen  der  gemachten  Voraussetzungen  allgemein 
(pt' z=zmy>,  ^t'=90^,  %t'=9(P.    Also  ist 

Ft'cos9t'=— 2G,  Ft'cosi^t'  =  0,  Ft'cosxf'  =  0. 

Weil  ferner  nach  der  Voraussetzung  Ft"  dem  Quadrate  der 
von  dem  Punkte  A  in  dem  Punkte  (xtytzt)  seiner  Bahn  er|;angten 
Geschwindigkeit  proportional  ist,  so  ist,  wenn  (k  eine  gewisse 
constante  Grösse  bezeichnet. 
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Auch  ist  nach  der  Voraussetzung  die  Richtung  der  Kraft  Ft"  der 
Richtung  der  Geschwindigkeit  IDt  direct  entgegengesetzt,  und 
folglich»  wenn  It,  i^t,  tt  ihre  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeu- 
tong  haben: 

also 

Ft"  COS  )(t"=  —  filDt^cosfit . 

Nimmt  man  dies  mit  dem  Obigen  zusammen,  so  ergiebt  sich: 

Ftco8g)t= — 2G — (iV^cos^t» 
Ftcosi(;t=  —  f*lDc*cos  iy«, 
Ffcosxt  =  — fill>f*cos£t. 

Nach  20)  und  21)  erhält  man  aber  sogleich : 

Diese  Ausdrücke  müsste  man  in  die  Gleichungen  18)  elnfiib- 
^^>  um  die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Punktes  A  unter  den 
B^machten  Voraussetzungen  zu  erhalten.  Um  indess  diese  Glei- 
chungen etwas  einfacher  schreiben  zu  können,  wollen  wir  wie  ge- 
^knlich  den  ganzen  in  der  Zeit  i  vom  Anfange  der  Bewegung 
.  ti  von  dem  Punkte  A  zurückgelegten  Weg,  welcher  immer  als 
I      positiv  betrachtet  wird,  durch  St  bezeichnen,  wo  dann  bekanntlich 

^  ■      t=v(^-)"+ctr+ar 

uid  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

FtC0S9>«  =  -X(  =  — 2G  — fA-gr-.  -gj^» 

^       F,cosi/;t=F,  =  -.f*-J^.-^, 
-^  „  dzt  BSt 
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Die  Tolbtfindige  Entwickelung  der  vorstehenden  Gleichungen 
auf  dem  Wege  der  Integration  ist  bekanntlich  Schwierigkeiten  un- 
terworfen,   die  man  bis  jetzt  auch  noch  nicht  zu  überwinden  im 
Stande  gewesen  ist;  der  Grund  dieser  Schwierigkeiten  erhellet  aus 
der  Form  dieser  Gleichungen  zu  deutlich,  und  so  ganz  von  selbst« 
da88  darüber  hier  mehr   zu  bemerken  ganz  unnSthig  ist.    Eben 
aber  deshalb,  weil  man  bei  der  Entwickelung  dieser  Gleichungen, 
so  weit  dieselbe  mOglich  ist,  besondere  Kunstgriffe  anwenden  muss, 
scheint   ea  in  diesem  Falle  vortheilhafter  zu  sein,  nicht  die 
obige  Form  derselben  zu  benutzen,    sondern  auf  die  gewChnliche 
Form  6),   unter  welcher  sie  sich  in  den  bisherigen  Lehrbüchern 
der  Mechanik  dargestellt  finden,  zurückzugehen,   nämlich  auf  die 
aua  dem  Obigen  sich  unmittelbar  ergebende  Form: 

8^a:t         o^        dxt  dSt 


Bh  dzt    dSt 

Diese  Gleichungen  weiter  zu  entwickeln,  ist  Jetzt  hier  nicht 

mein  Zweck.    Der  strengen  Theorie  wegen  will  ich  jedoch  flir 

i^tst  nur  zu  bemerken  nicht  unterlassen,    dass  gewöhnlich  ohne 

^eiteren  Beweis  bei  dieser  Aufgabe  angenommen  wird,  dass  die 

-^^^jectoria  eine  Curve   von  einfacher  Krümmung  sei,   wie  z.  B. 

^Uch  Poisson  thut,  wenigstens  in   der  mir  nur  zur  Hand  seien- 

^^Q  Ausgabe  (1811)  seines  Lehrbuchs,  pag.  340;  da  dies  mir  nicht 

^^r  Strenge  gemäss  zu  sein  scheint,    so  will  ich  hier  streng  be- 

^•iaen,  dass  die  Trajectoria  ganz  in  einer  Ebene  liegen  muss. 

^aeb  der  dritten  der  Gleichungen  11)  ist: 

^=-^-W^   also  -^^=-f*a*; 

at  "SF 

^'sUch  durch  Integration,  wenn  Ci"  eine  Constante  bezeichnet: 

\l.(^^y ^C^'-i^St.    oder   |.(|j)=2Ci''-2^*; 
^^4  folglich«  wenn  e  seine  bekannte  Bedeutung  hat: 

»I  wenn  wir  0^  =  6^^^'  setzen: 


&y- 
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CÖ'= 


C^e-2/^«|. 


_  I 

Die  von  der  Projection  des  Punktes  A  auf  der  Axe  der  %  vermöge 
der  Zeitkraft  Zt  am  Ende  der  Zeit  i  erlangte  Geschwindigkeit  ist 
nach  L  bekanntlich 

8(it — c —  Ff  cosy) 

abo^     weil    unter    den    gemachten    Voraussetzungen    y  =  90^, 
co8y=0   ist: 

Weil  nun  diese  Geschwindigkeit  för  f =0  offenbar  verschwin- 
det,  so  verschwindet 

U 
fSr  ]^=09  und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  also 

folglich,   indem  man  beachtet,   dass  «Sq^O,    also  nieht  etwa  an- 
endlich  ist,  C^=0.    Wegen  der  Formel 


(^)-  =  £.^, 


Ist  daher  allgemein,  d.  h.  für  jedes  /, 

also  %t  eine  Constante.  Weil  nun  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen zo=:c=0  ist,  so  ist  allgemein  zt=0,  und  die  Trajec- 
toria  liegt  also  ganz  in  der  Ebene  der  xy^  ist  folglich  eine  Curve 
von  einfacher  Krümmung.  Daher  reichen  zu  ihrer  Bestimmung 
die  beiden  Gleichungen 

^xt  ^        hxt    dSt 

12)  ; 

8V_        ^  ?*. 
IF-^^^  St'  dt  ' 

oder  auch  die  beiden  ersten   Gleichungen  des  Systems  10)  hin. 

Ich  werde  vielleicht  späterhin  wieder  auf  diesen  Gegenstand 
zurückkommen. 
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Elementare  Betrachtungen  über  die  Bildung  der  Be- 
dingungsgleichimgen  aus  gegebenen  Beobachtungen. 

Von 

dem    Herausgeber« 


Einleitung. 

In  der  Academie  der  Wissenschaften  sn  Paris  haben  neuer- 
lichst verschiedene  Verhandiangen  über  die  Mediode  der  kleiosteiB 
Quadrate  vorzuglich  zwischen  den  Herren  Cauchy  und  Bien- 
aym^  Statt  gefunden.  Es  ist  jedenfalls  im  höchsten  Grade  er- 
freulich, dass  nameptlich  der  zuerst  genannte  grosse  Mathemati- 
ker» der  fast  die  ganze  Analysis  mit  seinem  fiberall,  vre  er  sieh 
hinwendet,  tief  eindringenden  kritischen  Geiste  durchforscht,  viele 
schwache  Seiten  derselben  aufgedeckt,  aber  auch  vielen  Partieeo 
mit  grossem  Glucke  die  erfordeHlche  Strenge  und  Evidenz  gege- 
ben hat,  jetzt  seinen  ungemeinen  Scharfsinn  der  gen^pnten  wich- 
tigen Methode  zuwendet  Ausser  mehreren  anderen  Aufsfttzeu 
findet  sich  insbesondere  in  den  Comptes'  rendns  des  s^an* 
ces  de  l'Acad^mie  des  seiences.  Tome  XXXVIL  No«  & 
CL^  Aofit  USa.)  pag.  150.  ein 

„Memoire  sur  les  coefficients  limitateurs  ov  re- 
stricteurs  par  A.  Cauchy*^,  welches  sein  berfihmter  Verfasser 
mit  den  folgenden  Worten  schliesst: 

„De  ce  <|u*on  vient  de  dire,  il  ri^snlte  qoe  la  mMode  de» 
moindies  eaires,  appliipi^  k  b  ribohftion  d'^qnsUimM  Im^reß 
dont  le  Domhre  «orpasse  cdoi  des  iiMtoonoes,  fimmm  Umlmm»  U» 
limidUJM  les  pfa»  probables^  m,  U  M  ie  fak»lft4^  ^tai»t  la  mime 
pMT  les  difcnes  erreuw  igae  eemfetUmt  \m  qßMtiÜUe  Umnim 
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par  Ic8  experiences  ou  les  observations»  Ton  ne  peot  assigner  ä 
ces  erreurs  äucuiie  liniitc  införieure  ni  sup^rieure,  et  si  d'ailleurs 
la  probabilit^  d'une  erreur  comprise  entre  deiix  liiuites  inOniineiit 
voisines  est  proportioneile  ä  une  exponentielle  n^p^rienne  doot 
Texposant  seit  le  produit  d'un  coöfficient  n^gatif  par  le  carr^  de 
eette  ni^nie  erreur.  Lorsque  ces  conclusion8  ne  sont  pa8  rem- 
plies, la  metbode  des  moindres  carröt«  peat  foarnirpoor 
les  inconnues  ar,  y^  z,  ....  v,  to  des  valeurs  qui  diff^rent 
sensiblement  des  valeurs  les  plus  probables.  C'est 
effectivenient  ce  que  i'on  peut  conclure  des  fornioles  stabiles  dans 
ce  Memoire  et  ce  que  j*expliquerai  plus  en  detail  dans  un  prochain 
article  *)." 

Auch  in  einem  späteren  Aufsatze  (Comptes  rendas.  No.  7. 
16.  Aoüt  185^3.  p.  272.)  gelangt  Cauchy  zu  dem  Schlüsse: 

„Donc  la  valeur  la  plus  probable  x  de  Tinconnue  x  peut  dif- 
färer  sensiblement  de  celle  que  fournit  la  mäthode  des  moindres 
carrös. " 

Dass  die  Begründung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
noch  Manches  zu  wünschen  übrig  lasst,  ist  wohl  schon  vielfach 
gefühlt  worden,  wie  die  verschiedenen,  namentlich  in  neuerer  Zeit 
erschienenen  Versuche,  dieser  Methode  eine  andere  Begründang 
zu  geben  **),  hinreichend  beweisen.  Mir  scheint  aber,  dass  die  mei- 
sten dieser  Versuche,  bei  aller  ihrer  sonstigen  Verdienstlichkeit,  sich 
im  Wesentlichen  nur  sehr  wenig  von  der  ursprünglichen  Begründung 
unterscheiden,  welche  der  genannten  Methode  durch  ihren  berühm- 
ten deutschen  Erfinder  mittelst  der  Principien  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung gegeben  worden  ist;  und  dass  eine  im  eigentlichen 
Sinne  kritische  neue  Bearbeitung  und  Untersuchung  dieser  Methode 
bis  jetzt  noch  Niemand  hat  zu  Theil  werden  lassen.  Desto  erfreulicher 
ist  es,  wie  schon  gesagt ,  dass  Cauchy  sein  ungemeines  kritisches 
Talent  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zuzuwenden  jetzt  an* 
gefangen  hat  und  künftig  noch  mehr  zuwenden  zu  wollen  scheint, 
wobei  man  freilich,  da  die  Sache  noch  zu  neu  ist,  und  die  be- 
treffenden analytischen  Arbeiten  bis  jetzt  eigentlich  nur  im  Aus- 
züge vorliegen,  die  weitere  V^orlegung  derselben  und  die  weitere 
Entwickelung  der  betreffenden  Verhandlungen  erst  noch  wird  ab- 


«yM.  8.  Comptes  rendiis.  Nu.  6.  (8.  Acut  1853.)  pag.  198. 
**")  Der  neueste  Versuch  dieser  Art  ist  von  Herrn  P.  E.  River, 
Lieutenant  au  corps  d'I&tat-Afajor  beige  gemacht  worden  in 
der  Abhandlung:  Theorie  analytique  des  moindre«  carr^t 
(Joarnal  de  Math^matiques  par  Lionville.  Mai.  1853.  p.  169.), 
wo  auch  der  neue  Begriff  des  risque  d'erreur  eingeführt  wird. 
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warten  mSssen.  Jedenfalls  aber  scheint  schon  jetst  so  viel  an  er« 
hellen,  dass  die  mehr  erwhhnte  wichtige  Methode  nur  mit  Vorgeht 
angewandt  werden  darf,  eine  Ansicht,  die  auch  Ich  selbst  stets 
gehabt  und  bei  verschiedenen  Gelegenheiten,  wo  mir  manche  ge- 
radezu unsinnige  Anwendungen  dieser  Methode  auf  Fälle,  wo  sie 
gar  nicht  hin  gehorte,  entgegen  traten,  auszusprechen  nicht  An« 
stand  genommen  habe,  so  dass  ich  mich  jetzt  um  so  mehr  freue. 
In  dieser  Ansicht,  wie  es  mir  wenigstens  scheint,  mit  einem  der 
gr^ssten  Mathematiker  unserer  Zeit  zusammenzutreffen ,  wobei  ich 
zugleich  noch  bemerke,  dass  Cauchy  ausdrücklich  flir  viele  Fftlle 
seiner  bekannten  trefflichen  Interpolationsmethode  *)  als  einem  ge- 
eignetem Hulfsmittel  den  Vorzug  zuspricht  **).  Weitere  Mitthellun» 
gen,  namentlich  in  analytischer  Beziehung,  zu  machen,  Ist,  aus 
den  oben  angegebenen  Granden,  jetzt  noch  nicht  an  der  Zeit,  und 
dieselben  müssen  einer  späteren  Gelegenheit  aufbehalten  bleiben. 
Auch  habe  ich  iti  der  vorliegenden  Abhandlung,  wenn  deren  Mit- 
theilung auch  durch  die  obigen  Retrachtungen  thellweise  veran- 
lasst worden  ist,  för  jetzt  einen  anderen  Zweck. 

Wegen  der  grossen  Wichtigkeit  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate,  weil  dieselbe  in  allen  empirischen  Wissenschaften  so  häufig 
vortheilhafte  Anwendung  finden  kann,  ist  schon  c^fters  eine  ele« 
mentare  Begründung  derselben  gewünscht  und  versucht  worden, 
z«  B.,  um  nur  eines  Versuches  dieser  Art  zu  erwähnen ,  von  denf 
berühmten  Ivory,  den  man  u.^A.  aus  der  „Astronomie  pra- 
tique.  Par  Francoeur.  Paris.  1830*  8*  p.  426.^  kennen  ler- 
nen kann.  Ich  halte  alle  diese  Versuche  für  verfehlt  und  verun- 
glückt, und  bin  der  Meinung,  dass  gerade  in  diesem  Falle  die 
tie&ten  Anschauungsweisen  der  höheren  Mathematik  an  Ihrem 
Orte  sind,  und  dass  hier  ohne  Anwendung  der  higheren  Analysis, 
namentlich  wo  es  sich  um  eine  kritische  Untersuchung  handelt, 
die  immer  auf  die  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  wird 
zorfickkommen  müssen,  ein  glücklicher  Fortschritt  nicht  gemacht 
werden  kann.  Dagegen  ist  es  für  den  weniger  Geübten  immer 
von  Wichtigkeit,  eine  allgemeine  theoretisch  begründete  Ansicht 
von  Aet  genannten  Methode  zu  haben.  Aus  dieseqi  Grunde  bin 
ich  schon  früher  zu  verschiedenen  elementaren  Betrachtungen  über 


«)  iL  «.  Arrhir.  TbL  11.  Kr.  H.  6.  41. 

*')  Bei  dea,  des  wabree  Keoner  zuweilen  mit  8chreekea  erfälleodea  Aa- 
wendaBgeo,  veiche  jetzt  auf  Gott  weiM  wa«  siie«  für  Dinge  vmi  der  Me- 
tibode  der  kleincteo  Quadrate  in  der  KatarwiMenschaf t ,  ja  audli  in  4er 
L«i4wirtk«eha£t,  geoiacht  wetdea,  i«t  varsugUdi  die  Verveehalung 
dieser  MedMde  mit  eiaer  ioterpelatfcos^siethede  sa  rages«  la  dkaer 
FfTH»«ng:  Mt  vedbi  eigenttich  jeial  aaf  Caaclij  sa  verveiaea« 
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dienen  Gegenstand  geflihrt  worden ,  weiche  bloss  die  gewöhnliGheii 
arithmetischen    Elementarkenntnisse,    insl>esondere   die  in  vieleii 
Beziehungen  »o  wichtige  und  interessante  Lehre  von  den  Bedin- 
gungen der  Ungleichheit,   in  Anspruch  nehmen ,    ericläre  aber  auf 
das  Bestimmteste,  dass  ich  durchaus  nicht  in  der  Meinung  befim- 
gen  bin,   im  Folgenden  eine  Begründung  der  Methode  der  klein- 
Hten  Quadrate  im  eigentlichen  Sinne  geliefert  zu  haben,  wbb  ge- 
rade meiner  Grundansicht  über  diesen  Gegenstand  entgegen  seia 
wflrde,    da  ich   fiberzeugt  bin,   dass  eine  liritiscbe  BegrOndimg^ 
welche  das  Wahre  von  dem  Falschen,  das  Genaue  von  dem  Od- 
genauon  sondert,  nur  mittelst  der  höheren  Analysis  etwa  anf  dem 
Wege,  wie  ihn  jetzt  Cauchy  anbahnen  zu  wollen  scheint^^nSg- 
lich   ist.    Ich    habe  hier  nur   „Elementare  Betrachtnogen 
Ober  die  Bildung  der  Bedingungsgleichungen  ausge- 
gebenen  Beobachtungen^'   im  Allgemeinen  anstellen  wolien» 
wobei  man  freilich  auch   auf  die  Grundformeln  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  geRihrt  werden  wird,   und  wfirde  mich  freuen» 
wenn  ich  durch  diese  Betrachtungen  die,   welche  AnwendangeA    ; 
der  genannten   oder  ähnlicher  Methoden  zu  machen  die  AhaAU 
aber  weder  die  Zeit,    noch  vielleicht   auch  die  Kraft  haben,  t0 
grlissero   Tiefen  hinabzusteigen,    in   ihren  Bestrebungen  eiDiger* 
massen  goftirdert   haben   sollte;    noch  mehr  aber,   wenn  es  tai^ 
vielleicht  gelingen  sollte,   durch  diese  Betrachtungen  die  Anncb^ 
über  die  in  Rede  stehende  und  ähnliche  Methoden  hin  und  wied^^ 
et%vas  fester  zu  stellen ,  wozu  mir  dieselben ,  ungeachtet  ihrer  meb^ 
elementaren  ?Satur,  allerdings  nicht  ganz  ungeeignet  zu  sein  scheS' 
nen »  wenn  ich  mir  auch   durchaus  keine  Illusionen  Gber  eine  b€^' 
sondere  Wichtigkeit  derselben  mache,   worüber  ich  das  Urthe&l 
ganz  und  gar  Anderen  anheim  stelle;  ich  habe  bloss  die  AbsiclB^ 
gehabt,   nach  der  angedeuteten  Richtung  hin  der  Sache  einige'^^ 
nassen  zu  nützen.    Zugleich  wird  das  Folgende,   wie  ich  hofi^' 
eine  lehrreiche  Anwendung  der  so  vielfach  wichtigen  Lehre  r(^^ 
den  Mittelgrossen   und   von   den  Bedingungen   der   UngleichheS-^ 
darbieten«  wobei  ich  bemerke,  dass  man  alle  hier  zur  Anwendung 
kommenden  Sätze  in  der  dem  genannten  Gegenstande  gewidmete  ^ 
Abhandlung  im  Archiv.  Tbl.  I.  Nr.  XL.,   auf  die  icb  mich  dah^^ 
hier  im  Allgemeinen  beziehe,  bewiesen  findet. 


Wir  Willen  annehmen«  dass  x  «ine  in  derNaivr  vorkommen« 
vuU^  be$ünwte  und  iasofeni  also  als  <\^Mtwt  «^«r  wiverSnd« 
lieh  la  kefrachiende  GrSksse  sei.  «»d  da»  y fa<iiMi  dfescr  GrSe^^ 
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und  zwei  anderen  Grössen  Ay  B  eine  durch  ein  bekanntes  und 
als  theoretisch  demonstrirt  zu  betrachtendes  Naturgesetz  bedingte» 
durch  die  Gleichung 

ausgedrückte  analytische  Verbindung  oder  Beziehung  Statt  finde. 
Was  die  Grössen  A  und  ß  betrifft,  so  wird  zwischen  denselben 
im  Allgemeinen  eine  gewisse  gegenseitige  Abhängigkeit  Torausge- 
setzt,  so  dass,  wenn  man  ffir  ^  gewisse  willkührlich  zu  wählende 
verschiedene  Werthe  setzt,  A  gewisse  verschiedene  entsprechende 
Werthe  erhält,  welche  letzteren,  indem  man  für  B  gewisse  ver- 
«chiedene,  nach  Willkühr  gewählte  bestimmte  Werthe  gesetzt  hat, 
durch  Versuche  oder  Beobachtungen  bestimmt  werden  müssen. 
£ben  weil  die  Werthe  von  B  als  nach  Willkühr  gewählt  oder  ge- 
setzt gedacht  werden,  sind  dieselben  als  völlig  fehlerfrei  zu  be- 
trachten, wogegen  die  entsprechenden»  durch  Versuche  oder  Beob- 
achtungen bestimmten  Werthe  von  A  im  Aligemeinen  jederzeit  ab 
mit  Fehlern  behaftet  anzusehen  sind.  Wir  haben  oben  gesagt, 
dass  im  Allgemeinen  eine  gegenseitige  Abhängigkeit  zwischen 
den  Grössen  A  und  B  vorausgesetzt  werde ,  so  dass  zu  bestimm- 
ten verschiedenen  willkührlich  gewählten  Werthen  von  B  gewisse 
verschiedene,  durch  Versuche  oder  Beobachtungen  zu  bestimmende 
Werthe  von  A  gehören,  bemerken  nun  aber  noch  nachträglich, 
dass  dadurch'  keineswegs  der  Fall  ausgeschlossen  wird,  dass  B 
seiner  Natur  nach  eine  constante,  eine  willkühriiche  Annahme  also 
nicht  zulassende  Grösse  ist. 

Um  mich  möglichst  deutlich  zu  machen,  wähle  ich  zuvörderst 
das  folgende,  übrigens  durchaus  bloss  fingirte  und  in  der  Natur 
selbst  wohl  kaum  irgend  wie  vorkommende  Beispiel,  was  aber 
hier  nichts  zur  Sache  thut.  Es  sei  x  eine  für  die  ganze  Erde 
völlig  bestimmte  oder  constante  und  unveränderliche  Grösse,  welche 
also  auf  der  ganzen  Erde  oder  vielmehr  für  die  ganze  Erde  ein 
und  denselben  bestimmten  Werth  hat,  die  aber  zu  der  Breite  B 
und  der  Pendellänge  A  eines  jeden  Orts  auf  der  Erde  in  der 
durch  die  Gleichung 

A-ßx=Q 

ausgedrückten  analytischen  Beziehung  steht,  welche  Gleichung 
als  ein  Naturgesetz  oder  als  theoretisch  unzweifelhaft  demonstrirt 
zu  betrachten  ist.  Um  nun  x  zu  bestimmen,  werden  wir  uns  an 
einen  willkührlich  zu  wählenden  Ort  auf  der  Erde  begeben ,  des- 
sen Breite  B  bekannt  ist,  und  an  diesem  Orte  durch  Versuche 
die  Pendellänge  A  bestimmen»  worauf  wir  aus  der  Gleichung 
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/4  — Bar=0 


fiir  X  den  Werth 


X  —  jß 


erhalten.  Wäre  die  Breite  Bi  welche  wir  aU  Breite  des  Orts, 
wo  wir  die  PendeUänge^  durch  Versuche  bestimmteo,  annehmen, 
selbst  mit  einem  Fehler  behaftet,  so  würde  dessenungeachtet  fi 
als  fehlerfrei  zu  betrachten  sein»  indem  sich  der  Fehler  mit  auf 
die  durch  Versuche  an  dem  in  Rede  stehenden  Orte  bestimmte 
Pendellänge  A  übertragen  würde,  insofern  wir  diese  Pendellänge 
als  der  bestimmten,  durch  B  ausgedrückten  Breite,  unter  welcher 
sie  nicht  wirklich  bestimmt  worden  ist,  entsprechend  annehmen. 

Bedeutete,  um  ein  anderes  Beispiel  zu  betrachten,  or  die  Pol- 
höhe eines  bestimmten  Orts  auf  der  Erde  und  A  die  an  diesem 
Orte  durch  Beobachtungen  zu  bestimmende  Polhohe  des- 
selben, so  hätte  man  zwischen  ^  und  x  die  Gleichung  ^=ar  oder 

und  es  würde  also  in  diesem  Falle  im  Obigen  B  den  constanten 
Werth  1  haben. 

Indem  wir  nun  die  Betrachtung  wieder  im  Allgemeinen  auf- 
nehmen, wollen  wir  uns  denken,  dass  man  in  der  theoretisch  de- 
mpnstrlrten  Gleichung 

A^Bx  —  Q 
für  B  die  willkührlich  gewählten  bestimmten  Werthe 

*1>   ^2»    *8>   *4>««»«0i» 

gesetzt,  und  die  entsprechenden  Werthe 

Ol»  ^9  Ö3 ,  fr4,....aii 

▼on  A  durch  Versuche  oder  Beobachtungen  ermittelt  habe.  Alle 
diese  Werthe  von  A  werden,  als  Resultate  von  Versuchen  oder 
Beobachtungen,  im  Allgemeinen  mit  Fehlem  behaftet  sein,  die  wir 
respective  durch 

> 

9l>   9^2»   9^8»    94*  ••••9« 

bezeichnen  wollen,  so  dass  also  die  wahren  oder  richtigen  Werthe 
▼on  A  respective 

Ol +g?i,  aa+g?2*  Ö8  +  9'8>"">*^  +  y« 

sind,  und  wir  zur  Bestimmung  von  x  die  folgenden  Gleichnngen 
erhalten: 


«1  +  9^1  — *i^=0. 

02  +  9^2  —  ^2*^  --  0» 

«8  +  ^8  — 6sar  =  0, 

U.   S.    IT. 

MS   denen  sich 

*2  ^2       ^^2  * 

a8_+y8_£8  ,5^ 
As      ■^As'^'Äa' 
u.  s.  w. 

an  +  ffh On   ,  y» 

On  Ön        ÄÜ 

ffgiebt  Weil  es  nun  aber  in  der  Natur  aller  Versoche  und  Be- 
^bachtangen  liegt,  dass  man  die  Fehler 

9^9  ^2f  98»  94»  ••••y* 

selbst  gar  nicht  kennt »  bei  in  jeder  Beziehung  mit  aller  nur  mög- 
lichen Sorgfalt  und  Genauigkeit  angestellten  Versuchen  und  Be- 
obachtungen aber  jederzeit  zu  der  Annahme  berechtigt  sein  wird, 
dass  die  Fehler 

Vi»  92»  98»  94»  ••••9« 

^  Mull  sehr  nahe  kommen,  d.  h.  ihren  absoluten  Werthen  nach 
^r  klein  sind:   so  bleibt  nichts  Anderes  fibrig,   ab  die  Brflclie 

2i     ff*     ä     2^        fl^ 
6i  *   62  '    Äs  '  ^4  *  **'  6» 

^  Mäherungswerthe  von  x  zu  betrachten,  welche  mit  den  (un- 
Mumnten)  Fehlem 

5^     5^2     5^     S?*    ....  S^ 
"•  ^Hr  respective  durch 

■ 

fl9  f%»   fz9  f^i^"'fn 


m  wollen,  behaftet  sind,  so  dass  die  riehtigdtt  oder  wah* 
''^  MTüfhe  Tom  w  nach  dem  Obigen 
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a:= 

«i 

+  A. 

a:= 

«2 

6^ 

+  /i. 

ar= 

.^8 
^3 

+  A, 

u. 

,  s. 

W. 

x— 

Os 

6« 

+/- 

Ganz  von  selbst  drängt  sich  nun  die  Frage  anf: 
Welchen  der  Näherungswerthe 

Ol      a^      Os     a^        On 
Ai       ^'     A3      A4*"**  An 

von  X  soll  man  als  definitiven  Werth  von  x  annehmen? 

worauf  natürlich  geantwortet  w^den  muss : 

Denjenigen,  welchem  unter  den  Fehlern 

fl9  f^y  fz9   f^ky—fn 

der  dem  absoluten  Werthe  nach  kleinste  Fehler  ent- 
spricht. 

Da  man  aber  die  Fehler 

fl*   12»  h»  f^kf^fn 

gatf  nicht  kennt,  so  ist  diese  Antwort  nur  eine  theoretische  md 
hat  einen  praktischen  Werth  gar  nicht.  Wir  müssen  uns  deshalb 
auf  eine  andere  Art  zu  helfen  suchen.  In  der  That  aber  lässt 
sich  für  jetzt  kaum  eine  andere  praktisch  fruchtbare  Regel  geben 
als  ^Igende: 

Wir  müsssen  für  x  nicht  unbedingt  einen  von  den 
Werthen 

Ol        «2      ?8      ?4         ?? 

Ai  *    Aa  *    A3  *    64 bn 

setzen,  sondern  als  Werth  von  x  überhaupt  eine  GrSsse 
annehmen,  von  welcher  man  versichert  ist,  dass,  wenn 
man.  dieselbe  für  x  setzt,  der  Fehler,  welchen  aian  he* 
geht,  eine  Mittelgrosse  zwischen  den  Fehlere  :.%    . 
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fi9  f%f  fz9  ^»••••A 

ist 

Diesem  Princip  folgend,  wollen  wir  nnn  die  in  Rede  stehende 
GrOsse  .durch  u  und  den  entsprechenden  Fehler  durph  9  bezeich- 
nen^ so  dass  also 

und  folglich  nach  der  Voraussetzung  in  der  gewöhnlichen  Bezeich- 
nung der  Mittelgrössen 

ist«     Aus  dieser   letzteren  Gleichung  folgt  nach  einem  bekannten 
Satxe  Ton  den  Mittelgrössen :  *) 


also,  weil  nach  dem  Obigen 

und 

«1 


A— ^= 


T' 


U.   S.   W. 

bt: 

folglich,  wenn  man  die  Grossen  — u  und  —  x^*  ""C*  — ä"'*"**'^?" 
sänuntlich  mit  ~1  multiplicirt:**) 

woraus  sich  ergiebt: 


•)  ArdÜT.  ThL  L  Nr.  XL.  $.  88. 
•^'A.  a.  O.  g.  8T, 


4flB  A         ßrunert:   ElemitUare  Beiraekiim§m  Hber  di€ 

dass»  wenn  der  Fehler  4>  eine  Mittelgr5sse  zwischen 
den  Fehlern 

A»  /«>  /»*  A*  •— >/« 

ist«   der  Wertb  u  von   .r  jederzeit   eine  Mittelgr^sse 
zwischen  den  Werthen 

«i     f^      03      54  f[» 

Ai '  6a     ^  '    64    **"'  An 

ist. 

Dies  lässt  sich  aber  auch  umkehren,   d,  h.  es  lässt  sich  be- 
wrisen: 

dass,   wenn  der  Werth  u  von  x  eine   Mittelgrusse 
zwischen  den  Wertben 

^        ^2        Ofl        0«  On 

h'      *«'     *8'      »4'    '"'AI. 

ist«  der  Fehler  <Z>  jederzeit  eine  Mittelgrösse  zwischen 
den  Fehlern 

Tu  f%9  /s»  A»  ••••  f^ 
ist. 

Wenn  nämlich 

V6,'    V    bs"""U 
Ist,  so  ist:  *) 

tt— a?— iir  ^^^  — ar,  ^  -ar,  ^^  — or,  ....  ,  ^^     o?;, 

aber  nach  dem  Obigen 

u  —  x^z—O 

und 

u.  s.  w. 


«)  A.  a.  0.  $.  38. 
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also 

Mglich»  wenn  man  die  Grössen 

-*  und  — /l,  -^a,  — ^ ,  -/; 

sämmtlich  mit  — 1  muitiplicirt:  *) 

<I>  =  ilf(/J,/i,/i,.. ../;). 

Bieraas  geht  also  hervor,  dass,  wenn  man  fflr  x  einen  dem 
obigen  Princip  entsprechenden  Werth  u  setzen  will»  dieser  Werth 
Qothwendig  eine  MitteigrOsse  zwischen  den  Werthen 

«1      o«      «^      «4  On 

öl'  6a*  Aj'  64'  '""6n 

sein   muss,    und   dass    auch  jede  MittelgrSsse  zwischen  diesen 
Berthen  dem  in  Rede  stehenden  Princip  Genüge  leistet 

Welche  Mittelgrösse  zwischen  den  in  Rede  stehenden  GrOs- 
^n  man  für  11  setzen  will,  ist  an  sich  ganz  gleichgOltig,  weU  jede 
^^m  ohen  angegebenen  Princip  in  gleicher  Weise  entspricht,  und 
^^  bietet  sich  hier  offenbar  eine  grosse  Mannigfaltigkeit  dar;  je- 
doch wird  sich  nachher  zeigen,  ob  sich  nicht  vielleicht  eine 
^der  die  andere  Mittelgrösse  vorzugsweise  empfiehlt. 

Nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Mittelgrössen  **)  Ist,  wenn 

«i     0^     c^     «4  On 

ßl'    ßt'    ß,'    ß* ßn 

beliebige  Brüche,    deren  Nenner  jedoch  sämmtlich  gleiche  Vor- 
zeichen haben,  und 

Qif  02»  Q9>  Q^f  —-»^ 
beliebige  Grössen  mit  gleichen  Vorzeichen  sind,  jederzeit 

eine  Mittelgrösse  zwischen  den  Brüchen 

tf i      ^     ^      5!*         ?!!  • 

ßl'  F*'  ß>'  ß* 'ß*' 

oder  In  der  bekannten  Bezeichnung  der  Mittelgrössen: 


) 
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»iQl  +«2gg  +  «8^  +-'  +  f^nQn  _  j^^O^        O^       ü^  an\ 

ßlQl+ßi^  +  ßzQ^  +  '-'  +  ßnQn  Vft'     ß^'     ßz*""'ßnj 

Wollen  wir  nun  diesen  Satz»  der  wohl  das  allgemeinste  Kri- 
terium einer  Mittelgrösse 5  was  man  bis  jetzt  besitzt,  ansspricH 
auf  unseren  Fall  anwecden,  so  müssen  wir  unsere  BrQche 

Ol        C^        03        04  Oll 

*i'    *2'    h'    64"""** 

zuerst  unbedingt  so  ausdrücken,  dass,  ohne  ihre  Werthe  zu  §n- 
derii,  ihre  Nenner  sämmtlich  einerlei  Vorzeichen  erhalten,  weil 
die  Erftillung  dieser  Bedingung  von  unserm  obigen  Satze  noth- 
wendig  vorausgesetzt  wird.  Da  wir  nun  aber  von  den  Vorzeichen 
der  Nenner 

*1  >    *2>   *3»   ^4, ♦...,(>« 

bei  dieser  ganz  allgemein  gehaltenen  Betrachtung  gar  keine  Kennt- 
niss  besitzen,  so  lässt  sich  die  in  Rede  stehende  Bedingung  auf 
kcHue  and^e^  wenigstens  auf  keine  einfachere  Weise  erfiill^n,  als 
dadurch ,  dass  wir  Zähler  und  Nenner  eines  jeden  unserer  BrGche 
mit  seinem  Nenner  multipliciren,  wodurch  wir  statt  der  Brfiche 

«1      ^     «3     «4         ^ 
ST*    *a'    *8\*4"''6« 

die  denselben  der  Reihe  nach  gleichen  Brüche 


oder 


«1*1 

*i*r 

aa*a 

«8*3 

Ms' 

«4*4 
*4*4' 

«1*1 

0462 

«8*8 

«4*4 

«n*n 

*1*'       *2^'       *3*'       *4*  "   *'    bt? 

erhalten,  deren  Neuner  alle  positiv  sind;  und  bezeichnen  nun 

^9  0^9  Qb»  ^4>  **••>  Qn 
ganz  beliebige  Grössen  von  gleichen  Vorzeichen,  so  ist 

«1*1  gl  +  «2*2^2  +  «8*3^3  +  »«"  +  OnbnQn 
*l*9l+*2^?2  +  *3*p8  +•••  +*«% 

eine  Mittelgrösse  zwischen  den  Brüchen 

Cl*l        «2*2       «3*3       «4*4  Onbn 

*i*  *     *a*  '     *8*  '     *4*  *  •"' '  *«* 
d.  h.  zwischen  den  Brüchen 


/ 
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Ol        Ol       O3        II4  fl». 

ti*  V   V  5i'-'Ä»* 


also 


Rficksichtlich  der  Annahme  der  GrOssen 

Pl>    C9>    Cs»   ^4»***''^» 

die  nnr  der  Bedingung  unterworfen  sind,  das«  sie  sSmmtlicb  gleiche 
Vorzeichen  haben  sollen  >  bietet  sich  nun  wieder  eine  grosse  Man- 
nigfaltigkeit dar.  Am  Einfachsten  ist  es  offenbar,  diese  Grössen 
BSmmtlich  einander  gleich  anzunehmen,  oder,  was  im  Grunde  auf 
Dasselbe  hinauskommt,  sie  sfimmtlich  der  Einheit  gleich  zu  setzen, 
wodurch  man  zu  der  Gleichung 


«1*1 
61 


gelangt    Man  könnte  aber  auch  fElr 


iti9  9t*  9%»  ^4>'*">  9» 

■  • 

der  Reihe  nach  die  Brfiche 

±   J-   JL   J-       1 

6i*'    V    V    64" '*•*•' 5? 
setsen,  welche  Annahme  zu  der  Gleichung 

JJ =  *W  ^t'  b^'-'bn) 

"*'"«n  wQrde.    Man  kOnnte  also,  am  dem  obigen  Princip  su  ge- 
'^«Q,  sowohl 

"~    61»+ V +*»■+•.+*«•    • 

*■•  auch 

«= n 

T^^^%B.    Für  diese  beiden  Werthe  von«,  die  sich  besonders  leicht 
j-    ^^l^lelmi,  wollen  wir  nun  einmal.  Indem  wir  wie  oben 


4flB  §run$ru  MkmmUar$  ße^MekHnmm  iläer  die 

setzen,  den  Fehler  O  zu  bestimmen,  d.  b.  dureb  die  oben  durch 

fi»  f%>  fz*  A«»"' »  /« 
bezeichneten  Fehler,  Indem  wir  nfimlich  bekanntlich 

«'S 

u.  s«  w. 

gesetzt  haben,  auszudrücken  suchen. 
Setzen  wir  zuerst 


ti  = 


v+v+v+..+^^ 


und  bezeichnen  der   besseren  Unterscheidung  wegen    io  di< 
Falle  den  Werth   des  Fehlers  <D  durch  F,    so  haben  wir 
der  Gleichungen 

a;  =  a-|.F 

und 

u.  s.  w. 
die  folgenden  Gleichungen: 


(u-g)+(F-/i)  =  0, 


(u-g)  +  (F-/.)=0, 
u,  s.  w. 

(«-g)+(F-/;)s=o. 

Haltit»nGlreD  wir  diene  Gleichnngeo  nach  der  Reili«  mit 

*i*.  V.  V.  •"• .  V; 
•o  erhalten  wir: 

(6,«u-«,6,)+6,«(i^-/i)«=0. 
(Ä,%i-a,ft,) + VC-Zi) =0, 

IL    8.    W. 

Addiren  wir  nnn  diese  Gleicbnngeii  zu  einander»   und  bemerken, 
j    daM  ifegen 

•ffenbar 

also 

(6i*M—  itifti)  +  (b^hi  -  Oaft»)  +  ....+  (bnhi — a«6«)  =  0 
lit,  so  erhalten  wir: 

biHF-fi)  +  6«*(F-/i)  +  VC-Zi)  +  .-.•  +  bnHF-fn)  =0, 
also 

p    6iVi  + VA + V/s +  >->+&»»% 

V+V+V+  •.+v 

Aue  diesem  bemerkenswerthen  Ausdrucke  von  F,  in  welchem 
dia  Ztiiler 

%9     ^9     ^8»     ^'   •*••  »^ 

ger  nicht  voAommen,  iSsst  sich  Folgendes -abletten. 


iBB  0rmn€r$:   Slemenkure  MeirmekMmfe»  H^er  die 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  n  >  1  ist,  ist  nach  einem  be- 
kannten Satze  ans  der  Lehre  von  den  Bedingungen  der  Ungleich- 
helt:*) 

(*i  Vi  +  *«%+ V/s + .  .  +  A»Y«)* 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  g)li,  jenachdem  die  Brüche 

£l,     ^     iL        A 

sämmtlich  unter  einander  gleich  oder  nicht  sämmtlich  unter  ein- 
ander gleich  sind.    Nun  ist  aber  bekanntlich 

+ 26i«6a» +261^*8^ + 2biH^i- ....  +  26x«ft«* 

+  26ä« V + 2  V  *4*+  ...  +  26a»6«» 

+  26a«64H....+26i,*6«* 
u.    s.    w. 

also,   wenn  nur  die  Nenner 

VI  9   62»   ^»   *4>   .•••   *« 

•  -..1 

nicht  sämmtlich  verschwinden: 

Ans  dieser  und  der  obigen  Ungleichung  ergiebt  sich  darchDiviskm: 

also  nach  dem  Obigen 

F*  <  A*+/a*+/3* + ••••  +  /•*» 
folglich 

vaL  abs.  F<  V/i»+A«+/8«+....  +/•«. 
Setzen  wir  ferner 

a4.£«4.^j.     4.*» 

«-  ;i ' 

*)  A.  8.  0.  §.«. 
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80  wollen  wir  auch  den  Wertb  de«  FeUera  O,  den  wir  hier  bes- 
serer  Unterscbeidoog  wegen  durch  ß  beieicbnen,  folgUcb  jetzt 
j?=tf-f-'^  setzen  wollen ^  zu  bestimmen  suchen,  was  hier  sehr 
leicht  ist.    Denn  aus  den  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen: 

u.  s.  w. 


erhalten  wir  durch  Addition: 


tue 
also 


^i^yf^+t-^-'+F^^ 


oder 

n(ar— tt)=/i+/J  +  ^+....+/;, 

und  weil  nun 

a?=«-f^,    also  or — u=f 

ist,  80  ist 


n 


Nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Lehre  von  den  Bedin- 
gungen der  Ungleichheit*)  ist»  wenn  nur  n>l  ist: 

yal.  ab«.  Aj:/»±A+-+A=irA'-fA»+r.'+--:/n« 

it  X  "  n 


also 


val.  ab«.  f^^öES^^;^, 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  jenachdem  die  Fehler 


•)  A.  a.  0.  §.  96. 
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/i»  A»  ^>  A»'— */» 

sSmintlicb  unter  einaDder  gleich  oder  nicht  sämmtlich  anter  eioan- 
der  gleich  sind. 

Die  beiden  Ungleichungen 

val.  abs.  F<  V  A*+/«*+/8*+  •.  +  A*. 


val.  abs.  ^^V^^^t^^ibldA*, 

wenn  sie  auch  natürlich  keineswegs  zu  einem  derartigen  strengen 
Schlüsse  berechtigen,  fuhren  jedoch  zu  der  Vermuthung,  dass  in 
vielen  Fällen  i^<  F  sein  werde.  Wir  wollen  einmal«  um  uns  eines 
Beispiels  zu  bedienen,  annehmen,  dass  man  wisse,  dass  der  ge- 
naue Werth  der  Grösse  x  die  Zahl  7  sei;  auf  dem  Wege  des 
Versuchs  oder  der  Beobachtung  habe  man  aber  filr  a  die  Werthe 
T9  V)  V  gefunden,  so  dass  also  im  Obigen  ^^ 

4 

ist}  nnd  weil  nun 

«=7=9—2 

=5i  +  U 
=4S+2J 
ist,  80  ist 

A=-2.  /i=+i.  /8=+J. 

Also  ist  nach  der  Formel 

»     ftiVi  +ftay«+ft8'/'8+- •  +  ft»% 

wenn  man  in  dieselben  die  obigen  Werthe  einfährt: 

„_  1«.- .2+2'.  +  H^3'.-H_-2+6+21  _  K 

'—  l«  +  2«+3^  ""     1+4+9   —14  =  MW. 

Femer 'ist  nach  der  Formel 

..     fi+f»+f»  +  "-+f* 
*- n ' 
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wenn  man  in  dieselbe  die  obigen  Werthe  einführt: 

folglich  in  diesem  Falle  wirklich 

Hiervon  aber  jetzt  ganz  abgesehen,  finden  wir  im  Vorher- 
gehenden durchaus  keinen  festen  Anhaltepunkt,  welcher  uns  ver- 
anlassen konnte  5  der  ersten  oder  der  zweiten  Bestimmungsweise 
von  u  den  Vorzug  zu  geben. 

In  Bezug  auf  die  erste  Bestimmungsweise 

ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  dieselbe  durch  eine  sehr  merkwür- 
dige Eigen thümlichkeit  ausgezeichnet  ist,  welche  wir  jetzt  bewei- 
sen wollen  *).    Zu  dem  Ende  stellen  wir  uns  die  folgende  Aufgabe: 

V^enn  Alles  wie  im  Vorhergehenden  bleibt,  wenn 
namentlich  unter  den  im  Vorhergehenden  festgestell- 
ten Bedingungen  zwischen  den  Grössen  x  und  A,  B 
die  strenge,  theoretisch  demonstrirte  Gleichung 

A-^Bx  =  {i 

Statt  findet,  und  durch  Versuche  oder  Beobachtungen 
für  Ä9  B  die  zusammenstimmenden  oder  einander' ent- 
sprechenden Werthe 


*)  Beiläufig  bemerken  vir  noch,  dass,  wenn 

61=62=63=  ....^6n=  1 
ist,   beide  Bestimmungsweisen 

a^hx  +  ^2^2  4" '"'  "f  gw6fi 
6i«  +  62*+....+6„a     * 


tl=: 


61^62^""^  6n 

n 


zd' demselben  Resultat 


**!  +  ^  +  ^8  +'—+flii 

n 
fuhren. 
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O'i»  o%9  az$  049  •—»An; 
^i>  ^a*  ^*  ©4^  ..•• ,  6« 

ermittelt  worden  sind;  so  soll  man  die  Grosse  x  so 
bestimmen  oder  für  dieselbe  einen  solchen  Werth  an- 
geben, dass,  wenn  man  denselben  für  x  in  die  Functioneo 

einfährt»  die  dadurch  hervorgehenden  Werthe  dieser 
Functionen  zwar  nicht,  wie  es  eigentlich  sein  mfisste, 
völlig  verschwinden,  dass  aber  die  von  Null  abwei- 
chenden  Werthe  dieser  Functionen,  welche  man  die 
übrig  bleibenden  Fehler  zu  nennen  pflegt,  so  beschaf- 
fen sind,  dass  die  Summe  ihrer  Quadrate  ein  Minimum 
ist,  so  dass  also,  wenn  man  den  gesuchten  Werth  von 
X  der  Kürze  wegen  durch  x  selbst  und  die  übrig  blei- 
benden Fehler  durch 

"MP         tP         tP         "MP  tP 

'if  '%*   'Zf  '^*  ••••  'n 

bezeichnet,   also 

dl  —  bix  =  f  1. 

03 — b^x:=iF^y 

u.    s.    w« 
C«  —  bnX=^Fn 

setst,   die  Summe  der  Fehlerquadrate 

ein  Minimum,   oder  dass,  was  Dasselbe  ist, 

ist 

Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist  sehr  leicht.    Denn  differen- 
tiirt  man  die  zu  einem  Minimum  zu  machende  Function 

(fli  —bi^x)^  +  («2— 6aa:)«  +  (a8— Ä3a:)a  + ....  +  (avr-bvPiif 

nach  x ,  so  erhält  man  als  ersten  Differentialquotienten  die  GrOsse 

— 2{  6i(ai— Aior) + 62(02—62^)  +  63(03—630?)  +....+  6«(air— ftnO?) ), 

und  folglich  nach  den  ersten  Elementarlehren  der  Theorie  der 
Maxima  und  Minima  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Grösse  x  die 
Gleichung: 
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*i  («1  -^bix) + 62(02"-  *ft^) + ^«(«'s-"  *s^)  +  •••  +  6«(aii  —  6iiar;=0, 
woraus  sich 

ergiebt.  Cm  uns  zu  überzeugen,  dass  VFirklicb  ein  Minimum  Statt 
findet,  müssen  wir  den  zweiten  Differ^ntialquotienten  unserer  obi- 
gen Function  entwickeln,  welcher  ist: 

2(6i*  +  V  +  V+. -..+**«). 

Da  dieser  constante  Differentialquotient  für  jedes  x  positiv  ist, 
so  findet  bekanntlich  wirklich  ein  Minimum  Statt. 

Auch  ist  zu  bemerken,  dass,  weil  die  Gleichung 

*i(«i  —*i^)  + 62(02— ^2^)  +  68(«8  — M)+..-.  +  i«(afi— 6iia:)=0 
nur  die  eine  reelle  Wurzel 

Ol  6,  +  02^2  +  08^3  +  •—  +  ^bn 


6i2  +  62«  +  63«+....  +  6n*' 

hat 9   es  nur  ein  Minimum,   auch    kein  Maximum  unserer  stets 
positiven  Function 

(ci— 6ia;)*  +  (a2— 62^)*+(a8— 6ia?)«+....-Kan— 6«a:)* 

giebt,  woraus  hervorgeht,  dass  der  Werth  dieser  Function,  wei- 
cher dem  Werthe 

Ol  bi  +  ajb^  +  0363  4-  .«.*+  Qnbn 
6l*+6a*  +  68*  +  ...   +Än« 

von  X  entspricht,  ein  wirkliebes  Kleinstes»  d.  h.  in  der  Tbat  der 
absolut  genommen  kleinste  unter  allen  Werthen  ist,  weiche  die 
Function 

(«1  —biX)^  +  («2— *2^)^  +  (Ö3  —  63^)*+  — •  +  (««—  bnX)^ 

überhaupt  erhalten  kann,  indem  diese  Function  offenbar  nur  durch 
eine  Curve,  etwa  von  der  aus  Taf.  V.  Fig.  I.  ersichtlichen  Gestalt, 
dargestellt  werden  kann,  weil  jede  andere  Gestalt  dieser  Curve 
wenigstens  noch  ein  Maximum  bedingen  wurde,  wie  etwa  bei  der 
in  Taf.  V.  Fig.  IL  dargestellten  Curve ;  vielleicht  auch  mehrere 
Maxima  und  Minima,  wozu  man  sieb  erläuternde  Zeichnungen 
leicht  selbst  wird  entwerfen  können. 

Aus  dem  Vorhergehenden  sehen  wir  nun,  dass  die  erst«  un- 
serer beiden  obigen  Bestimmungen  von  ti,  nämlich 

TheU  XXL  32 
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die  jedeDfalls  sehr  merkwürdige  Eigentfaümlicbkeit  besitzt,  dass, 
wenn  man  diesen  Werth  von  u  fiir  :r  in  die  Functionen 

einführt,  die  Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  dieser  Func- 
tionen von  Null,  d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  der  sogenannten 
übrig  bleibenden  Fehler  oder,  wie  man  wohl  auch  kurz  zu  sagen 
pflegt,  die  Summe  der  Fehlerquadrate,  ein  Minimum  wird. 

Bestimmen  wir  also  die  Grösse  x  dadurch,  dass  wir 

fll  ^1  +  ^2^2  +  ^8  ^3  +  ""  4"  Onbn 


ti=: 


v+ V +*/+•• +^«* 


setzen,  und  diesen  Werth  dann  als  «Werth  der  gesuchten  Grosse 
X  annehmen,  so  können  wir  als  Princip  dieser  Bestimmong  toq 
X  folgendes  aufstellen: 

Man  muss  x  so  bestimmen,  dass  sein  Werth,  in  die 
Functionen 

öl — OiX,    «2 — b^x,    a^  —  b^x ,  ,„. ,  an-^bnX 

eingeführt,  die  Summe  der  Quadrate  der  dadurch  her — 
vorgehenden  Werthe   dieser   Functionen,,  nämlich    di 
Summe  der  Quadrate  der   sogenannten   übrig  bleiben — 
den  Fehler,  Insofern  nämlich  der  Werth  von  x  eigen-t— 
lieh  alle  diese  Functionen  zum  Verschwinden  bringeirj 
oder   auf  Null   rednciren    sollte,    zu    einem   Minimn 
macht« 

Es. kommen  nun  aber  In  den  Naturwissenschaften  bSofigFfli»- 
vor,  wo  zwischen  mehreren  in  der  Natur  existirenden,    völlig 
stimmten  und  insofern  als  constant  zu  betrachtenden  Grossen 

und  gewissen  anderen  Grössen  , 

Ay   ^9    c/ ,    /y, .... 
ein  theoretisch  demonstrirtes ,  durch  die  Gleichung 

■ 

A  —  Bx—  Cy — Dz — £ü  — ..,.=0 


n 


analytisch   ausgedrücktes    Naturgesetz   Statt  findet, 
uns  dann  wieder,  dass  für 


DesiEso 


wir 
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B  t   Cf   Dp  E, .«.. 
die  fvillkOhrlich  gewählten  bestimmten  Werthe 

6|,  62»  ^8»  ftiJ'-.j^w; 

U.      8.       VT. 

fesetzt,   und  die  entsprechenden  Werthe 

^1*     ^*    ^'s*     C4»»»">ön 

TOD  il  durch  Versuche  oder  Beobachtungen  bestimmt  worden  sind, 
vfobel  immer  angenommen  wird,    dass  n  grösser  sei  als  die  An- 
ttbl  der  zu  bestimmenden  unbekannten  Grössen  x^  y,  Zy  «,....; 
^  kann  in  ähnlicher  Weise  wie  vorher,  Asl  Oi,  a^»  a^»  er« »...., an 
iiatürlich   mit  Fehlern  behaftet  sein   werden,   wieder  nach   einer 
Uethode,    die  unbekannten  Grössen  a:^  y,  2,  v,....  auf  die  vor- 
teilhafteste oder  wenigstens  auf  eine  möglichst  vortheilhafte  Weise 
*Q  bestimmen,  gefragt  werden. 

Denken  wir  uns  nun  einmal,  dass  die  genauen  Werthe  von 
If»  Z9  f}y«...  bekannt  wären  und  nur  x  unbekannt  wäre,  so  würde 
man,  wenn  man  das  vorher  ausgesprochene  Princip  festhalten 
woUie»  a  00  bestimmen  müssen,  dass  sein  Werth»  in  die  Functionen 

(«1  —  c^y  —  diz  —  CjLt? — ....)  —  61 JT , 
(fl« — c^y — d^z — ejü  — ....)— Äjo:, 

(«3  —  <^8y— «^3«— "'^a»"— ••••)  ~"  ^» 
u.    s.    w. 

(on'^ciiy-^dfa  —  env — ....)-— önse 
oder 

Ol  — biX — Ciy — tliz —  ^1©—.. ., 

a^ — 'b^x — ^2y~~*'^2*  —  ^2^  —  ••••♦ 
a^—b^x — c^y  —  d^z — e^v — .... , 
u.    s.     w. 

an — ^hn^  —  Ctiy  —  dnZ  —  ^»U  —  .... 

^K^filhrt,  die  Summe  der  Quadrate  der  dadurch  hervorgehenden 
^^rthe  dieser  Functionen  zu  einem  Minimum  machte. 

Wären  femer  die  genauen  Werthe  von  x,  %,  e, ....  bekannt  und 
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nur  y  anbekannt,  so  wfirde  man  y  dem  obi^^en  Princip  gemäss  so 
bestimmen  müssen,  dass  sein  Werth»  in  die  Functionen 

(fli — 61a:  —  dyZ — exV — ....) — Ciy , 
(oj  —  b^ps — d^z — e^v — ....) — c^y » 
(«8  —  6s^— rfs^  —  «8«^ — ..") — c^y» 

U.      8.      W. 

(an —  bnS — dnz — e«r— ....)  —  Cny 

oder 

Ol  —  biX—^Ciy — diz— Ci©  — ...., 
o^  —  b^x  —  c^ — d^z — e%v — ....  9 
Os  —  b^x — Cgy — d^z — e^v — ...., 

u.    s.    w. 
du  ""  biuc  —  Cny — difi  —  enf  "-  •••• 

eingef&hrt,  die  Summe  der  Quadrate  der  dadurch  hervorgehenden 
Werthe  dieser  Functionen  zu  einem  Minimum  machte. 

Ein  ganz  ähnliches  Raisonnement  würde  sich  in  Bezug  auf 
jede  der  übrigen  unbekannten  Grossen,  überhaupt  also  in  Bezug 
auf  alle  unbekannten  Grössen ,  ansteilen  lassen. 

Mun  aber  befindet  man  sich  keineswegs  in  der  Lage,  irgend 
eine  der  Grossen  or,  y,  z,  v,,,.,  zu  kennen,  vielmehr  sind  alle 
diese  Grössen  völlig  unbekannt;  und  will  man  also  das  oben  aus- 
gesprochene Princip  auf  den  hier  vorliegenden  Fall  mehrerer  un- 
bekannten Grössen,  so  viel  als  es  unter  den  gegebenen  Bedin- 
gungen irgend  möglich  ist,  anwenden,  so  bleibt  nichts  Anderes 
übrig,  als  auf  folgende  Art  zu  verfahren  oder  das  obige  Princip 
auf  folgende  Art  zu  erweitern: 

Man  muss  sämmtliche  unbekannte  Grossen 

Xy  y»  2;,  t?, ,... 

so  bestimmen,  dass,  wenn  man  irgeüd  eine  unbe- 
kannte Grösse  ans  vorstehender  Reihe  auslässt  und 
die  bestimmten  Werthe  der  übrigen  unbekannten 
Grössen  in  die  Functionen 

tti^^bix — Ciy — c/iZ  — «1©— ...., 

«2  —  62^ — C2y  —  «?2* — ^2^  —  •••• » 

«8 — b^x — c^y-^d^z — «3©— ...., 

u.    s.    w. 
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einffihrt,  dano  die  ausgelassene  Grosse  jederzeit  als 
so  bestimmt  anzusehen  ist,  dass«  ihr  bestimmter 
IVerth,  in  die  obigen  Functionen  eingeführt^  die 
Summe  der  Quadrate  der  dadurch  hervorgehenden 
Werthe  dieser  Functionen,  indem  man  sich  naturlich 
nur  die  ausgelassene  Grösse  als  variabel,  alle  übri- 
gen als  constant  denkt,  zu  einem  Minimum  macht. 

Allen  in  diesem  erweiterten  Princip  ausgesprochenen  Bedin- 
gungen wird  aber  offenbar  vollständig  Genfige  geleistet  werden, 
wenn  man  die  unbekannten  Grossen 

*^>  y*  **  t>,.... 

so  bestimmt,  dass  die  Summe 

(«1— Äjar — Ciy  —  diZ — eiü— ....)' 
+  (02  —  62^: — c^'^d^ — e^v — ....)* 
+  («3 — ^S'^'-Csy— «^2;— est—  ....)• 

u.    s.    w. 
+  (aii—6fia:—Cny—dfi2—e»ü— ....)* 

jederzeit  ein  Minimum  wird,  wenn  man  sich  nur  eine,  d.  h.  irgend 
eine  der  Grössen 

^»  y*  **  ^9  •••• 

als  veränderlich,  alle  übrigen  als  constant  denkt;  d*  h.,  nach  den 
elementarsten  Sätzen  der  Lehre  von  den  Maximis  und  Minimis, 
Grössen 


müssen  so  bestimmt  werden,  dass  der  Differentialquotient  der 
obigen  Summe  von  Quadraten,  wenn  man  sich  irgend  eine  der 
Grössen 


Xy  y,  z,  f> 


,  •••• 


als  variabel,  alle  übrigen  als  constant  denkt,  allemal  verschwin- 
det oder  gleich  Null  wird.  Differentiiren  wir  nun  die  obige  Summe 
von  Quadraten  nach  der  Reihe 

nach  0?,  indem  wir  y,  z,  v,....  als  constant  betiachten; 

»*     y»     99      M   ^>  *»  f?,....   „ 

*»        ^9        9*  »>     ^*  y>   !>,•...     „ 

»>     ^i     »9      »>   ^»  y*  z,....   „ 

n.    8.    w. 


M 

»« 

99 

9« 

99 

99 
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und  setzen  die  dadurch  hervorgehenden  Uifferentlalquotienten 
gleich  Null,  so  erhalten  wir  nach  einigen  ganz  leichten  Verwand- 
lungen zur  Bestimmung  der  Grössen 

die  folgenden  Gleichungen: 

biißi'-^biX — Ciy — diz — eiV — ....) 

irb^ia^^b^x—c^y—d^z—e^v  —  ..^.))   =0, 

u.    s.    w. 

+  611(0»  —  bnX  —  Cny  —  dnZ  —  CnV  — ....) 

Ci  («1 — biX — Ci^— C?i2 —  ßiV  — ....) 
+  ^2  (^^2 — ^2^ — ^2^ — ^2* —  ^^ — •  •  •  •) 

+  ^3(03— 63^:— cay— ^3-— ^3«'--"")  )   =0, 
u.    s.    w. 

+  Cnidn — bnX—Cny — dnZ — CnV  — ...) 

dl  (oi — biX —Ciy—diZ — eiV  — ....) 
+  d^ia^'-b^x — c^y — <^a2 — e^p  — ....) 
+  ^3(03— 63a:— 03^—0^32— ^3«?—....)  >    =0, 
u.    s.    w. 

+  dnian—bnX—Cny-^difi — ent>— ....) 

+  ^1  («1 — 6ja? — Ciy — diZ — eiV — ....) 
+  ^  (^ — b^x—c^y—d^z —  Bi^p  — ....) 
+  «3(03--*«''«^— ^a^—^a^i—eat?— ....)  >   =0, 
u.    s.    w, 

+  eniün—bnX — Cny — dnZ — CnV  —  ....) 

U.      S.      W. 

Dass  dies  gerade  eben  so  viel  Gleichungen  des  ers^teu  Grir 
des  wie  unbekannte  Grössen  x»  y,  x,  v,.,.,,  und  dass  also  durch 
diese  Gleichungen  die  unbekannten  Grössen  im  Ailgemeinen  voll- 
kommen bestimmt  sind,  ist  klar. 

Bezeichnet  man  jetzt  der  Kürze  wegen  eine  Summe  von  der 
allgemeinen  Form 

Pigi  +P292+P993+'''+Pngn 

durch  fpq,  so  kann  man  die  obigen  Gleichungen  auf  folgende  Art 
ausdrücken : 
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fab — xfbb — yfbc — zfbd — vfbe — -....rsO, 
fac — xfbc—yfcc — zfcd — ©/ce— ....=0, 
/  äd-^  xfbd — yfcd — zfdd — vfde — .... =0, 
fae — xfbe — yfce — zfde-^vfee — ....=0, 

u.    s.    w. 

Dem  Vorhergehenden  lässt  sich  noch  eine  etwas  andere  Fas- 
sang auf  folgende  Art  geben: 

Man  kann  nämlich  annehmen ,  dass  X  eine  in  der  Natnr  vor- 
kommeode  Grösse  sei,  welche  von  den  bestimmten,  als  constant 
zu  betrachtenden  Grössen  o:,  y,  z»   v>....  auf  folgende  Art: 

abhängt,    und   dass  man  für  die  für  4,  B,  C,  D,  E,....  will- 
kuhrlich  angenommenen  Wertbe 

bi9    b^,   63,    64,. •••9611; 

tt^>    Cljj,    W3,     d/^i»f,  duy 

u.    s.    w. 
durch  Versuche  oder  Beobachtungen  für  ^die  entsprechenden  Werthe 

•"1»    ^a»    ""S»    -a4>.»">2S» 

gefunden  habe.    Weil  man  nun  die  Gleichung 

X'^A  +  Bx+Cy+Dz+Ei)  +  ....=0 
hat,  so  ist,  wenn  man  der  Kurze  wegen 

^j— ^ai=Ol>   ^2  —  Ö52=2rCf2>    -"8  —  '^S ^^ ''s »••••»  "*»  —  tt»  =  Oft 

setzt,  indem  man  vorstehende  Gleichung  mit  der  im  Obigen  be- 
trachteten Gleichung 

A—Bx^Cy-'Dz'-Ev'-'....=zO 

vergleicht,  klar,  dass  man  im  Obigen  für 

«i»  ^>   ^t9  04»  — •>  ff«; 
^1»  *a*   *8>   A4>— •**•» 

^l>     ^>     ^S>     C?4,  ••.«,  C<b5 

<^1»    <2s»    €2^,    CI4,  •.•.,dif 

V.      8.      W. 
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respective 

Ol*     öj,     Ogy     ir^ 9  ..••  9  On 9 
—  6|,    —04,     "~^»  '— 64»  ....»  '"•Oh; 

—"«1,  —"«2,  -"^>  —»4,....,  ""««; 

U.      6.      W. 

setzen  mass»  wenn  man  sich  für  den  jetzt  snpponirten  Fall  die 
Gleichongen  bilden  will,  aus  denen  die  unbekannten  Grössen 
^9  y»  *9  «,••••  bestimmt  werden  mSssen.  Dadurdi  ergeben  cnch 
aus  dem  Obigen  anmittelbar  die  folgenden  Gleichungen: 

fab  +xfbb+iffbc+2fbd+vfbe  +  ....=0, 
fac+a:fbc+y/cc+zfcd+vfce+,..,i=09 
fad + xfbd  -{-yfcd + zfdd + vfde  +  ^.  =0, 
fae'\-xfbe  +  yfce  +zfde  +vfee  +  ....=0, 

u.    s.    w. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben  ^  so  ist  als  ein  demonstrirtes  Naturge- 
setz bekannt,  dass  die  Länge  des  Secundenpendels,  welche  wir 
durch  L  bezeichnen  wollen ,  durch  die  entsprechende  geographische 
Breite  <p  durch  die  Formel 

L=ar+ysin9>*, 

wo  0?  und  y  zwei  Constanten   sind,    ausgedrückt  wird.     Bringen 
wir  nun  diese  Gleichung  auf  die  Form 

'L — o:— y8in9*=0, 
und  wenden  aus  dem  Vorhergehenden  die  ersten  Formeln  an,  so  ist 

zu  setzen.  Hat  man  nun  durch  geeignete  Messungen  fdr  J,  £,  C 
die  folgenden  zusammenstimmenden  oder  einander  entsprechenden 
Werthe  gefunden  : 


A 

0,7412517 
0,7416243 
0,7416151 
0,7417157 
0,7419262 
0,7420865 


B 

1,0000000 

1,( 
n 

1,0000000 
1,0000000 


t  tili 


J  III 


llllll 


c 

0,3903417 
0,4932370 
0,4972122 
0,6136117 
0.6667721 
0,6045628 


(9) 
(38<>.39'.4e^ 

(44  .36  .45  ) 

(44  .50  .25  ) 

(46  .48  .  4  ) 

(48  .60  .15  ) 

(51  .  2  .  8  ) 
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Im  Obigen 

a,  =0.7412817 
0,= 0,7416243 
0^  =  0,7416151 
a«= 0,7417157 
0,  =  0.7419262 
0,  =  0.7420665 


I  I       i 


*i  =  1,( 

Ä,  =  l,< 

6,  =  1,( 

6,  =  1,0000000 
*,  =  1.( 


III      I  II 


Hill 


I 


Hill 


n  =0,3903417 
c^  =0,4932370 
r,  t=:  0,4972122 
C4  =  0,51361 17 
C5  =  0,5667721 
re  =0,6045628 


^tMD,  und  bildet  man  sich  nun  nach  dem  Obigen  die  lur 
^^^timmung  der  Constanten  x,  y  erforderlichen  Gleichungen,  so 
«»"hHlt  man: 

4,4502195  -  ftr — 3,0657375  .y  :=  0, 
2,2739729— 3.0657375. ar- 1,5933931. y=0; 

^^^    man    nach    den    gewöhnlichen    R^eln    der    Algebra    auf- 
*^^en  moss. 

Kehren  wir  nun  noch   auf  einen  Augenblick  so  der  zweiten 
beiden  obigen  Bestimmungsneisen  von  x»    indem  man  flir  x 
folgenden  Werth  von  ti  setzt: 

^1  ■  ?^  j.  ?i  j.       j.  *» 


^^iTlick»  was  man  die  Bestimmungsweise  nach  dem  Prin- 
^^p  des  arithmetischen  Mittels  nennen  kOnnte«  solässtsicb 
^^•«  Bestimmungsart  durch  ganz  ähnlicbe  Betrachtungsweisen  wie 
^^>*her  auch  auf  die  Bestimmung  mehrerer  unbekannter  GrSsseo 
^^•dehnen,  was  wir  jetzt  noch  kurz  erilutem  wollen. 

Haben  wir  nämlich  wie  früher  die  Gleichung 

J-Är-Oy— /fe— £e— ..^=0 

Ueibt   auch  alles  Uebrige   wie  vorher,   so  kOnnen  wir  uns 

er  denken,  dass  die  genauen  Werthe  von  jf,  x,  e,....  bekannt 

nod  oor  x  unbekannt  wSre;   dann  mOsste,  indem  man  die 


(«I- 

(o. 


n« 


-e,e- 

s.    w« 


6^» 


(«i  —  c^f — *^  —  «brf>  —  .J^—btOP 


.  .  ♦  . 
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in  Betrachtung  zieht  ^  för  x  das  arithmetische  Mittel  zwischen  deo 
n  Grossen 

iti  — Cj«  — diZ'^eiV — .... 

—    ^ 

*» 

u.    s.    w. 

Om—CnV  —  dtiZT-enV  —  ..., 
An 

gesetzt  werden. 

Wliren  ferner  die  genauen  .Werthe    von  x,  z,  «,....   bekannt 
und  nur  y  wäre  unbekannt,  so  musste,  indem  man  die  Functionen 

(oi  — biX — dfZ — ei©— •....)  — Ciy, 

(«a  —  62^: — d2,z — e^v  — . . . . )  —  c^y , 

(«8 — Äjar — d^z  —  e^v — ....)  — Cgj, 

u.    s.    w» 

in  Betrachtung  zieht,  für  y  das  arithmetische  Mittel  zwischen  deo 
n  Grossen 

Qi  — biX  —  diz — CiV — .... 

_  , 

flg—  b^  —  d^Z — ^2^ — "*' 

Ca 
u.    s.    w. 

sesetzt  werden. 

•  Wären  ferner  «die  ' genauen  Werthe  von  a,  y,  «,....  bekannt 
und  nur  z  wäre  unbekannt,  so  müsste,  indem  man  die  Functionei 

(oi'^biSt — Ciy — eit>— ....)  — rfi», 

(«2  r-  62^»  —  c^y — e2«>  — . . . .)  —  d^ , 

(«8 — ft^A: — ^sif^  «8*  "•  ••••)  —  «^«> 
u.    s.    w, 

{Oik^  bnX  —  Citjr — eni^  — ....)  -^  ci^  ' 
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Id  Betrachtung  zieht»  flir  i  das  aritbnietiache  Mittel  zwischen  den 
n  Grossen 

a%  —  b%x — c^  —  ggt?  — .... 

U.      8.      W. 

On  — *  Ana? — Cwy — g«y*^  **.. 

dn 

gesetzt  werden. 

Gans  ähnliche  Betrachtungen  lassen  sich  för  alle  übrigen  un- 
bekannten Grossen  anstellen,  und  in  ganz  gleicher  Weise  wie 
früher  gelangt  man  zu  dem  Resultate  >  dass  man  die  Grössen 

überhaupt  aus  den  folgenden  Gleichungen  des  ersten  Grades, 
deren  Anzahl  der  Zahl  der  unbekannten  Grössen  x,  y,  t,  v,..., 
gleich  Ist,  bestimmen  muss: 

nx:si    -^ r ■    ..  . 

öl 


3 

u.    s.    w. 


+ —   b 


»• 


«1 — bix — dix  —  e^v  — ..  . 

"»=    7^ 

g^ — h^nc — d^t  —  ego  —  ..>. 

Ca 
a^-—^b'^x  — ^3^  —  e^v — ... 

u.    s.    w. 


+ 
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iiz  = 


dt 
u.    s.    w. 

On-^bnX — Cny — gut? -"■■.» 

3;; 


Bezeichneo  wir  nao  der  Kurze  wegen  überhaupt  die  Summ 


durch 


9t       9*      9»  9n 


f^oA^fpr^ 


80  wird  man  die  vorhergehenden  Gleichungen  leicht  auf  folgei 


den  Ausd 

fab- 
facr 
fad' 
Jae'^ 


uck  bringen: 

--arfbb-^  - y/ft-^c- z/6-1  d—r/Ä-ic—  _  —q, 
— xfbcr^ — yfccr^--  zfc^d-^vfcr^e-^  ..-  t=0, 
-'Xfbd'^'-yfcd'^'-xfdd''^-vfd-^e— ....  =0, 
— xfber-^  — y /ce-i — tfder^-^vfeer^  — ....  =0 

u«    s.    w. 


oder 


U.     8.     W. 


wo  natfirlicb 


/6  Pe  Pd  Pe 


.*• 


1.' 


ist. 
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Ffir  den  Fall 

X^^—Bx — Cy — Dz — £»—...., 

iodem  man  wie  früher  . 

Ai — Uxzzzaxf     ^2""^=^»    -^  —  «^  =  «8»     -44  — «4=04,... . 

setzt,   übrigens  alle  obigen  Bezeichnungen  beibehält,    erhält  man 
ganz  eben  so: 

fac"^  +  x/hc^  +  yfcc-^ + zfc-^  d  +  vfc-^  e  +....= 0 , 
fad-^+xfbd-^+yfcd-^+zfdd-^  +  vfd-^e  + ....  =  0, 
/ac-i  +xfbe-'^  +  tffce-^  +  zfde"^  +  vfee"^  + .... = 0 


a.    s.    w. 


oder 


u.    s.     w. 


Man  wird  leicht  eine  Analogie  zwischen  diesen  and  den  frClhe- 
ren  Gleichungen  bemerken»  indem  offenbar,  bei  sonst  ganz  ähn- 
licher Bildung  beider  Systeme  von  Gleichungen,  nur  an  die  Stelle 
einer  Multiplication  in  jenen  ersteren  Gleichungen  in  diesen  letz- 
teren eine  Division  getreten  ist.  Welches  der  beiden  Systeme, 
die  nach  dem  Bisherigen  im  Wesentlichen  mit  gleicher  Berechti- 
gung auftreten,  wenn  auch  (m.  s.  die  obigen  Fehlerbestimmungen 
S«  470.)  fast  ein  gewisser  Vortheil  auf  der  Seite  des  zweiten  zu  sein 
scheint,  für  den  praktischen  Gebrauch  den  Vorzug  verdient,  lässt 
sich  auf  dem  im  Obigen  eingeschlagenen  Wege  nicht  mit  Sicherheit 
und  Strenge  entscheiden ;  dazu  sind  tiefer  gehende  analytische  Unter- 
'  suchungen  erforderlich,  die  bei  dem  gegenwärtigen  Stande  der 
Sache  zu  dem  ersten  Systeme  und  bereits  zu  dessen  vielfachster  An- 
rendung  in  den  Naturwissenschaften  gefuhrt  haben.  Freilich  aber 
eheint  diese  Anwendung  nach  verschiedenen  ganz  neuerlichst  erst  an- 
gestellten Untersuchungen,  wie  wir  in  der  Einleitung  zu  dieser  Ab- 
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bandlang  näher  besprochen  haben  ^  aach  wieder  gewisser  Ein- 
schränkungen zu  bedürfen,  worüber  aber  das  Weitere  erst  noch 
abgewartet  werden  mass,  weshalb  wir  ans  hier  mit  diesen  allge- 
meinen Andeutungen  fiir  jetzt  begnügen. 

Bei  spfttereo  Untersuchangen  fiber  diesen  Gegenstand,  die 
uns  vielleicht  künftig  beschäftigen  werden,  wollen  wir  zu  unserer 
Bequemlichkeit  uns  erlauben: 

das  dem  ersten  der  beiden  obigen  Systeme  von  Bedin- 
gungsgleichungen zu  Grunde  liegende  Princip  das  Princip 
des  Minimums  der  Summe  der  Quadrate  der  übrig 
bleibenden  Fehler; 

das  dem  zweiten  der  beiden  obigen  Systeme  von  Bedin- 
gungsgleichungen zu  Grunde  liegende  Princip  das  Princip 
des  arithmetischen  Mittels 

zu  nennen ,  natürlich  und  durchaus  nur  in  Bezug  auf  unsere  obige 
Darstellung  dieses  Gegenstandes,  weil  bei  einer  anderen  Auffas- 
sung desselben,  wenn  man  nanientlicb  aus  den  Principien  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  hergebrachter  Weise  diesoge* 
nannte  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ableitet,  die  beiden  obi 
gen  Benennungen,  in  ihrer  Unterscheidung  von  einander, 
wohl  kaum  gerechtfertigt  erscheinen  dürften,  was  aber  jetzt  nicht 
hierher  gehört,  da  ich  hier  jetzt  durchaus  nur  die  obige  Darstel- 
lung im  Auge  habe. 

Möge  das  Bisherige  zu  weiteren  Untersuchungen  über  diesen 
wichtigen  Gegenstand  anregen! 


'r*- 


><<- 


■•nv'  * 
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Das  Klima  von  Athen  beschreibt  Herr  ßouris,  Director  dcnr 
Sternwarte  und  Professor  an  der  Universität  zu  Athen,  in  den 
„Astronomischen  Nachrichten  Nr.  874'^  auf  folgende  in- 
teressante Weise: 

«4  Während  meines  siebzehnjährigen  Aufenthaltes  hier  ist  das 
Thermometer  etwa  ein  Dutzendmal  bis  in  die  Nähe  des  Ge- 
frierpunktes herabgesunken^  zu  diesem  selbst  höchstens  jedes 
vierte  Jahr  und  dies  immer  nur  für  einige  Stunden.  Schnee  giebt 
es  zwar  fast  jährlich  auf  den  Gebirgen  gegen  Nord  und  Ost,  aber 
in  der  Thalebene  von  Athen  nur  höchst  selten.  Was  man  da  als 
herabfallenden  Schnee  zu  sehen  bekommt,  ist  weiter  nichts  als 
wässerige  Flockenmasse,  wie  etwa  der  sogenannte  Aprilschnee 
in  Deutschland,  nur  sind  die  Flocken  von  viel  kleinerer  Dimen- 
sion. Um  ihn  dann  wirklich  zu  sehen  zu  bekommen,  muss  man 
dazu  noch  früh  aufstehen,  weil  er  bei  Sonnenaufgang  meistens 
sogleich  wieder  in  sein  ursprüngliches  Nichts  auseinanderfliesst. 
Vom  eigentlichen  Eise  ist  hierorts  gar  keine  Rede;  dafür  aber 
giebt  es  Regen,  Blitz  und  Donner  nur  im  sogenannten  Winter  und 
Frühjahre.  Die  Hitze  im  Sommer  ist  wirklich  unerträglich  wegen 
ihrer  Continuirlichkeit  und  der  damit  verbundenen  Schwüle  Tags 
und  Nachts.  Die  mittlere  Sonnenwärme  wird  etwa  zu  22^  R.  und 
das  Maximum  zu  30^  R.  im  Schatten  sich  herausstellen  (die  mitt- 
lere Jahrestemperatur  beiläuGg  zu  14^  R.).  Das  zu  diesem  Zwecke 
eigens  für  die  Sternwarte  besorgte  Maximum -Thermometer,  mit 
geschvFärzter  Kugel ,  zeigt  in  den  Sommer  -  Sonnenstrahlen  häufig 
45^  R.  Der  einzige  frische  Augenblick  während  der  heissen  Jah- 
tesseit  ist  kurz  vor  Sonnenaufgang  beim  Stattfinden  des  Minimums 
Tagestemperatur.  Im  Hochsommer  während  der  cynischen 
se,  Kvvwa  xcivfiaTcc  genannt,  ist  auch  schon  die  kleinste,  leich- 
Wolke  eine  höchst  seltene  —  eine  kometenartige  Erschei- 
nung;   man  lernt  zu  dieser  Zeit  ganz   vergessen,   wie  Wolken 


^ 
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eigentlich  aussehen.  Damit  ist  gewohnlich  auch  ein  glühend 
beisser  Nordwind  verbunden.  Diese  aufTallende  Erscheinung 
erkläre  ich  mir  daraus,  dass  dieser  Wind  über  die  kahlen,  son- 
nenverbrannten Gebirge  Albaniens  hinfährt,  woher  wir  ihn  dann 
hier  aus  erster  Hand  bekommen.  Während  dieser  Schreckenszeit, 
die  beiläufig  40  Tage  dauert,  scheint  die  Menschheit  und  die 
ganze  Natur  wie  ausgestorben ;  selbst  alle  Vogel  und  die  wenigen 
Frösche  verstummen;  sogar  die  diversen  Legionen  der  sonst  m 
lästigen  Insecten  verschwinden  dann  —  nur  das  monotone  melan- 
cholische Gezirpe  der  Anakreontischen  Cicade  (nicht  Grille  oder 
gar  Heuschrecke  nach  den  Philologen  und  Lexikographen)  erschallt 
weithin  und  zwar  um  so  heller  und  anhaltender,  je  mehr  die 
kochende  Natur  ihrem  Siedepunkte  sich  nähert.  Diese  Lieblinge 
der  alten  Hellenen  sind  dann  für  diese  Zeit  die  besten  Thermo- 
oder  vielmehr  Pyrometer.  Vorstehende  Jeremiade  gilt  übrigens 
bloss  för  die  neu  aufgegrabene  Stätte  von  Alt« Athen.  Die  son- 
stige Hellas  erfreut  sich  grösstentheils  eines  wirklich  paradiesi« 
sehen  Klimas  und  man  wird  auch  nirgends  so,  wie  hier  zu  Athen, 
in  Versuchung  geführt,  an  der  factischen  Existenz  von  vier  Jah- 
reszeiten In  der  gemässigten  Zone  zu  zweifeln.** 


( 


Drackfehler. 


ThI.  I.  S.  2B1.  Z.  2.  statt  „  Werth''  setze  man  „absolute  Werth.** 

„  XX.S.11.  Z.9.  lese  man  „Gans zahl. << 

„    „    „  14.  „  6.  lese  man  „scheiden." 

^     •  du  ,  du 

„    „    „  15.  „  19,  für  ^  lese   man  — . 

„     „    „  23.  „     3.  fehlt  (17). 

„    „    „  25.  „    3.  nach  Wer the  fehlt  „begrenzter  Integrale.'* 

du 
„    „     „  30.  „  16.  und  18.  statt  du  setze  man  — . 

„    „    „  30.  „  18.  statt  +1— (+1)  «ctze  man  /(+!)  — /(+!). 
Im   Literarischen    Berichte    Nr.  LXXXI.  S.  5.  Z.  23.   miter  b)    mnss 
statt  „Messieurs  des  Directeurs''  heissen:  „Messieurs  les  Directeors.'* 

Tbl.  XXL  Heft  III.  S.  305.  in  der  vorletzten  Zeile  lies  %  statt 
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Literarischer  Bericht 


LXXXII. 


Geschichte  der  Mathematik. 

In  der  Beilage  zu  Nr.  864  der  „Astronomischen  Nach 
ricbten'S  welche  bekanntlich  jetzt  die  Herren  Hansen  in  Gotha 
und  A.  C.  Petersen  in  Altena  trefflieh  redigiren,  flndet  man 
•ehr  interessante:  ^^Biographische  Notizen  (iber  den  ver- 
storbenen Conferenzratb  Schumacher.  Vorgelesen  in 
der  Königl.  Dänischen  Gesellschaft  der  Wissenschaf- 
teu  am  19.  December  1861,  von  Professor  Olafsen'%  i&r 
deren  Veröffentlichung  man  Herrn  Professor  Olufsen  zu  beson- 
derem Danke  verpflichtet  ist  und  auf  welche  wir  unsere  Leser 
besonders  aufmerksam  machen. 


Geometrie. 

Neun  verschiedene  Coordinaten- Systeme,  im  Zu- 
sammenhang untersucht  von  J.  G.  H.  Swellengrebel, 
Litt  et  Phil.  Dr.  (zu  Utrecht).  Mit  ß  iithograpbirten 
Tafeln.    Bonn  (Marcus).  1853.    4.    2  Thir.  20  Sgr. 

Jeder,  wer  mit  den  neueren  Fortschritten  der  analytischen 
Geometrie  vertraut  ist,  weiss,  dass  dieselben  einem  grossen  Theile 
nach  durch  die  Einführung  neuer  (Koordinaten -Systeme  bedingt 
worden  sind  >  und  dass  die  Untersuchungen  der  neueren  Geometer 

Tbl.  \X1.  HU.  2.  ^ 
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baoptsftchlich  als  in  diesem  Princip  wurzelnd  betrachtet  werden 
können.  Auf  diesem  Wege  vreiter  fortschreitend,  hat  nun  der 
Herr  Verfasser  in  diesem  Werke  neun  verschiedene  Coordinaten- 
Systeme,  die  grosstentheils  neu  sind  oder  wenigstens  hier  aas 
neuen  Gesichtspunkten  au fgefasst  werden ,  einer  ausfuhrlichen  und 
überaus  grundlichen  und  sorgfaltigen  Betrachtung  unterzogen.  Eis 
ist  uns  leider  hier  völlig  unmöglich,  diese  verschiedenen  Coordi« 
naten- Systeme  näher  zu  charakterisiren  oder  auch  nur  oberfläch- 
lich anzugeben;  indess  wollen  wir  doch  einige  Worte  über  das 
System  der  xy^  mit  welchem  der  Herr  Verfasser  sein  Werk  be- 
ginnt, sagen,  wobei  der  Leser  sich  die  Figur  leicht  selbst  wird 
entwerfen  können.  „Man  nehme'S  sagt  der  Herr  Verfasser,  ,^wei 
Punkte  A  und  B^  welche  die  Coordinaten- Punkte  heissen 
mögen,  deren  Lage  zwar  keliehig  ausgewählt  werden  darf,  jedoch 
nach  vollfuhrter  Wahl  als  fest  und  unveränderlich  zu  betracbten 
ist.  Im  Punkte  O,  welcher  die  Entfernung  AB  halbirt,  errichte 
man  eine  Senkrechte  YOV  zur  Geraden  XOX',  welche  die  Coor- 
dinatenpunkte  A  und  B  vereinigt,  wobei  diese  Geraden  XOX 
und  YOY' ,  um  der  üblichen  Terminologie  zu  folgen,  die  Coor- 
dinaten-Axen  unseres  Coordinaten  Systems  heissen  sollen.  Eis 
ist  alsdann  die  Lage  irgend  eines  Punktes  C  bestimmt  darch 
dessen  Entfernungen  CE  und  CD  von  den  Geraden  TOT'  und 
XOX' ,  und  daher  auch  durch  die  beiden  Zahlen,  welche  andeu- 
ten ,  wie  oft  die  als  Längeneinheit  angenommene  Länge  OAs=zOB 
in  diesen  Entfernungen  CE  und  CD  enthalten  sei.  Diese  Zahlen 
sollen  die  Coordinaten  unsers  jetzigen  Systems  sein  und  respec- 
tive  durch  a  und  y  angedeutet  werden,  so  dass  man  bat:    - 

_CE       _CD 

^"AO*  y^AÖ' 

welche  Coordinaten  indess  auch  als  Tangenten  gewisser  Winkel 
betrachtet  werden  können. *'  —  Diese  nenen  Coordinaten  wSren 
also  eigentlich  die  gewohnlichen  rechtwinkligen  oder  Parallel -Co- 
ordinaten, durch  eine  gewisse  constante  Linie  dividirt,  oder  die 
zwischen  dieser  Linie  und  jenen  Coordinaten  stattfindenden  Ver- 
hältnisszahlen. —  Der  Zweck  des  Herrn  Verfassers  ist  zunächst 
auf  die  Untersuchung  seiner  neuen  Coordinatensysteme  als  solcher 
im  Allgemeinen  gerichtet  gewesen,  weniger  auf  die  Auffindoog 
neuer  geometrischer  Wahrheiten,  wenn  er  auch  die  Fruchtbarkeit 
seiner  Systeme  überall»  wo  sich  die  Gelegenheit  darbot,  zu  zei- 
gen nicht  unterlassen  hat ;  «luch  hat  er  sich  für  jetzt  auf  die  Ebene 
beschränkt  und  hat  nur  im  letzten  Paragraphen  in  der  Kürze  ge- 
zeigt, dass  seine  Systeme  sich  mit  Leichtigkeit  auch  auf  den 
Baum  übertragen  lassen ;   vorzüglich  aber  Hess  er  es  sich  angele- 
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gen  sein,  überall  die  geometrische  Bedeutung  der  analytischen 
Formeln  recht  deutlich  hervortreten  zu  lassen,  damit  analytische 
und  geometrische  Untersuchung  fortwährend  Hand  in  Hand  gin- 
gen, was  jedenfalls  nur  vollkommen  gebilligt  werden  muss.  Ueber- 
all  zeigt  sich  der  Herr  Verfasser  in  diesem  Werke  als  ein  mit 
den  neueren  Fortschritten  der  analytischen  Geometrie,  welche  die- 
selbe hauptsächlich  auch  deutschen  Mathematikern  zu  verdanken 
bat,  vollkommen  vertrauter  Mann,  und  behandelt  seinen  Gegen- 
stand innerhalb  der  sich  selbst  gesteckten  Gränzen  überall  mit 
der  seiner  Nation  eigenen  Gründlichkeit,  Umsicht  und  Ausfiihr- 
llchkelt,  die  innerhalb  der  gezogenen  Gränzen  fast  nirgends  etwas 
zu  wünschen  übrig  lässt.  Wir  empfehlen  daher  das  vorliegende 
Werk  zu  sorgfältigster  Beachtung,  und  w*ünschen  sehr,  dass  auch 
andere  Mathematiker  sich  angelegen  sein  lassen  mögen,  einige 
der  besonders  fruchtbaren  Coordinaten-Systeme  des  Herrn  Verfas- 
sers weiter  anzuwenden,  um  daraus  niiiglichst  viele  neue  geome- 
trische Wahrheiten  abzuleiten,  was  gewiss  kein  vergebliches  Be- 
mühen sein  wird.  Weiter  auf  den  Inhalt  dieses  Werkes  einzu- 
gehen, gestattet  uns  leider  hier  der  Raum  nicht. 


Geodäsie. 

Anleitung  zu  Legung  graphischer  Dreiecksnetze 
bei  Flurmessungen.  Für  die  Geometer  des  Grossher- 
zogthums  Sachsen.  Weimar,  Hofbuchdruckerei.  1852. 
4.    4  Sgr. 

Wir  machen  auf  diese  uns  gütigst  zugesandte  Instruction  fSr 
die  Feldmesser  des  Grosslierzogthums  Weimar  —  mit  welchem 
Namen  wir  diese  Schrift  wohl  bezeichnen  dürfen  —  hier  aufmerk- 
sam, weil  dieselbe  den  erfreulichen  Beweis  liefert,  mit  wie  viel 
Sorgfalt  und  Umsicht  das  für  das  gesellschaftliche  Leben  so 
wichtige  Geschäft  der  Feldmesser  in  dem  genannten  kleinen 
Staate  geleitet  und  überwacht  wird.  Dieselbe  ist  unterzeichnet: 
^,  Weimar  am  8.  October  1852.  Der  Grossherzogl.  Sachi^. '  Vei^tnes- 
sangs -  Director  Herbst 'S  imd  enthält  nicht,  wie  manche  andere 
Feldmesser-Reglements,  blosse  allgemeine  Vorschriften  über  Taxen» 
Maassstäbe,  Zulässigkeit  gewisser  Fehler,  u.  s.  w.,  sondern  eine 
wirkliche  kurze,  praktisch -geometrische  Anleitung  zur  Ausfüh- 
rung der  fraglichen  Operationen,  wobei  es  uns  besonders  erfreu- 
lich gewesen  ist,  dass  bei  diesen  Operationen  als  Messwerkzeug 
nnr  der  Hesstisch  sulässig  ist,  und  der  sohst  häufig  gebräuch- 
HebtB  Bonssole  gar  nicht  gedacht  wird.    Wie  sehr  dadurch  der 


4  Literarischer  Bericht  LXXXll. 

Genauigkeit  Vorschub  geleistet  wird,  wird  jeder  Kundige  sogleich 
einsehen.  Indem  wir  dies  hier  aussprechen»  wiederholen  wir  nur 
ein  in  diesem  Archiv  schon  öfters  fiber  die  beiden  genannten  In- 
strumente gefülltes  Urtheil,  wie  man  z.  B.  Tbl.  XVI.  S.  44.  sehen 
kann,  an  welchem  Orte  wir  ein  Verfahren  zur  genauen  Aafstel- 
hing  des  Tisches  über  einem  gegebenen  Punkte  auf  dem  Erdbo- 
den gelehrt  haben ,  auf  welches  wir  bei  dieser  Gelegenheit  von 
Neuem  aufmerksam  zu  machen  uns  erlauben  mochten,  weil  wir 
dessen  immer  allgemeinere  Einführung  in  die  Praxis  allerdings 
sehr  wünschen,  da  es  uns  der  Erhöhung  der  Genauigkeit  der 
Messtischoperationen  fortwährend  sehr  forderlich  scheint,  und  sich 
Jedem,  wer  es  nur  einmal  wirklich  praktisch  ausgeführt  hat,  durch 
seine  Leichtigkeit  und  Eleganz  gewiss  empfehlen  wird«  Muge  die 
obige  kleine  Schrift  die  verdiente  Beachtung  finden! 

Sur  la  jonction  des  Operations  gäodesiques,  Kus- 
ses et  Autrichiens,  execut^e  par  ordre  des  deux  goa- 
vernements.  Par  V^.  Struve,  Directeur  de  l'obserya* 
toire  central  de  Russie. 

Der  berühmte  Verfasser  dieser  kleinen  Schrift  beschränkt 
sich  nicht  darauf,  die  im  Titel  bezeichnete  Verbindung  der  geo- ' 
dätischcn  Arbeiten  beider  Staaten  zu  besprechen;  er  gibt  viel* 
mehr  in  der  ersten  grössern  Hälfte  eine  Uebersicht  der  geodSti- 
schen  Arbeiten  in  Europa  und  deutet  die  Resultate  an,  welche 
aus  einer  zweckmässigen  Verbindung  derselben  für  die  Kenntniss 
der  Gestalt  und  Grösse  der  Erde  erlangt  werden  können.  Aus 
dieser  Schrift  einen  gedrängten  Auszug  hier  mitzutheilen ,  halte 
ich  für  um  so  zweckmässiger,  als  der  Verfasser  bei  seiner,  län- 
ger als  ein  Mensehenaltcr  hindurch  unausgesetzten  Thätigkeit  In 
diesem  Zweige  wohl  der  competenteste  jetzt  lebende  Beurtheiler 
Moin  dürfte. 

in  den  letzten  65  Jahren  sind  in  fast  ganz  Europa,  die  Tür- 
kei und  die  Iberische  Halbinsel  ausgenommen,  ferner  in  Asien  und 
Amerika  grosse  Messungen  ausgeführt  worden;  während  derselben 
wurde  diu  Theorie  durch  Legeudre,  Gauss  und  Bessel,  die 
InMlrumonte  durch  Reichen bach  vervollkommnet.  Durch  des 
liulxtern  genauere  Theilung  der  Kreise  ist  die  am  Ende  des  vori- 
gnn  Jahrhunderts  als  ilülfsuüttel  eingeführte  Repetition  der  Win« 
kelmesNung  üherllüssig  geworden,  wogegen  Gauss  und  Bessel 
dl(^  KieNsung  von  Wiukeln  zwischen  den  Dreiecksseiten  und  Dia- 
gonulon  /.ur  routrollo  eingeführt  haben.  Auf  diese  Weise  kommen 
ÜhiMlWUsIgo  iiesdnunungsstüeke  in  die  Rechnung,  und  es  werden 
Knli^txt  dio  wnhrsrhoinlichsten  Werthe  nach  der  Methode  der  kleb-  ^ 
mUm  (Quadrate  ermUieU.    WUVxx^wd  der  Verfasser  zwar  im  Alh 
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meinen  mit  dieser  Art  der  Controile  einverstanden  ist,   macht  er 
doch  folgende  Einwürfe  dagegen: 

1.  das  Terrain  ivird  häufig  die  Beobachtung  der  Diagonalen 
nicht  gestatten ; 

2.  da  auf  diese  Weise  an  der  einen  Stelle  Diagonalen  beob- 
achtet werden,  an  der  andern  nicht«  so  entsteht  eine  Un- 
regelmässigkeit in  den  Endresultaten; 

3.  wird  die  Rechnung  hierdurch  sehr  weitläufig. 

Der  erste  Umstand  waltete  namentlich  bei  der  grossen  Grad- 
messung ob,  welche  von  der  Nähe  des  Nordcaps  bis  zur  Donau 
fortgefllhrt  worden  ist;  daher  bat  man  es  hier  vorgezogen,  meh» 
lere  Grundlinien  zur  Controile  zu  messen.  Wie  nahe  die,  aus 
verschiedenen  Grundlinien  hergeleiteten  Resultate  mit  einander 
übereinstimmen,  werden  wir  an  einigen  angeführten  Beispielen  sehen. 

Diese  Gradmessung  ist  in  den  Jahren  von  1816  bis  1851  aus- 
gefährt  worden,  es  wurden  hierbei  26  Grundlinien  gemessen,  das 
Azimut  einer  Seite  und  die  Breite  auf  68  Hauptstationen  beob- 
achtet. Die  Grundlinien  sind  zwar  mit  verschiedenen,  aber  mit 
einander  vergleichbaren  und  wirklich  verglichenen  Apparaten  ge- 
messen  worden,  so  dass  hiernach  auch  die  aus  den  einzelnen 
Grundlinien  abgeleiteten  Resultate  mit  einander  verglichen  werden 
können.  Bei  der  Verbindung  der  von  Tenner  in  Littbauen  mit 
der  von  Struve  in  den  Ostseeprovinzen  ausgeführten  Gradmes- 
sung ergab  sich  demnach  der  wahrscheinliche  Fehler  jedes  beob- 
achteten Winkels  etwa  =0^,5.  In  Betreff  der  Genauigkeit,  mit 
welcher  die  Längen  gemessen  sind,  hat  sich  in  der  Summe  iden- 
tischer Seiten,   welche 

70783,209  Toisen 
betri^,  ein  Unterschied  von 

1,851  Toisen ,  d.  h.  ogojTi  der  ganzen  Länge 

ergeben.  Endlich  sind  auch  die  aus  beiden  Messungen  erlangten 
Hohen  Qber  der  Ostsee  mit  einander  verglichen  worden,  welche 
aas  resp.  300  und  350  Werste  langen  Nivellements  hergeleitet 
waren.    Der  Unterschied  in  der  Höhe  beträgt 

1,74  Toisen. 

Die  Messung  T  e  n  n  e  r  s  ist  andererseits  mit  der  von  B  e  s  s  e  I  und 
Baeyer  ioPreussen  ausgeführten  Gradmessung  verbunden-  wor- 
den»  wobei  die  Uebereinstimmung  noch  weit  grösser  ausfällt  Der 
Unterschied  in  swei  identischen  Seiten ,  deren  Länge 
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27679,440  Toisen 
betrigt,  steigt  nämlich  nur  aaf 

0,093  Toisen ,  d.  h.  acn^y[y[k  ^*  S'  ^* 

So  wie  diese  V^rblndaiig  in  der  Breite  von  etwa  56^  hergestellt 
worden  ist,  hat  man  in  der  huberen  Breite  von  60^  die  Rassische 
Gradmessung  mit  der  Schwedischen  und  Norwegischen  verbanden. 

Mittelst  der  so  hergestellten  Verbindung  der  Rassischen  Grad- 
messung mit  den  zunächst  westlich  liegenden  und  dieser  mit  den 
in  Dänemark,  Deutschland  und  England  vollendeten  Gradmessun- 
gen ist  nun  das  Material  gewonnen,  um  gleichzeitig  einen  Paral- 
lelbogen zii  bestimmen.  Am  weitesten  gegen  Westen,  nämlich 
zwischen  Feagh-Main  an  der  Westkflste  von'  Irland  und  Green<> 
wich,  hat  Airy  einen  10^40'  langen  Parallelbogen  in  der  Breite 
von  51^  40'  gemessen.  Der  Längenunterschied  zwischen  Feagh- 
Main  und  Warschau  ist  mittelst  Chronometer  bereits  za 

310  22'  37^6 

ermittelt  worden;  dieser  Längenunterschied  ist  bis  auf 

1 
VyA,  d.  h.  önnnn  ^*  S'  I^' 


genau.'  Zur  Berechnung  des  Parallelbogens  von  dieser  Ausdehnung 
aus  gemessenen  Grossen  ist  bereits  jetzt  das  Material  vorhanden 
und  es  steht  zu  erwarten,  dass  in  2  bis  3.  Jahren  dieser  Bogen 
bis  Saratov  ausgedehnt  werden  kann,  wo  er  dann 

560  25' 

in  Länge  umfassen  wird.  Zunächst  ist  aber  nach  der  Beraerkang 
des  Verfassers  erforderlich,  dass  die  verschiedenen  Staaten  Euro* 
pas  einen  Umriss  der  Dreiecke  ersten  Ranges,  eine  Angabe  der 
verschiedenen  Grundlinien  und  der  beobachteten  Azimute  und 
Breiten  bekannt  machen.  So  können  etwa  noch  vorhandene  Lficken 
ausgefüllt  und  dann  die  Resultate  eines  grossen  Parallelbogens^ 
abgeleitet  werden. 

Bei  der  Besprechung  der  Arbeiten,  welche  zur  Verbindung  der 
Oesterreichischen  Messungen  mit  den  Russischen  ausgeführt  wor* 
den  sibd'^  dem  eigentlichen  Gegenstande  der  vorliegenden  Schrifl; 
geht  der  Verfasser  näher  auf  die  Einzelheiten  ein ,  indem  er  z.  B. 
die  Unterschiede  in  den  gemeinschaftlichen  GrOssen  zu  erklireo 
und  zu  motivireo  sucht.    Hierin  werde  ich  Ihm  nicht  folgen  >  vld- 
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mehr  mich  darauf  beschränken ,  diese  Unterschiede  kurz  anzufiih- 
ren.  Erfreulich  ist  es,  dass  die  oben  erwähnte  UebereiDstimmung 
der  Preussischen  Messung  mit  der  Russischen  sonst  nirgend  er- 
reicht und  noch  weniger  ubertroffen  wird. 

Die  Verbindung-  beider  Messungen »  der  Oesterreichischen  und 
Russischen,  ist  in  zwei  Richtungen  ausgefOhrt,  bei  Cracow  und 
bei  Tarnogrod.  Von  Oesterreichischer  Seite  ward  zu  diesem  Be- 
huf eine  Grundlinie  von  3004  Toisen  Länge  gemessen  und  26  Drei- 
ecke dienten«  zur  Verbindung  der  Stationen.  Fflr  die  Längen  and 
Breiten*  war  die  Sternwarte  von  Cracow,  deren  geographische  Lage 
Weisse  sehr  genau  ermittelt  hat,  der  Ausgangspunkt.  Die  Hohen 
beziehen  sich  auf  das  Adriatische  Meer,  welches  95  g.  M.  von 
Cracow  entfernt  ist.  Von  Russischer  Seite  waren  zwei  Grund- 
linien von  resp.  2761  und  2243  Toisen  Länge  gemessen  worden, 
daher  waren  hier  nur  wenige  Dreiecke  zu  errichten.  Zur  Orien- 
tirung  diente  die  Sternwarte  von  Warschau  uiid  das  gemessene 
Azimut  von  Przymiarki,  alle  Längenunterschiede  sind  vom  erstem 
Punkte  aus  gerechnet,  welcher  durch  Chronometer  mit  Pulkowa 
in  Verbindung  gebracht  ist  Die  absoluten  Hüben  bezieben  sich 
auf  das  schwarze  Meer,  sind  jedoch  von  der  Ostsee  bei  Polangen 
hergeleitet 

Die  Vergleichung  gemieinschaftlicher  Grossen  bat  fflr  jeden 
gemessenen  Winkel  einen  wahrscheinlichen  Fehler  von 

±(r,30 

ergeben,  während  der  Unterschied  einer  gemeinschaftlichen  Linie 

103530  *•  ^'  ^' 

beträgt  Hieraus  zieht  der  Ver&sser  den  Scblnss»  dass  in  den 
Verbindungsarbeiten  kein  Anzeichen  von  einer  bei 
der  Messung  der  drei  Grundlinien  begangenen  Unvoli- 
kommenheit  enthalten  ist 

Die  Höhen  der  gemeinschaftlichen  Punkte  ergeben  sich  im 
Mittel  bis  auf 

1,44  Toisen 

fibereinstimmend ,  und  da  diese  Grösse  kleiner  ist,  als  die  Summe 
der  von  lieiden  Seiten  als  möglich  angegebenen  Fehler;  so  folgt 
hieraas  indirect,  dass  die  Ostsee,  das  schwarze  und  Adriatische 
Meer  keinen  Niveau-Unterschied  haben,  der  etwa2  Toisen  fiberstiege. 
Die  Höhe  des  Nullpunktes  am  Barometer  der  Sternwarte  in 
Cracow  ist  aus  11  jährigen  Beobachtungen  des  letzfern  ermittelt 
worden;  dieselbe  stimmt  bis  auf 
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0/29  Toisen 

mit  dem  Mittel  aus  beiden  trigonometrischeo  Nivellements  öbereiD. 

In  Bezug  auf  die  zwei  Verbindungsstationen  stimmen  ferner 
die  Azimute  bis  auf    Ü'A    und    VJS 
Breiten      „    „  +0,245    „  —2,074 
Längen     „    „  -f  ^»31      „  -f  8«70  in  Bogen 
Qberein.    Hierbei  bemerke  ich  zum  Schluss,   dass  die  im  Azimut 
und  der  Breite  gefundenen  Unterschiede  sich  aus  den,  nach  Bes- 
sei's  Untersuchungen,  localen  Abweichungen  in  der  Richtung  der 
Schwere  vollständig  erklären  lassen.  Wolfers. 

(Man  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  LXXXI    S.  5.        6.) 
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Durch  die  Munificenz  Sr.  Majestät  des  Kaisers  von  Oester- 
reich  ist,  wie  wir  huren,  in  Wien  ein  besonderes  optisches  In- 
stitut gegründet  und  die  Leitung  dieser  neuen  Anstalt,  von  wel- 
cher sich  die  Wissenschaft  mit  Recht  schöne  Frfichte  versprichtf 
dem  durch  seine  optischen  Arbeiten  längst  bekannten  Herrn  Pro- 
fessor Petzval  übertragen  worden.  Demselben  ist  zur  Unter- 
stützung seiner  wissenschaftlichen  Arbeiten  ein  besonderer  Adjunct 
mit  1000  Gulden  Gehalt  beigegeben  und  500  Gulden  jährlich  sind 
zur  Anschaffung  der  erforderlichen  Apparate  und  Instrumente  be- 
willigt worden. 

Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (Siehe  Literar.  Ber.'Nr.  LXXXL 
S.  11.) 

Jahrgang  1852.  IX.  Band.  3.  Heft.  S.  506.  Schweig- 
ger: Ceber  die  Auffindung  der  zwei  ersten  Uranustrabahten  durch 
Las  seil.  —  S.  530.  Brücke:  Ueber  die  Farben,  weiche  trflbe 
Medien  im  auffallenden  und  durchfallenden  Lichte  zeigen.  -^  S.  549. 
Fritsch:  Die  Lichtmeteore  in  der  Atmosphäre  als  Yoneicheo 
von  Niederschlägen.  —  S.  652.  Kr  eil:  Zweiter  Bericht  über  die 
k.  k.  Central- Anstalt  für  Meteorologie  und  Erdmagnetismus.  —  S.  699. 
Petzval:  Ueber  die  Unzukömmlichkeiten  gewisser  populärer 
Anschauungsweisen  in  der  Undulationstheorie  und  ihre  UnflUiig- 
keit,  das  Princip  der  Erhaltung  der  Schwingungsdauer  zu  ersetzen. 
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Literarischer  Bericht 
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Physik. 

Lehrbuch  der  Physik  für  Realanstalten  und  Gym- 
nasien, sowie  zum  Selbstunterricht  von  Dr.  C.  I).  Greiss« 
Professor  am  Realgymnasium  zu  Wiesbaden.  Mit  170 
in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten  und  zwei  LI* 
thographien.  Wiesbaden  bei  KreideL  1853.  gr.  8.  559  S» 
1  Thir.  10  Sgr.  *) 

Es  giebt  zwei  Wege  der  Behandlung  naturwissenschaftlicher 
Gebiete.  Man  stellt  entweder  zuerst  die  Ergebnisse  von  Beob- 
achtungen und  Versuchen  auf  und  beweist  sie  hinterdrein,  indem 
man  die  letzteren  wiederholt  oder  als  Thatsachen  anfährt;  oder 
man  beginnt  mit  der  Anstellung  gewisser,  auf  ein  bestimmtes  Ziel 
gerichteter  Beobachtungen  und  leitet  dann  hieraus  Gesetze  ab, 
deren  allgemeine  Giltigkeit  um  so  wahrscheinlicher  wird,  je  man- 
nichfaltigere  Erscheinungen  sich  hieraus  erklären  lassen  und  je 
mehr  sich  diese  Gesetze  mit  andern  auf  gleiche  Weise  gefunde- 
nen übereinstimmend  zeigen.  Wer  seine  Belehrung  auf  dem 
ersten  Wege  empföngt.  beGndet  sich  mehr  in  einem  passiven  Zu- 
stande, inilem  er  damit  beginnt,  womit  der  Forscher  geendiget 
bat.  Er  überzeugt  sich  wohl  zuletzt  von  der  Richtigkeit  der  auf- 
gestellten Behauptung,  aber  er  arbeitet  weniger  selbst  mit.  — 
Anders  verhält  er  sich  hei  der  zweiten  Behandlungsweise.    Hier 


*)  Wenn  auch  dieses  Buch  schon  im  LIterar.  Ber.  Nr.  LXWT. 
8.  8.  in  gewöhnlicher  Kurze  angezeigt  worden  ist,  so  trage  ich  doch 
leiil  Bedenken,  auch  nachstehende,  mir  später  zugesandte  ansfnhrlichere 

mston  abdrucken  xu  lassen,  am  so  mehr,  weil  dieselbe  Terschiedeoe 
eiiiakhtsTolle  pädagogische  Bemerknagen  eothäll.  O« 

TM«  XXI.  Hfl.  4.  4 
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macht  er  erst  mit  seinem  Führer  gemeinschaftlich  eine  Reihe  von 
Beobachtungen,  ohne  noch  zu  wissen,  uas  sich  daraus  ergeben 
werde.  Er  ist  genuthiget,  die  ihnen  gemeinsamen  Erscheinungen 
selbst  mit  aufzusuchen  und  diese  soweit  zurückzuführen,  als  seine 
Kräfte  gestatten  oder  als  selbst  die  seines  Fuhrers  reichen,  der 
dann  auch  bei  „Naturkrnften'^  stehen  bleiben  muss.  Dass  der 
Lernende  bei  diesem  Verfahren  mehr  Freude  an  der  Sache  hat, 
weil  er  sich  dabei  seihst  thätiger  fühlte  leuchtet  auf  den  ersten 
Blick  ein.  Doch  ist  (lies  nicht  der  einzige  Vortbeil.  Ein  gros- 
serer besteht  darin,  dass  der  Schuler  gleich  von  vorne  herein 
alle  Erscheinungen  aufmerksam  betrachten,  seine  Beobachtungen 
unter  einander  vergleichen,  das  Bleibende  vom  V'eränderlichen, 
das  Noth wendige  vom  Zufälligen  unterscheiden  lernt,  und  dass  er, 
wo  sich  ihm  eine  Gesetzmässigkeit  zu  zeigen  anfangt,  von  selbst 
veranlasst  wird,  seinen  Beobachtungen  eine  bestimmte  Richtung 
zu  geben,  d.  h.  Reihen  von  Versuchen  zu  machen,  um  zu  sehen, 
ob  seine  Vermuthung  sich  bestätigen  werde.  Der  grüsste  Gewinn 
aber  von  dieser  Methode  findet  sich  in  noch  etwas  Anderem.  Die 
Anwendung  derselben  lehrt  nicht  bloss  richtig  sehen  und  das  Ge- 
sehene verfolgen,  sondern  sie  stellt  uns  gleich  Anfangs  auf  den 
rechten  Standpunkt  jedes  ächten  Naturforschers.  Letzterer  näm- 
lich ist  ein  gar  vorsichtiges  und  bescheidenes  i^lenschenkind.  Auch 
nach  mannichfaltigen ,  auf  das  Sorgfultigsto  angestellten  Versuchen 
sagt  er  nicht:  was  ich  gefunden,  ist  ein  Naturgesetz;  sondern 
nur:  das  Gefundene  ist  desto  wahrscheinlicher  allgemein  gil- 
tig, je  grösser  die  Anzahl  der  Erscheinungen  ist,  welche  sich 
darauf  zurückfuhren  lassen,  und  mit  je  mehreren  anderen  wahr- 
scheinlichen Gesetzen  es  übereinstimmt. 

Auf  diese  letztere  V^eise  nun  ist  die  Physik  in  dem  oben  ge- 
nannten Lehrbuche  behandelt.  Es  werden  darin  erst  die  Erschei- 
nungen aufgestellt,  welche  sich  uns  unter  gegebenen  Umständen 
darbieten  und  hiemach  hieraus  allgemeine  Ergehnisse  abgeleitet. 
Dabei  rechnen  wir  es  dem  Verfasser  zu  besonderem  Verdienste 
an,  dass  er,  wo  immer  möglich,  von  solchen  Thatsachen  ausgeht, 
die  jedem  Beobachter  ganz  nahe  liegen,  und  von  Versuchen, 
welche  dieser  leicht  selbst  anstellen  kann.  In  dieser  Beziehung 
wird  das  Buch  auch  für  solche  werthvoll,  die  sich  ohne  fremde 
Hülfe  mit  der  Physik  bekannt  machen  wollen,  indem  diese  mit 
wenigen,  zum  Theil  leicht  herstellbaren  Mitteln  sich  über  Vieles 
näher  unterrichten  können.  In  pädagogischer  Hinsicht  aber  ist 
eine  solche  Wahl  der  Mittel  noch  weit  wichtiger,  da  jeder  Leb- 
rer  weiss,  dass  ein  zusammengesetzter  Apparat  die  Aufmerksam- 
keit der  Uugend  sehr  zersplittert,  weil  derselben  hier  Alles  neu 
und  wunderbar  erscheint  und  sie  noch  nicht  die  Kraft  hat,    auch 
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nicht  haben  soll,  ihre  Thätiglceit  dergestalt  zu  concentriren,  dass 
sie  gerade  von  dem  abstrahire»  was  ihr  am  meisten  in  die  Augen  föllt. 

Eine  andere  lobenswerthe  Seite  des  Buches  finden  ivir  darin, 
dass  es  über  dem  Neuen  das  Alte  nicht  vergisst  und  an  vielen 
Stellen,  natiirürh  so  weit  es  der  Raum  gestattet,  kurze  geschicht- 
liche Notizen  giebt.  Wir  legen  hierauf  einen  nicht  geringen 
Werth,  weil  Jung  und  Alt  sich  dankbar  derjenigen  Männer  erin- 
nern soll,  die  vor  uns,  oft  unter  grossen  Schwierigkeiten  und  selbst 
Gefahren,  redlich  geforscht  haben.  —  Auch  finden  sich  in  dem 
Buche  die  Kunstausdriicke  etymologisch  erklärt,  was  die  Namen 
behaltbarer  macht  und  nicht  selten  sogar  deren  Verständniss  er- 
leichtert. 

Bei  einem  physikalischen  Lehrbucbe  haben  wir  zunächst  zu 
fragen,  ob  es  innerhalb  gewisser  Grenzen  die  nuthige  Reichhal- 
tigkeit, und  zwar  in  egfier  solchen  Weise  besitze,  dass  der  Schü- 
ler im  Stande  sei,  auch  bei  der  Wiederholung  dessen,  was  er  im 
Laufe  mehrerer  Jahre  gehabt,  sich  mit  Leichtigkeit  ein  vollstän- 
diges Bild  von  dem  Vorgetragenen  zu  machen,  wozu  blosse  An- 
deutungen um  so  weniger  ausreichen,  als  die  Anforderungen  an 
ihn  gar  mannichfaltig  sind.  Eben  so  wichtig  ist  es,  bei  einer 
Wissenschaft,  welche  in  stetem  und  rascjiem  Fortschreiten  be- 
griffen ist,'  zu  wissen,  ob  ein  Lehrbuch  derselben  auf  dem  jetzi- 
gen Standpunkte  stehe  und  nicht,  wie  oft  genug  der  Fall  ist, 
die  neuesten  Forschungen  ignorire.  —  Beide  Fragen  kann  Refe- 
rent bejahen.  Das  Erstere  folgt  eigentlich  schon  aus  der  oben 
angegebenen  Ableifungsweise  der  physikalischen  Gesetze.  Es 
muss  aber  hier  noch  besonders  hinzubemerkt  werden,  dass  die 
ganze  Darstellung  in  zusammenhängender  und  lichtvoller  Weise 
gegeben  worden  ist.  —  Was  den  Standpunkt  des  Lehrbuchs  der 
Wissenschaft  gegenüber  betrifft,  so  hat  wenigstens  Referent  nichts 
"Wesentliches  vermisst,  worüber  die  Akten  einigermassen  geschlos- 
«en  sind.  Dass  aber  Schwankendes  nicht  aufgenommen  ist,  kann 
dem  Buche  nur  zom  Verdienste  angerechnet  werden,  denn  dies 
bleibt  von  dem  Gebiete  des  Unterrichts  ausgeschlossen.  Uebri- 
gens  muss,  beiläufig  bemerkt,  der  Anstalt,  an  welcher  der  Ver- 
fasser wirkt,  ein  sehr  guter  Apparat  zu  Gebote  stehen,  indem 
von  ihm  sehr  einfache  und  zweckmässige  Instrumente  beschrieben 
werden,  die,  wie  die  Darstellung  zeigt,  derselbe  nicht  bloss  aus 
Beschreibungen  oder  Abbildungen  kennt. 

Wenn  es  für  den  Erwachsenen,  der  für  sein  Bedürfniss  Be- 
lehmng  aus  einem  physikalischen  Werke  sucht,*  ziemlich  gleich« 
gUtig  sein  wird,  in  welcher  Weise  der  Stoff  angeordnet  sei,  sobald 
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jener  our  durch  das  Vorausgehende  zu  dessen  Verständniss  be- 
fähigt wird:  so  verhält  sich  dies  bei  einem  für  den  Unterricht 
bestimmten  Lehrbuche  ganz  anders.  Bei  einem  .Schüler  ändert 
sich  nicht  bloss  das  Auffassungs-  und  Urtheilsverniögen,  sondern 
auch  der  Stand  der  für  manche  Kapitel  der  Physik  erforderlichen 
Halfskenntnisse  mit  jedem  Lehensjahre  bedeutend.  Auf  einer 
gewissen  Altersstufe  geht  ihm  für  ahstractere  Gebiete  noch  fast 
aller  Sinn  ab,  der  erst  in  späteren  Jahren  in  ihm  erwacht.  Auch 
hierauf  ist  in  obigem  Lehrhuche  gebührende  Rücksicht  und  zwar 
in  zum  Theil  so  eigenthümlicher  Weise  genommen  worden,  dass 
Referent,  als  er  das  erstemal  die  Eintheilung  des  ganzen  Mate- 
rials ansah,  zufolge  welcher  sogleich  nach  der  Betrachtung  der 
allgemeinen  mechanischen  Eigenschaften  der  Körper,  die  Lehre 
von  dem  Magnetismus,  der  Elektricität,  dem  Schalle,  dem  Lichte 
und  der  Wärme,  zuletzt  aber  die  gesammte  Mechanik  folgte,  ein 
wenig  erschrak  und  allerlei  Besorgnisse  hatte.  Er  hat  sich  jedoeh 
bei  näherer  Erwägung  aller  Umstände  sehr  mit  dieser  Anordoung 
der  einzelnen  Gebiete  ausgesöhnt. 

Dass  die  Mechanik  an  das  Ende  gebracht  ist,  hat  seinen  na- 
türlichen Grund  in  dem  Stande  der  mathematischen  Vorkenntnisse 
des  Schülers,  welcher  erst  in  der  letzten  Schulzeit  für  das  Ver- 
ständniss  der  hier  zu  behandelnden  Gegenstände  hinreichende 
Befähigung  erlangt  hat.  Hierdurch  ist  der  doppelte  Vortheil  ge- 
wonnen, dass  sich  alsdann  gründlicher  auf  den  Gegenstand  ein- 
gehen lässt  und  dass  der  Schüler  seiner  ganzen  geistigen  Bildung 
nach  hierfür  empfänglicher  ist. 

Es  blieb  nun  nur  noch  die  Frage,  ob  die  übrigen  Zweige  der 
Physik  sich  ohne  tiefere  Kenntniss  der  Mechanik  genügend  be- 
handeln lassen.  Sieht  man  genauer  zu,  so  ist,  innerhalb  der 
Grenzen  eines  Schulbuchs,  die  Zahl  der  hierzu  erford<$rlichen 
mechanischen  Sätze  in  der  That  sehr  klein  und  wird  sich  ziem- 
lich auf  das  Parallelogramm  der  Kräfte  und  in  mathematischer 
Beziehung  auf  die  einfachsten  EigenschaCten  der  W^inkelfunctionen 
und  die  Kenntniss  der  Gleichungen  höchstens  zweiten  Grades  re- 
duciren.  Es  wird  also  gewiss  zweckmässiger  sein,  diese  weni 
gen  Sätze  geeigneten  Orts,  wo  sie  noch  fehlen,  einzuschalten, 
als  den  Schüler  gleich  Anfangs  in  ein  Gebiet  einzuführen,  das 
dann  nur  mangelhaft  behandelt  werden  könnte  und  für  das  ihm 
ohnedies  die  Empfänglichkeit  ahgienge.  Weit  lebhafter  interes- 
sirt  sich  der  jüngere  Schüler  für  die  Erscheinungen  des  Magne- 
tismus, der  Elektricität  u.  s.  w.  Denn  hier  werden  ganz  dem 
jugendlichen  Geiste  entsprechend  alle  Sinne  in  Anspruch  genom- 
men,   hier  wird  es  dem  Schüler  so  leicht,  die  Grundversuche  zu 
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Haose  nachzufnachen  und  selbst  abzufindero ,  was  fQr  die  geistige 
Etitvrickelong  nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden  kann.  Auf 
solche  Weise  bekommt  der  Anlanger  Lust  und  Freude  an  der 
Physik.  Aus  dietiem  Grande  ist  es  auch  zu  billigen,  dass  erst 
nach  der  Elektricität  die  Lehre  vom  Schalle  behandelt  worden, 
indem  auch  hier  schon  etwas  mehr  mathematische  Vorkenntnisse 
vorauszusetzen  sind,  so  wie,  dass  die,  die  meisten  mathematischen 
Vorkenntnisse  bedCirfende  Lehre  vom  Lichte  und  der  Wärme  die 
vorletzte  Stelle  einnimmt. 

Was  die  Vertheilung  des  Stoffs  dem  ihm  gegönnten  Räume 
nach  betrifft,  so  kommen  auf  die  Einleitung,  deren  ersten  allge- 
meinen Paragraphen  Referent  ganz  weggelassen  haben  würde, 
auch  weil  er  auf  dieser  Stufe  dem  Schuler  zu  nichts  hilft,  zwei 
Seiten.  Die  für  alle  sieben  Abschnitte  in  Anspruch  genommenen, 
Räume, 

nämlich :  verhalten  sich  wie: 

die  mechanischen  Eigenschaften  der 

Körper  im  Allgemeinen  3 

der  Magnetismus  1 

die  Elektricität  ö 

der  Schall  3 

das  Licht  8 

die  Wärme  6 

die  Mechanik  8. 

Dafür,  dass  die  Lehre  vom  Lichte  mit  besonderer  AusfUhr- 
iichkeit  bearbeitet  worden,  führt  der  Verfasser  einen  Grund  an, 
welchem  Sachverständige  gern  beistimmen  werden,  dasjs  nämlich 
es  ITir  die  wissenscballliche  Ausbildung  wichtig  sei,  einen  Ge- 
genstand umfassender  zu  behandeln,  damit  hieran  der  Schüler 
lerne,  wie  viel  es  zu  erforschen  giebt,  und  was  es  heisst,  einen 
Gegenstand  ernstlich  angreifen.  Hierzu  aber  eignet  sich  in  der 
That  die  Optik  sehr  wohl,  weil  sie  wenigstens  theilw^ise  einer 
^elementar- mathematischen  Behandlung  besonders  fabig  ist. 

Nach  des  Referenten  Ansicht  würden  es  übrigens  nicht  bloss 
viele  Lehrer  der  Physik,  sondern  auch  deren  Schüler,  ja  selbst 
andere  Leser  des  Buches  dem  Verfasser  Dank  wissen,  wenn  er 
sich  bei  einer  neuen  Ausgabe  dazu  entschlösse,  jedes  Hauptge- 
biet der  Physik,  wie  die  Lehre  von  der  Wellenbewegung  und  dem 
Schalle,  dem  Magnetismus  und  der  Elektricität,  sowie  dem  Lichte 
und  der  Wärme,  in  derselben  Weise,  wie  dies  gegenwärtig  mit 
letzterem  geschehen  ist,  in  drei  einzelnen  und  einzeln  käuflichen 
Heften  zu  bearbeiten.     Dann  kätte  jeder  Lehrer,  je  nach  seiner 
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Richtung,  oder  am  in  verschiedenen  Cursen  abzuwechseln,  bei 
der  tiefer  eingehenden  Behandlung  eines  Gebietes  die  Auswahl, 
ohne  dass  dadurch  das  Buch  vertheuert  wurde.  Wer  aber  die 
Physik  lieb  gewonnen  hätte,  der  käme  durch  den  Ankauf  särorot- 
licher  Hefte  zugleich  in  den  Besitz  eines  durchgängig  ausführli- 
cheren und  dennoch  in  demselben  Geiste  bearbeiteten  Lehrbuchs : 
anderer  Leser  gar  nicht  zu  gedenken,  welche  dann  desto  lieber 
nach  dem  Ganzen  greifen  und  mit  eben  solchem  Vortheile  zuvor 
im  Hauptbuche  eine  Uebersicht  gewinnen  und  sich  erst  dann  zum 
Studium  der  Erweiterungen  begeben  würden. 

Auf  Einzelheiten  einzugehen,  ist  hier  der  Ort  nicht;  doch 
mag  erwähnt  werden,  dass  man  in  dem  Buche  z.  B.  mehr  Aus* 
kunft  über  die  Gesetze  der  Schwingung  der  Luftsäule  in  den  Blas- 
Instrumenten  finden  wird,  als  dem  Referenten  in  andern  Lehr- 
büchern vorgekommen  ist,  wo  der  nicht  leichte  Gegenstand  in  der 
Regel  nur  berührt  wird.  Eben  so  sind  die  Dampfmaschinen  in 
dem  Kapitel  von  der  Wärme  auf  eine  den  Zeitverhältuissen  ange- 
messene Weise  berücksichtiget  und  durch  sehr  saubere  und  zweck- 
mässige Abbildungen  erläutert  worden.  In  dem  letzten,  der  Sta- 
^tik  und  Dynamik  der  Körper  in  ihren  drei  Aggregatzuständen  ge- 
widmeten Abschnitte  wird  man,  obschon  die  Grenzen  der  heutigen 
Elementarmathematik  fast  nirgends  überschritten  sind,  viel  mehr 
antreffen,  als  in  den  meisten  gangbaren  Lehrbüchern.  Uierza 
rechnet  Referent  namentlich  das  Kapitel  von  der  Huhenmessung 
durch  das  Barometer,  worin  fast  alle  dabei  in  Betracht  kommenden 
Umstände  berücksichtiget  sind. 

Da  das  ganze  Buch  klar  und  doch  ohne  alle  Weitschweifig- 
keit geschrieben  und  mit  meistentheils  recht  guten,  in  den  Text 
eingedruckten  Abbildungen  (179  Stück)  versehen  ist,  da  es  auf 
gutem  Papier  reinlich  gedruckt  auf  sechsthalbhundert  Seiten,  ohne 
überladen  zu  sein,  ein  reiches  Material  enthält,  da  es  zugleich  in 
einer  zu  eigenem  Forschen  anregenden  und  vorbereitenden  Weise 
und  in  einer  Anordnung  abgefasst  ist,  welche  der  jugendlichen 
Fassungskraft  entspricht,  so  glaubt  Referent  es  mit  Grund  zur 
Einführung  in  höhere  Lehranstalten  empfehlen  zu  dürfen,  zumal 
der  Preis  des  Werkes  sehr  niedrig  gestellt  ist 


Meteorologie  und  Nautik, 

Wie  eifrig  die  Meteorologie  nebst  ihrer  Anwendung  auf  die 
SchiSTahrt  in  Amerika  gepflegt  wird,   ist  bekannt  genug.    Einen 
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neuen  Beweis  hierfür  liefert  ein  uns  gütigst  zugesandtes  Werk, 
welches  den  durch  seine  meteorologischen  Arbeiten,  sein  „Work 
on  Storms'^  u.  s.  w.  berühmten 5  hochverdienten  Professor  James 
P.  Espy  zum  Verfasser  hat,  und  verschiedene  über  den  Fortgang 
der  meteorologischen  Arbeiten  ap  den  Secretary  of  the  Navy 
erstattete  Berichte  enthält,  welche  uns  ein  höchst  interessantes 
Bild  von  der  Grossartigkeit  dieser  Arbeiten,  von  der  ungemeinen 
Umsicht  und  von  dem  wahrhaft  praktischen  Sinne,  womit  diesel- 
ben geleitet  und  ausgeführt  werden,  vorführen,  so  dass  wir  diese 
Berichte  einem  Jeden,  wer  sich  für  die  Meteorologie,  die  Schiff- 
fahrt u.  s.  w.  interessirt,  auf  das  Angelegentlichste  empfehlen 
müssen.  Wie  unendlich  viel  für  Meteorologie  in  neuester  Zeit  in 
Deutschland,  zunächst  und  hauptsächlich  in  Oester reich  durch 
den  unermüdlichen  Kreil,  welcher  in  der  grossartigsten  Weise  von 
der  üsterreichischen  Regierung  sowohl,  als  auch  von  Privatperso- 
nen —  indem  z.  B.  Herr  Minister  v.  Baurogartner  in  der  Übe- 
raijsten  Weise  freiivillig  auf  sein  Gehalt  bei  der  kaiserlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  zu  Gunsten  der  meteorologischen  Anstalten 
verzieht«  te  —  unterstützt  wird;  wie  viel  ferner  in  Bayern  durch 
den  trefflichen  v.  Lamont;  wie  viel  endlich  in  Preussen,  na- 
mentlich in  den  letzten  Jahren,  hauptsächlich  auf  v.  Humboldt's 
Anregung  durch  den  trefflichen  Dove  geschieht:  wird  gewiss 
Niemand  verkennen.  W^enn  man  aber  in  dem  Werke,  welches  uns 
hier  zu  einer  kurzen  Besprechung  vorliegt,  die  demselben  voran- 
gestellte „Liste  of  meteorological  correspondents''  über- 
blickt und  darin  163  Namen  aus  allen  Staaten  x\merikas,  und  unter 
denselben  viele  auch  anderweitig  bekannte,  findet:  so  muss  man 
freilich  erstaunen  über  die  grosse  Allgemeinheit  des  Interesses, 
mit  welchem  die  Meteorologie  in  jenem,  überhaupt  durch  die 
Grossartigkeit  aller  seiner  Institutionen  *)  uns  zur  Bewunderung 
hinreissenden  Ertheile  gepflegt  wird. 

Der  Inhalt  des  vorliegenden  Werkes  ist  zu  reichhaltig  und  zu 
mannigfaltig,  als  dasii  wir  denselben  hier  vollständig  angeben 
könnten.  Wir  müssen  uns  daher  auf  das  JHauptsächlichste  be- 
schränken. Zuerst  enthält  das  Werk  den  „Second  Report  on 
Meteorology  to  the  Secretary  of  the  Navy:  by  James 
P.  Espy",  dann  den  „Third  Report  on  Meteorology,  with 
Directions  for  Mariners  etc.:  by  James  P.  Espy. "  Beide 
Berichte  enthalten  eine  sehr  vollständige  Darstellung  der  bei  den 
meteorologischen  Beobachtungen  und  den  aus  denselben  gezoge- 
nen Rev^ultaten  in  theoretischer  und  praktischer  Rücksicht  befolg«* 
ten  Principien,  die  man  mit  dem  grössten  Interesse  lesen  wird. 
Ganz  besonders  interessant  ist  uns  aber  die  „Communication 
from  the  Secretary  of  the  Navy  with  Professor  Espy's 
„Rules  for  the  Mariner",  founded  on  this  Theory  of 
Stör  ms"  gewesen,  die  wir  namentlich  auch  allen  Lehrern  der 
Schifffahrtskunde  an   deutschen  Schifffahrtslehranstalten  dringend 


«)  In  Norton's  Litecary  Register  and  Book  Bujer's  Al- 
ma na  c  for  1853.  Newjork  1853.  finden  wir  z.  B.  mehr  als  400  öffent- 
liche amerikanische  Bibliotheken  verzeichnet,  bei 'denen  die  Bändezahl 
▼on  15000,  20000  etwas  ganz  Gewöhnliches  ist,  unter  denen  aber  auch 
nicht  wenige  mit  50000,  eOOOO,«  90000  Bänden  vorkommen. 
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znt  Beachtnni^  empfehlen  m«i#;hten,  wobei  ans  zadeich  eine  deutsche 
Ueber8f*tzijri^ rtiefser  ».Rnle^  for  the  mariner,  dedoced  from 
the  inveHtii;ation  of  storms  in  my  *)  Philosophy  of 
atormn,  and  in  mv  three  reports  on 'Meteorolosv"  sehr 
wfinMcli^nftucrth  eriic)ieint.  —  Ganz  besonders  erhöht  wird'  endlich 
noch  dfiK  IntereAse  dieses  Werkes  durdb  100  demselben  beisege- 
bene  meteorolo<siKche  Landkarten  und  11  den  Gans  des  Barome- 
ters graphisch  darstellende  Tableaus  in  grusstem  Format. 

Mucen  die  obis^en  wenigen  Bemerkungen  hinreichen,  die  Auf- 
merksamkeit auf^  dieses  und  ähnliche  in  Amerika  erscheinende 
wichtige  Werke  in  vollstem  Maasse  zu  lenken. 
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